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Lehenengo argitalpeneko aitzinsolasa

Eskuen artean duzun liburu hau ez da erabat berria, Iehenagoko biren batuketaren
cta berridazketaren ondorioa baizik. Bi liburu horien izenak Fisika Orokorra {1}
—zeinak hiru argitalpen desberdin izan zituen— eta Fisika Orokorra (II}) —zeina
beste liburu baten bigatren argitalpen eraberritua eta hedatua izan zen— izanik, ez
da harritzekoa oraingoan ere izena gordetzea, era horretako liburuen kasuan
mundu osoan zehar ohikoa den modura.

Edukian dagokionez, Zientzia Fakultateetako lehenengo mailetan Fisika
Orokorretako ikastaroetan ohikoak diren gaiak bildu dira bertan. Gai horien
hasierako prestaketa-lana taldean egin zen bere garaian, UEUko Fisika Sailak
horretarako antolaturiko mintegian zortzi irakaslek parte hartuz. Bakoitzak gai bat
edo batzuen ardura izan zuen, eta gero, guztion arteko mintegictan, bateraketa eta
oharrak egin genituen. (aietako egileak desberdinak izatean, gorabeherak suma
daitezke idazkeran, nahiz eta hitzen eta esateko moduen aukeraketarako irizpidegk
mintegian erabaki ziren eta, ondorioz, bakarrak izan. Dena dela, gure talde-lanaren
berezitasun hori aberasgarria izango dela uste dugu, gorabeherak eta guzti, bertan
geroko erabilerarako hainbat puntu eztabaidatu eta finkatu baititugu, horretan
dihardugun irakasleen arieko adostasun-hitzarmena lorturik.

QOraingo argitalpenean, lehenagoko bidetik eta lehenengo argitalpenetako
liburuen erabilpenean oinarriturik, orduko lan guztien bateraketa sistematikoa egin
dugu, zati askotan berridazketa osoa eginez, nahiz eta kontzeptuen- garapenerako
ordena gorde. Bateraketa-lan hori argitalpenaren arduradunarena izan da, eta, egia
esanda, oso modu askean jokatu du.

Hizkuntzari dagokionez, liburu hau 1978. urtean hasitako prozesu luze baten
emaitza da. Urte hartan euskaraz ez zegoen oraindik inolako fisika-libururik
unibertsitatean erabiltzeko modukorik, eta hizkuntza bera ere trebatu beharraren
aurrean zegoen. Makinaz idatziriko behin-behineko material idatziak prestatuz
abiatu ginen, eta UEUren bidez lehenengo liburuak aurkeztera saiatu ginen, hiz-
kuntzaren aldetik behin-behineko erabakiak harturik. Horiek izan ziren uniber-
tsitatean ofizialki ematen hasi ginen lehenengo euskarazko ikastaroetarako lagun-
garriak. Zorionez, ordurako UZEI elkartearen gidaritzapean oinarrizko hiztegi
teknikoak prestatzen hasita geunden, eta erabili behar zen terminologiari buruz
fisikarien arteko eztabaida emankorra bizirik zegoen. Bertako lankidetzan,
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terminologiaz harturiko erabakiak aztertu, kritikatu eta, hainbat kasutan, zuzendu
cgin genituen, emaitza modura 1979%ko abenduan UZLIren Fisika Hiztegia
plazaraturik. Hiztegi hori behin-behineko proposamen serioz izan zen, fisikari
euskaldunei zuzendua, unibertsitateko eguneroko praktikan irakaskuntzan eta
ikerkuntzan erabilia izateko eta, zer esanik €z, baita abiaturik zegoen liburugintzan
ere. Gure aldetik, oso kontuan hartu genuen geure lanerako, nahiz eta zenbait
kasutan labur gertatu zitzaigun laster, hiztegia bera egunez egun eginez baitzihoan.

Oinarri horrekin liburu haien argitalpen berriak prestatu genituen, horietako
bakoitzean praktikan eta zientzialarien arteko akerdioetan harturiko erabakiak
komuan hartuz. Horretaz, unibertsitateko irakasieenarekin batera, ezin dezakegu
alde batetara utz Elhuyar taldearen izena, izen bereko aldizkarian eta argitaraturiko
liburuetan Fisikaren eremuko lexikologiaren arloan hainbeste ekarpen egin baititu,
oso kontuan hartu ditugunak.

Dena den, beti gogoan izan dugu prestaturiko lanen behin-behinekotasuna,
aldez aurretik lan guztiak hobegarriak direla onartuz. Hala cre, teoria fisikoen
kasuan gertatu ohi denez, cuskara zientifikoaren arfoan ere hobekuntza-proze-
suetan onena cdo egokiena den ebazpenera etengabeko hurbilketak eginez hurbildu
ohi dela uste dugu, asintoten kasuan bezala zehaztasunetik gero eta hurbilago
egonik.

Hurbilketa horietarako beharrezkoa da fisikariek elkarren berri izatea, edo,
zehatzago esateko, hizkunizaren erabilerari buruz hartzen diren erabakien bermi
izatea. Horregatik liburu honetan arreta berezia jarri dugu kontzeptuen aurkibide
alfabetikoa prestatzean, liburua darabilen edonork modu errazean hitzen eta esa-
moldeen berri eduki dezan. Helburu hori bideratzeko asmoz, aurkibide alfabetiko
honetan hitz soilak biltzeaz gainera, unitate lexikal konplexuagoak ere bildu di-
tugu. Hain zuzen ere, Fisikaren —eta zientziaren beste arloen— berezitasunetariko
bat, hiruzpalau hitzez osaturiko unitate lexikalen erabilera ugaria denez, horien
prestaketa euskararen erabilerarako garrantzi handiko puntua dela uste dugu, gure
hizkuntzak osc bereak dituen arazoak baititu.

Gaur egun maila honetako Fisikaren euskal irakaskuntza normaltasunez
burutzen ari delarik, gure hizkuntza nahiko eginda eta normalizaturik dagoela esant
dezakegu, ota hori darabilten Fakultate desberdinetako irakasleen arteko batasuna
oso maila handikoa dela esan daiteke. Honekin ez da esan nahi, gauzak alda ez
daitezkeenik edofa guztiak behin-betiko finkaturik daudenik, baina bai, ordea,
tradizio sendoa dagoela, oraindik urte askotakoa ez bada ere, eta erabaki asko
behin-betikoak izateko bidean doazela. Aurreko atalean aipaturiko aurkibide
alfabetikoa erabaki horien berri ematera dator, horrelako gaietar idatziko duen
edonork informazio eskuragarria izan dezan, edozer idazterakoan besteek zer egin
dufen Jakinik bere aukerak egin ahal ditzan. Azken batez, hizkuntza zientifikoca
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{eta horretarakc darabilgun euskara ‘zientifikoa’} gizarte zientifikoan guztiok
erabilikc dugun berba egiteko hizkera komuna izango baita; edo ez da izango.

Liburuaren itxurak berak ere badu zerikusirik geroari begira lorturiko bata-
sun-mailarekin, orainge argitalpenean inprimategiko aurkezpena bereziki zaindu
baita. Marrazkiei dagokienez, aurreko argitalpenetakoak erabili dira, nahiz eta
irudien barneko errotulazioa erabat berritu den. Irudien egileak Martxel Ensunza,
Jose Ramon Etxebarria eta Patxi Ugalde izan ziren, aldi berean testuaren presta-
tzaileak ere izan direnak.

Bukatzeko, lehenagoko argitalpen batean erabilitako hitz berberak esanik,
besterik gabe, onuragarri izango delakoan eta jarraitzaile hoberik izange duelakoan
aurkeztu nahi dugu liburu hau.

Leioan, 1992ko irailaren 11n






Bigarren argitalpeneko aitzinsolasa

Hamaika urte pasatu dira Fisika Orokorra liburuaren lehenengo argitalpena egin
zenetik, eta poztasunez esan dezakegu argitalpen hura erabat agortu dela, bolumen
handi samarrekoa izan bazen ere. Poztasunez diogu, orduko lana zabaldu delako,
eta hori funtsezkoa delako, are gehiago gu bezalako erkidego txiki eta gutxitu
batean. Zabaldu eta erabilia izan dela esan dezakegu poztasunez, eta horrez gain,
irakaskuntzaren arloan bere arrastoa utzi duela. 1zan ere, fisika-gaietan erabilizeko
‘moduko eredu linguistikoa finkatu baita azken urte horietan, eta lan hura horreta-
rako ekarpen baliotsua izan zela esan baitezakegu.

Nolanahi den, mundua aurrera doa eta euskarak ere bere bidea egin du azken
urteotan, gero eta sendoago, irakakaskuntzan bere lekua hartu baitu, behetik
gorako mailetan urtetik urtera aurrerapausoak emanez. Ondorioz, lan berriak sus-
tatu dira, eta martxan daude Fisika Orokorraren arloan hau baino lan zabalagoak,
munduko hainbat unibertsitatetan erabiltzen diren liburuen itzulpenak barne. Dena
dela, bestelake lan eta liburu zabalagoak eta osoagoak bidean diren arren, oraindik
ere liburu honen premia sumatu da, eta arrazoi hori izan da bigarren argitalpena
egitera bultzatu gaituena.

Zenbait berritasun dakartza bigarren argitalpen honek, ez agian funtsezkoak,
baina berritasunak hala ere, lanaren kalitatea goratzera datozenak. Hona hemen
zein diren. Batetik, bidezkoa denez, lehenengo argitalpeneko akatsen zuzenketa
egin dugn; preseski, aurreko testuko erratak zuzentzen saiatu gara, eta neurri
batean bederen, akats horiek zuzendu ditugulakoan aurkezten dugu oraingo
argitalpena. Bestetik, euskararen beraren eguneratzea izan dugu gogoan; izan ere,
azken urteotan Euskaltzaindiak hainbat erabaki hartu ditu euskararen estandariza-
ziorako bidean, hala nola araugintza berriko erabakiak eta Hiztegi Batuko
zerrendak, besteak beste. Horiek guztiak kontuan hartu ditugu testuaren orrazketa
eta zuzenketa egitean. Azkenik, liburuaren formatuari eta aurkezpenari dagozkien
zuzenketez eta berregituraketaz arduratu gara; honetaz, kontuan izan dugu UEUren
argitalpen-zerbitzuaren eboluzioa, eta oraingo bildumen araberako aurkezpena eta
egokitzapena egin ditugu. Zernahi gisaz, errespetatu egin ditugu aurreko argitalpe-
neko irudiak, eta zuzen-zuzenean ekarri ditugu honetara.
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Beraz, hasierako argitalpencko asmo berberekin cta haiek betetzeko ahalegi-
nean, UBUko Fisika Saileko kideek pozez aurkezten dugu argitalpen zaharberritu
hau, aurreko hamaika urteotan bere emaitzak eman dituen lanak beste hamaikatan
ere emango dituelakoan.

Bilbon 2003ko abenduaren 2 lean



1. gaia

Kontzeptu eta ideia orokorrak

Lehenengo gat honetan, liburu osorako sarrera modura, Fisika Klasikoaren oinarrian
dauden kontzeptu batzuen aipamena egitetik hasiko gara, magnitude fisikoak zer diren eta
zer motatako objektu matematikoak diren azaldurik. Gainezarmenaren printzipioaren
aipamena ere egingo da hasieran, sisterna linealekin duen lotura azpimarraturik.

Qaiaren bigarren partean, magnitude fisikoen balioak zehazterakoan neurketa-pro-
zesuak duen garrantzia aipatu ondoren, Fisikaren arloko oinarrizko magnitudeak eta
unitate-sistemak aipatzera zuzenduko dugu azalpena, dimentsio-ekuazioen azterketarekin
bukatzeko.

1.1. ESPAZIOA ETA DENBORA FISIKA KIASIKOAN

Fisika Klasikoaren oinarrian espazioaren eta denboraren ideiak daude. Bi kontzeptu horiek
intuitiboki definitu ohi dira, eta absolututzat jotzen ditugu. Fisika Klasikcaren arlotik
irteten ez garen bitartean, espazioak eta denborak orain aipatuko ditugun propietateak
dituztela onartuko dugu. Horrek, ordea, ez du esan nahi horrelakoak direnik; eta Mekanika
Kuantikoaren edo Fisika Erlatibistaren arloetara pasatzean, kontzeptu eta propietate horiek
kolokan jarriko dira.

Geometria euklidearrean finkaturik, espazioari buruzko ideia intuitiboa dugu. Espa-
zioak hiru dimentsio dituela, isotropoa dela —hots, norabide guztietan propietate berberak
dituela— eta infinitua dela onartzen dugu. Halaber, bi punturen artcko distaniziarik
laburrena bi puntuak lotzen dituen zuzenaren rorabidean neurtzen dena dela, eta, gainera,
distantzia hori neurri absolutua dela. Absolutua dela esatean, hauxe esan nahi dugu, alegia,
edozein behatzailek aldiune berean bi puntuen posizica kontsideratzean, distantzia berbera
neurtuko duela. Zer esanik €z, absolututasun hori Fisika Klasikoaren arloan aintzatesten da
soilik, zeren eta, Erlatibitatearen Teorian sartuz, bi punturen arteko distantzia behatzai-
learen abiaduraren funtzioan baitago (Erlatibitate Berezia) eta, bestalde, espazioaren
kurbadurs ere kontugn hartu behar baita (Erlatibitate Orokorra).

Denborarekin ere berdintsu gertatzen da. Intuitiboki jokatuz, denbora etengabe
handituz doan magnitudea dela kontsideratu ohi dugu. Magnitude hori erlojuen bidez
neurtzen da. Kasu honetan ere, denbora zerbait absolututzat hartzera jotzen dugu, eta egin
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ere, horrela egiten dugu Fisika Klasikoan. Hau da, bi gertacra puntuazles artean pasatzen
den denbora, edozein behatzailek neurturik, berbera izancn dela konisideratzen dugu. Ba-
dakipu, hala ere, Erlatibitatearen Tcoriaren arabera, bi gertaeren atdiberekotasuna bera ere
kontzeptu erlatiboa dela.

Dena den, Fisika Klasikoan erabiitzen diren espazio eta denbora absolutuak guztiz
zchatzak ez badira ere, esan beharra dago ezen kontzeptu horien erlatibotasuna abiadura
handien kasuan baino nabaritzen ez dela. Hain zuzen cre, erlatibotasuna nabari dadin,
abtadurek argiaren abiadurarekin konparatzeko modukoak izan behar dute. Efa Fisika
Klasikoaren arloan abiadura txikiak aztertuko ditugunez, ez zaigu inolzko problemarik
sortuko, denbora eta espazioa absolututzat hartzeagatik.

Bestalde, Erlatibitatearen Teoria ez doa Fisika Klasikoaren aurka; aitzitik, beraren
osagarria da. Eta Erlatibitatearen Teorian ageri diren formula eta adierazpenak, limitean,
abiadura txikien kasuan alegia, Fisika Klasikoan ageri diren berberak dira. Honek ez gaitu
harritu behar, zeren, azken batez, Fisikan azaltzen diren legeak crrealitatearen hurbilketa
baine ez baitira, eta guztick baitituzte zenbait muga beren erabilpenerako.

1.2. MAGNITUDE FISIKOAK. ESKALARRAK ETA BEKTORFEAK

Magnitude hitza etengabe agertuko zaiguncz, lehenik eta behin horrekin adierazi nahi
dugun kontzeptua definituko dugu. Zer da ‘magnitude fisikoa™? Laburki esanik,
“magnitude fisikoa neurty egin daitekeen edozer gauza da, beraren izaera gizakiaren
eraginetik apartekoa izanik™.

Bi faktore daude, beraz, magnitude kontzeptuaren definizioan. Batetik, neurtu egin
daitekeen zerbait dela. Bestetik, gizakiak parte hartu gabe ere badirela; honek ez du esan
naii, noski, gizakiak alda ez ditzakeenik, izaeraz pertsonaz kanpokoak direla baizik. Zen-
bait magnitude aipatzearren, hona hemen batzuen izenak: abiadura, masa, denborz, indarra,
lana...

Matematikoki kontsideratuz, hau da, magnitude fisikoak objektu matematiko modura
hartuz, ordena desberdinetako tentsoreak direla esan dezakegu. Zerogarren ordenakoel,
eskalar deritze, eta, hurrengo gaian ikusiko duguncz, zenbaki batez adierazten dira osorik.
Eslakarren artean, denbora, lana, masa eta beste ditugu. Lehen ordenakoet, bekiore deritze.
Hauek geometrikoki definitzeko, zenbaki batez gainera, zein norabidetakoak diren ere esan
behar da. Bektoreen artean abiadura eta indarra ditugu, adibidez. Badira magnitude kora-
pilatuagoak ere {ordena desberdinetako tentsoreak eta beste), baina oraingoz ez du merezi
horretan sakontzerik.

Edozein modutan, lege fisikoak agertzen dituzten adierazpenetako magnitudeei
buruzko zenbait ohar egitea komeni da. Fenomeno fisikoak eredu matematikoen bidez
aztertzen dira, Matematika baita fenomeno horiek aztertzeko erabiltzen den hizkuntza.

Hori egitean sortzen diren ekuazioek ‘kobarianteak’ izan behar dute, hau da,
ekuazicaren parte biek maila eta cra bereko tentsoreak izan behar dute. Sinpleago esanik,
honek ondokoa esan gura du, alegia, lehen partea bektorea bada, bigarrenak ere bektore
izan behar ducla, eta lehena eskalarra bada, bigarrenak ere eskalar izan beharko duela.
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1.3. GAINEZARMENAREN PRINTZIPIOA

Printzipio hau askotan erabiliko dugu Fisikaren edozein arlotan, eta, izatez, ekuazio
diferentzialen linealtasunarekin lotuta dage. Fenomeno ber baten iturburu edo sortzaile
desberdinak daudenean erabiltzen da. Ondokoa dio: “Sortzaile desberdinen ondoricak
gainezarri edo batu egiten dira, magnitudeari dagokion moduan”. Han da, ondorioa
adierazten duen magnitudea eskalarra bada, eskalarki batzen dira; eta bektorea bada,
bektorialki batu beharko dira. Esan bezala, printzipio honek sistema fisikoaren eboluzioa
arautzen duen ekuazioa lineala denean balio du soilik, baina, edozertara, lehenengoe
hurbilketan horrelako sistemekin egingo dugu lan.

Adibideak milaka jar daitezke. Demagun, kasu baterako, gorputz ber baten gainean
eragiten ari diren indarrak ditugula. Gainezarmenaren printzipicaren arabera, gorputza indar
erresultantearen eta beronen momentuaren eraginpean {ikus hurrengo gaiko 2.4. atala,
‘kurtsoreen sistemak’) higituko da. Baina indarrak (eta horien momentuak) bektorialki batu
beharko dira, noski, Modu berean, Elektrostatikan, karga-multzo batek sorturiko eremu
elektrikoa bakoitzak sorturikoen batuketa bektoriala da. Eta horrela, beste adibide asko.

1.4. GINARRIZKO MAGNITUDEAK ETA MAGNITUDE ERATORRIAK

Gertaera fisikoen behaketa kualitatiboki eta kuantitatiboki egin daiteke. Eta egin ere ho-
rrela egiten da. Kualitatiboki aztertuz, gertaeraren kualitate bakoitza magnitude-mota bat
da; eta magnitude bakoitza kuantitatiboki neurtzen da. [zatez, gutxi gorabehera, horixe izan
da magnitudea kontzeptuaren definizioa, hots, ondoko eskeman adierazi dena,

neurtu egin daitekeen zerbait
kantitatea : kualitatea

Has gaitezen ikuspegi kuantitatiboa aztertzen. [kuspegi honen euskarria neurketa da.

— Neurketak. Magnitude-mota bakoitzari dagokionez, teknika egokiak daude
neurketak egiteko. Magnitude batzuen kasuan, propietatea ‘patroi’ edo ‘txantiloi’
batekin —uwnitatearekin— konparatuz neurtzen da. Horrela zenbaki bat lortzen da,
patroiaren unitateetan adierazien dena.

Beste kasu batzuetan neurketaren definizio operazionala egiten da. Adibidez,
abiaduraren kasuan, lehenik Iuzera eta gero denbora neurfurik (biak batera, hobeki
esanik), bi magnitude horien zatiketaz lortzen da abiadura.

— Neurketetako perturbazioak. Sarri, neurketa egitean aldatu egiten ditugu ingur-
ko baldintzak eta neurketa ez da, beraz, izan behar zuens. Honelako kasuetan,
neurketa egitean perturbazio bat gertatu dela esan ohi da. Demagun, adibidez,
termometro baten bidez edalontzi bateko uraren tenperatura neurtu nahi dugula.
Termometroa uretan sartzean, urarenaz bestelako tenperatura badu, aldatu egingo
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da pixka bat uraren tenperatura. cta lermometroak ncurtuko ducna ez da izango
aurrctik zegoen berbera.

Perturbarzicez gain, errore esperimentalak ere hartu behar ditugu kontuan.
Neurgailua perfektua ez dela, edo gaizki erreglaturik dagocla, edo nekaturik gau-
dcla, edo metodoa egokia ez dela, edota beste mila arrazoi tartean daudela, okerrak
edo akatsak ageri dira gure neurketetan, gu konturatu gabe: errore esperimentalak.
Neurketak gure mugen barnean ‘ongi’ egon daitezen, edozein modutan, perturba-
zioek errore esperimentalek baino txikiagoak izan behar dute,

Perturbaziou sistematikoa denean, kalkulatu egiten da, eta gero zuzenketak egiten
dira neurketetan. Adibidez, termomeltro eta kalorimetrocn kasuan, hien bero
espezitikoak kontuan hartuz, 0so erraza da zuzenketak egitea.

Dena den, zuzenketak egitean, oso kontuan edukitzekoa da perturbazioen balio
erlatiboa. Fenomenocaren eta nenrgailuak sortzen duen perturbazioaren mailak
konparagarriak badira, hots, maila berekoak badira, orduan beharrezkoa da zuzen-
keta egitea. Baina, perturbazioa erlatiboki txikia bada, batzuetan ¢z du merezi
zuzenketa egitea. Adibidez. termometro batek gela baten tenperatura neurtzean
sortzen duen perlorbazioa guztiz arbuiagarria da.

Sistema mikroskopikoetan, jadanik Mekanika Kuantikoaren arloan sarturik, zchaz-
tasunaren kontzeptuak beste esangura bat hartzen du, zeren tartean ziurgabe-
tasunaren printzipioa baitago:

AxAp = h (-0

Horren arabera, ez da posible magnitude konjokatuen neurketetan (adibidez,
posizic eta momentu linealaren neurketan) zehaztasun osorik lortzea.

Ikuspegi kuantitatiboa nolabait landu ondoren, goazen orain magnitudeen izacra

kualitatiboa aztertzera.

— Qinarrizko magnitudeak. Kualitatiboki era askotako magnitude fisikoak dauden

arren, beren artean era desberdinetako erlazioak daude. Magnitude batzuk, ordea,
ezin dira gehiago sinplifikatu cdo besteren bidez eman, eta horregatik oinarrizkoak
direla esalen da. Sei dira Fisikaren oinarrizko magaitudeak:

Luzera.

— Masa.

— Denbora.

Korronte elekirikoaren inlentsitatea (batzuetan. oinarrizko magnitude gisa
karga clektrikoa hartzen da, baina hori ackera kontua da; zer csanik ez.
sistemna biak baliokideak dira).

'

Tenperatura lesmodinamikoa.

Argi-intentsitatea,
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— Magnitude eratorriak. Beste magnitude fisiko guztiak oinarrizko magnitudeen
konbinazioz lortzen dira. Kasurako, Mekanikaren arfoan agertzen diren oinarrizko
magnitude bakarrak lehen hirurak dira {fvzera, masa eta denbora). Horrela, indarra
masa eta azelerazioaren biderketaz lortzen da:

F = ma, (1-2)

azelerazioa (a} abiaduraren (v} denborarekiko (¢} deribatua izanik, eta abiadura
posizio bektorearen (r, luzera} denborarekiko deribatua:

a=Z 1-3)
dr’ (I-
v=& 1-4)
dr’ ' a-

1.5. UNITATE-SISTEMAK

Oraintsu arte era askotako sisternak erabili badira ere, gaur egun mundu osoko zientzialariek
unitateen sistema internagionala (S sistema} erabiltzen dute ia esklusiboki, zenhait arlo
berezitan izan ezik. Sistema hau MKSAKC siglez ere bada ezaguna, letra horiek sei
oinarrizko unitateen sinboloak izanik:

M: metroa (fuzera)

K: kilograrmoa (masa)

§: segundoa {denbora)

A: amperea (korronte elektrikoaren intentsitatea)
K: kelvin gradua (tenperatura}

C: kandela (cd, argi-intentsitatea)

Gorago esan dugunez, batzuetan amperea erabili beharrean coulomb izeneko unitatea
(karga elektrikoz) erabiltzen da. Nazioarteko sistema hau Giorgi sistema ere izan da deitua,
lehen lau unitateei dagokienez behintzat.

Lehenago, cgs sistema ere erabilizen zen, honake oinarrizke unitateekin:

¢: zentimetroa (cm}
g: gramoa
s: segundoa

Zenbait liburstan ‘sistema teknikea’ deritzona ere erabili izan da. Sisterna honetan ez
da masa oinarrizko magnitude gisa erabiltzen. Masaren ordez, pisua {indarra) hartzen da
oinarritzat. Bestalde, sistemna anglosaxoietan unitateak korapilatu egiten ziren, oinbeteak
{luzera}, librak (masa) eta antzeko unitateak erabiltzen baitziren; baing gaur egunean,
liburu zientifikoetan ez dira erabiltzen.

L6, DIMENTSIO-EKUAZIOAK

Dimentsic-ekuazioek edozein magnitudek oinarrizko magnitudeekiko duen konposizioa
adierazten dute. Mekanikaren arloan hiru oinarrizko magnitudeak honelaxe adierazten dira:
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masa: M

luzera: L
denbora: T

Magnitude fisiko baten dimentsio-ekuazioa, magnitude hori adierazten duen letra

korixete ariean jarriz adierazten da. Demagun, adibidez, indarra:

F = ma.

Beronen dimentsio-ekuazica hauxe da, etz honelaxe idazten da;
[F]=[ma]=[m][a]=M LT (1-5)

Hau da, masa, luzera eta denboraren bigarren berretura negatiboa elkarrekin biderka-

tuz lortzen da indarra. Beraren unitateak, MKS sistermnan, hauexek izango dira;

) . kilogr: - tr
indorunitatea > kg8 [alegla, _qu“_)

segundo’

Ikus ditzagun zenbait magnituderen dimentsio-ekuazioak:

— Pisu espezifikoa

Indarra MLT™? 23 ez
= = =ML"T™. -
[v] [ Bolumena} L (-6
- Dentsitatea (edo masa espezifikoa)
Masa M 3
= | ——— T —— = M L . —
Lo} [Bolumena} 1} (=7

Ikus daitekeenez, sarri nahasturik erabiltzen diren bi magnitude horiek ose desber-
dinak dira dimentsicnalki.

— Lana

[W]=[F-All=MLT®L=ML*T". (1-9)

Energia zinetikoa

[Ek]z[%mvz]:M(LT")?:MLzT‘z. (1-9)

Energia potentziala

[E,)={mghl=M{LT?)L=ML T7. (1-10)
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Kasu honetan, ostera, izen desberdineko hire magritude horiek dimentsio-ekuazio
berbera dute.

Dimentsio-ekuazioek garrantzia dute lege fisikoak idaztean, zeren eta, ekuazioen parte
biek (eta batugai desberdinek) kobaniante izan behar duten modu berean, dimentsio-ekvazio
berbera eduki behar baitute.

Bukatzeko, zenbait magnitude erlatiboren kasua aipatuke dugu. Magnitude erlatiboak
dimentsio-ekuazio berbera duen beste magnitude batekiko definitzen dira, eta, ondorioz, ez
dute dimentstorik; horregatik, magnitude adimentsionalak direla esan ohi da. Zenbait
adibide jarriko ditugu:

~ Dentsitate erlatiboa. Uraren dentsitatearekiko definitzen da:

-1
A @
A
i

ool
R

i.1. irudig. Anpgeluaren definizioa, mugnitude erlatibo modura.

- Angelua. Radianetan honelaxe neurtzen da angelua:

{
§=—. _
2 1-12)

Ondorioz, beraren dimentsioak

dEi_L_ s sor0mpe
[9]—[}?] T MLT ’ (1-13)

dira; hots, magnitude adimentsionala da. Gauza bertsuza gertatzen da estereorradia-
na defimtzean (angelu solidoa, alegia). '
Honelako magnitude erlatiboetatik beste magnitude batzuk atera daitezke. Adibi-
dez, abiadura angeluarra angelua denboraz zatituz lortzen da:

8
@=—, (1-14)
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eta beraren dimentsioak honako hauek dira:

(w]=[§]='f"‘ (1-15)

{



2. gaia

Kalkulu bektoriala

Kalkulu bektorialaren oinarriak aztertzera zuzenduriko gai honetan, lehenik eta behin era
desberdinetako magnitude fisikoak espazioan kokatzeko behar ditugun erreferentzia-
sistemen aipameng egingo dugu, bertan eskalarren eta bektoreen definizio geometrikoa eta
bektoreen saiikapena egiteko. Jarraian bektore askeen aljebra aztertuko dugu, bektoreen
arteko oinarrizko eragiketak aurkezturik eta emaitzen esangura geometrikea azpimarratu-
rik. Bukatzeko, bektore labainkorrek (kurtsoreek) osaturiko sistemen propictateak azter-
tuko ditugu, gercage Mekanikaren arle desberdinetan (indar-sistemen eragina aztertzean,
solido zurrunaren zinematikan...} 0so erabilgarriak izango baitira.

2.1. ERREFERENTZIA-SISTEMAK

Gertaera fisikoen azterketa matematikorake, guztiz beharrezkoa da puntuak lekutzen edo
kokaizen jakitea eta horretargko errefcrentzia-sistema bat eduki behar da. Lehen mailan,
sisterna cartesiarrak ditugu. Horrelako sistemnak punta batetik pasatzen diren hiru norabide
elkarrekiko perpendikularren bidez adierazten dira, eta sistema bakoitzak triedro izena
hartzen du. Erreferentzia-sistemen kontzeptua argi edukitzeko, zenbait kontzeptu sinpleago
adierazi behar dira aurretik.

Norabidea zer den. Hitz laburrez esanik, zuzen orientatu bat da.

a) b)

2.1. irudia, Norabide oricatatua definitzeko modua.

2.1.a. irudian agen den norabidea AB noranzkoan hartzen bada, +a izango da, eta BA
noranzkoan harturik, —a.
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Ox ardatzaren noranzkoa 2.1.b. irudian ageri den moduan adierazi ohi da, gezi baten
bidez. {OCharra: izatez, zenbait testutan norabidearen eta noranzkoaren arteko desber-
dintasuna markatzen da eta guk cre horrclaxe egingo dugu. Beste batzuetan sinonimotzat
hartzen dira bi hitz hauek).

Ardatz baten inguruko biraketak. Hemen dagoen problema bakarra, hitzarmen bat
egin beharra da, 2.2, frudietan dagoena hain zuzen ere. Bestalde, biraketen kaspan
adierazpen grafikoa egitean, beste sinbologia hau ere erabili ohi da:

- bekiorea paperarekiko norabide perpendikularrean eta barrurantz sarizen denean,
era honetan adierazten da: ).

— paperarekiko norabide perpendikularrean eta kanporantz irteten dencan, honelaxe:

O,

x ‘<> x
x

a) b)

2.2, irudia. a) birakela 7uzena. torloju arruntek duten eregelaren araberukoa.
b} alderantzizko biraketa, triojearen encgelaren aurkakoa.

Triedroak. Dakigunez, Fisikaren espazio klasikoak hiru dimentsio ditu. Horregatik,
hiru norabide perpendikular hartzen dira oinarritzat (koordenatu cartesiarrak). Biraketen
kasuko hitzarmenak kontuan hartuz, bi eratako triedroak har daitezke, 2.3. irudian
eskemuatikoki agert direnak.

£z

2.3, irudia. a) Hitzarmen wuzena: tnedro zuzenz. b)Y Alderantzizko hitzarmena:
alderantzizko triedroa.

~=¥
=

ay -

Gaur egunean, Fisikaren arloan triedro zuzena da nagusi. Bestea ez da ia erabiltzen,

Erreferentzia-sistemekin bukatzeko, eta behar ditugun kontzeptuak definiturik
ditugula, planoan eta espazican noranzkoak nola definitzen diren ikusiko dugu. Hain zu-
zen, 2.4, irudian ikus daitekeenez, planoan, OA noranzkoa angelu baten bidez (8} defini-
tzen da. Espazican, ordea, bi angelu (¢ eta &) eman behar dira noranzko hori zehazteko.
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n ¥

a)

2.4, irudia, Noranzkoak plancan {a) eta espazioan (b} definitzeko modua.

2.2. ESKALARRAK ETA BEKTOREAK

Magnitude fisiko batzuk adierazteko, nahikoa da zenbaki bat (kantitatea edo balioa) eta be-
ronen unitatea adieraztea. Gainera, magnitudeak balio berbera du edozein erreferentzia-
-sistematan. Horrelako magnitude fisikoei eskalarrak deritze. Adibide batzuk jartzearren,
denbora, masa, lana, tenperatura eta ahar aipa ditzakegu.

Beste magnitude fisiko batzuen kasuvan, kantitateaz gain norabidea eta noranzkoa ere
adierazi behar izaten dira. Magnitude heriei bekroreak deritze. Hauen artean, pesizio bek-
torea, abiadura, indarra eta abar ditugu. Liburuetan, eskalarrak letra etzan arruntez idazten
dira eta bektoreak letra bertikal beitzez (eskuizkribuetan, bektoreei gezi bat jartzen zaie
gainean, bektoreak direla argi adierazteko).

Eskalarrak Bektoreak
m masa F indarra
t denbora v abiadura
W  lana r  posizio-bektorea

Bi punturen arteko posizio bektorea, A eta B puntuen artekoa, kasurako, honelaxe ere
adierazi ohi da: AB = (B - A).

Bektoreen ezagugarrietako bat modulua da. Honela adierazten da,

V - V|=V, (V, V-ren modulua) 2-1

hau da, bektoreari dagokion letra berbera, baina era etzan arruntez idatzita. Balio unitateko
moduiua duten bektoreak, bektore unitaric edo unitare bektoreak deitzen dira. Ardatzen
norabideetan daudenak honelaxe adierazten dira:

x| u,
y—=j; edoeta u 2-2)
Z—)k u

z
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Bektoreen aplikazio-puntuari dagokicnez, hiru motatake bektoreak daude:

Bektore askeak. Espazioko eduzein puntutan aplika daiteske. Guztion ordezkari gisa,
bat har daiteke, gero paraleloki edonora eramateko, Bektore hori ‘ekipolente’ deitzen
da. Adibidez, ardatz cartesiarren norabideko bektore unitarioak, asketzat jotzen dira.

Bekiore labainkorrak. Hauek zuzen baten edozein puntutan aplika daitezke. Kurtsore
izenaz ere ezagunak dira. Hauen artean indarrak ditugu.

Bektore lotuak. Puntu bakar eta konkretu batean aplikaturik baino ez dute zentzurik.
Aplikazio-puntu finkoa dute, beraz. Hauen artean, puntu baten abiadurz aipa deza-

kegu.
T T
! :
! 1
z I z z t 2

Indarra § Biraketa
I
[ |

12 1 2
¥y ¥
1 t

X alp ¥ Ay * bt X p2)

2.5, irudia. a) Bekiore polarrak noranzko berberaz adierazten dira, inedroa
zuzena zein alderantzizkoa izan. b) Bektore axialak, ordea. alderantzizko
noranzkoaz adierazien dira, triedoen bitzarmena aldatzean,

Bestelako sailkapen batzuk cre egin daitezke. Adibidez, honako hau:

Bektore polarrak. Benetako bektoreak. Nahiz efa triedro zuzenetik {a) alderantziz-
kora {b) pasatu, norabide eta noranzko berberaz ageri dira. Indarra, adibidez,

Ardatz-bektoreak, cdo bektore axialak, sasibektoreak ere deituak. Hauen noranzkoa
hitzarmenean finkaturik dagoenez, sistema zuzenetik alderantzizkoe sistema batera pa-
satzean hitzarmena aldatzen denez, noranzkoaz aldatzen dira. Hauen artean biraketak
ditugu. '

Bukatzeko, lege fisikoen kobariantzia atpatu behar dugu. Hain zuzen, 1.2. atalean ikust
dugunez, lege fisiko baten formulazioan agertzen diren termino guztick kobarignteak izan
behar dute; hau da. Ichen zatian bektorea badago, bigarrenean ere bektorea egon beharko da:

bektorea = bektorea
cskalarra = eskalarra
2.3, BEKTORFE ASKEEN ALJEBRA
Puntu honetan geometrikoki azalduko ditugu beklore askeekin egin daitezkeen eragiketen
propictateak. Banan-banan aztertuko ditugu.
2.3.1. Bektoreen batuketa

Bi bektoreren aricko batuketa egiteko, bata bestearen atzetik jartzen dira, irudian
bezala. Lortzen den emaitza, batura da (2.6. irudia).
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a+bh a+btc+d

a) b)

2.6, frudia.z) Bi bektoreren baturz. b) n bektoreren batura.

Bektoreen batuketak bi propietate ditu:
a} Trukakorra:
atb=b+a. 2-3
b} Elkarkorra: '
a+{b+c)={a+b)+ec. (2-4)

2.3.2. Eskalar baten eta bektore baten arteko biderkela

S eskalarraren eta a bektorearen arteko biderketa egitean, a-ren norabideko bektore bat
lortzen da, baina modulua £ aldiz handiagoa da, eta noranzkoa, berbera f positiboa bada eta
alderantzizkoa f negatiboa bada; alegia:

fa - |fa)= flal= fu. 2-5)
Propietate hauek ditu:
2) Trukakorra:
fa=agaf. 2-6)
b} Banakorra:
- bektorearekiko:
(f,+ f)a=fa+ fa (2-7)
— eskalarrarekiko:

f(al+a’2)=fai+f32' (2-8)



38 Fisika Orokorra

L

2.7, irudia. Edozein bekiore bere norabidedun vnitate bektorearen bidez adieraz
daiteke.

u, bektorea a norabideko bektore unitarioa bada,

Ju,|=1, 2-9

a=|ajy, =au . Z- W

2.8, irudia. Bektorearcn osagaiak. a) Planoun. b) Espazican.

2.3.3. Bektore baten osagaiak

Bi norabide hartuz (! eta 2), eta norabide horiek dituzten V, eta 'V, bektoreen batura
V bada, V, eta V, direlakoak V bektoreak bi norabide horietan dituen osagaiak direla
esaien da, eta

V=V, +V, 2-11)

betetzen da. Bektorearen osagaiak espazican definitzeko, plano berean ez dauwden hiru
norabide hartu behar ditugu:

V=V +V,+V, 2-12)
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2.9. irudia. V bektorearen osagai cartesiamrak.

2.3.4. Osagai cartesiarrak .
Ardatz cartesiarrekiko osagaiak hauexek dira:

V, = Vsin@cosé,

V, = Vsin@sin g, ' (213}
V. =Vcos6.
Erraz froga daitekeenez:
ViV VIV 2-14)
z
V.

N

24

B

R |

X

2.10. irudia. V bektorearen kosinu zuzentzaileak.

2.3.5, Kosinu zuzentzaileak

Beste batzuetan, ardatz koordenatuekiko angeluak erabiltzen dira: o, B, v. Hauen
kosinuei, kosinu zuzentzaileak deritze:

V. = Vcosa,
V, = Veosf, 2Z-15
V, = Vcosy.

Erraz froga daitekeenez, erlazio hau betetzen dute kosinu zuzentzaileek:

cos’ q+cos” B+cos’y =1. (2 - 16)
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P{x,y.2z}

¥

2.11, irudia. £ puninari dagokion posizio bektorea,

2.3.6. Posizio bektorea

Puntu baten posizio bektorea, sistemaren jatorritik (O-tik} puntura (P-ra) doan
bektorea da (2. 11. irudia). r letraz adierazten da:

r=xityj+zk (2-17)

2.3.7. Bektoreen baturaren osagaiak

¥V delakoa n bektoreren batura izanik,

V=V 4V, 4.4V, =V, (2-18)
=

Vr = ":.l’ + VE.r +..= z"]f.r’ (2 - 193)
=1

V=Vt ¥, o= 3V, (2 - 19b)
=1

Vo=Vt b= Y Ve (2-19)
=1

Hots, baturaren osagaiak bektoreen osagaien baturak dira.

2.3.8. Biderketa eskalarra

Bi bekioreren arteko biderkadura eskalarra modu honetan definitzen da: eskatar bat
da, bektore bien moduluaren eta eratzen duten angeluaren kosinuaren biderketaz lortua.
Honelaxe adierazien da:

A-B=ABcos{A,B). (220
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2,12, irudia. Biderkadura eskalarraren esangura geometrikoa,

Definizio honen esangura geometrikoa oso sinplea da {ikus 2.12. irudia).
A -B=AB, =A,B (2-21)
B, delakoa B bektoreak A norabidean duen proiekzioaren modulua izanik. Argi dagoenez,
B, = Beos{A, B} = Beos 8. 2-22)
Biderketa eskalarrak ondekeo propietate operazionalak ditu:

- Trukakorra da:
A-B=B-A. (2 -23)

Propietate hau definizioz ulertzen da.

— Banakorra da bektorearen batuketari dagokionez:
(A+B}-C=A-C+B C. {2 - 24y

A+B
B

} 1o

s——— A, — ] B,
jor— (A + B}

2.13. irndia. Propietate banakorraren adigrazpen grafikoa.

Honen frogapena 2.13. irudiaren laguntzaz egin daiteke (hiru bektore planckide
irudikatu dira, erraztasunaren mesedetan). Bertan ikus daitekeenez:
(A+B). =A.+B.. (2-25)

Eta horretan finkatuz, goikoa frogaturik geratzen da.
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Bi bektoreren arteko biderkadura eskalarraz zenbait ohar egin daitezke:

I3 Bi bektoreren biderkadura eskalarra zero bada, eta ez bata ez bestea nuluak cz
badira, bi bektore horiek elkarren perpendikularrak {ortogonalak) dira:

AB=0C ALB
—> y —
A%0 et B0 _ (2-26)
Zeren eta
cos{A,B}=0 baita. (2-27
I} Eiraz ikus daitekeenez, bektore unitarioen arteko biderkadura eskalarrak ondo-
koak dira:
i-i=1 i-j=0,
jri=l eta si-k=90, (2 -28)
k-k=1, k-i=0.

[1I} Bektore bat ere buruaz biderkatuz, moduluaren karratua lortzen da:

AA=4" (2-29)

a,=(a -un

2.14, frvdia. a bektoresk o norabidean duen proiekziva.

IV} Norabide baten bektore unitarioa ezagutuz (u1), erraz kalkula daiteke edozein
bektorek norabide horretan duen proiekzioa (2.14. irudia):

a,=a-u (2-30)
[zatez, horixe da proiekzica. Dena den, batzuetan, bektorialki idazten da;
a, ={a uju, (2-30
Horren arabera, edozein bektoreren osagai cartesiarrak honelaxe Jortzen dira:
V., =V-j (2-32a)
V.=V.} {2-32b)
V.=V k (2 -32¢)
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V} Bi bektoreren arteko biderkadura eskalarra honela kalkulatzen da osagaien
funtzioan:

A-B=(Ai+Aj+Ak)-(Bi+Bj+Bk) (2-33)

A-B=AB +AB +AB. (2 -34)

Edozein modutan, komeni da gogoraraztea ezen hori osagai errektangeluarren
kasuan gertatzen dela soilik.

Osagaien bidez era honetara adieraz daiteke bi bektore horien arteko angeluaren
kosinua:

AB +AB +AB,
cos{A,B} = T .
JAL+ A+ ALB + B + B!

2 -35)

VI) Bektore bat bi bektoreren batura denean, honelaxe kalkulatzen da beraren karratua:

V=V, +V, (2-36)
Vi=(V,+V,}-(V,+V,) =V + V7 +2V,.V,. _ {2-37)

2.3.9. Biderketa belttoriala

Definizioz, bi bektoreren arteko biderketa bektorialaz beste bektore bat lortzen da,
haiek osetzen duten planoaren perpendikularra dena, noranzkoa torlojuaren aurrerapena-
rena {lehen bektoretik bigarrenera bira egitean baina eratzen duten angelurik txikienaren
arabera} duena, eta modulua bi bektoreen moduluaren eta eratzen duten angeluaren sinua-
ren arteko biderkadura izanik.

|A xB{= ABsin6 (2-38)

A x B edo A A B sinboloez adierazten da, eta, izatez, sasibektore bat da.

AxB

)

2.15, irudia. a) Biderkadvra bektorialaren adierazpen grafikoa. by Biderkadura
bekionalaren moduluaren esangura geometrikoa.

Beraren moduluari esangura geometriko argia eman dakioke. Alboko 2.15.b irudian
ikus daitekeenez,
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h = Bsin@ (2-39)

izanik,
|A xB|= ABsin® = Ah. (2-40)

Hats, irudikaturik dagoen paralelogramoaren azalera da.
Biderketa bektorialak ondoko propietateak ditu:
— Antitrukakorra da:

AxB=-BxA (2-41)

{definizioz ikus daiteke).
— Banakorra da bektoreen batuketarekiko:

{(A+B)xC=AxXC+BxC (2 —42)

pd

Al /A+B

P

ol

2.16. irudia. Propictate banakorraren adierazpen grafikoa.

2.16. irudian ageri da frogapena, hiru bektoreak plano berean daudenean.
— Ez da elkarkorra, hots, kasu orckorrean

(AxB)xCzAx(BxC) (2 - 43)

da, nahiz eta kasuren batean emaitza berbera lor daitckeen.
Biderkadura bektorialaz ere hainbeste ohar egin daitezke:

I} Bi bektore edukirik, eta nuluak er izanik beraien arteko biderkadura bektorials
zero bada, bi bektorcok elkarren paraleloak dira:
AxB=0

A//B. _
A#0, B;t{)}_) 2-44)

II) Sistema cartesiarraren bektore unitarioen arteko biderkadura bektorialak
ondokoak dira:
ixi=k, ixi=0,
jxk=iL i-oj-ok—ti. {jxj=40 (2 - 45)
kxi=j kxk=0.
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III) Bi bektoreren biderkadura bektoriala honelaxe adierazten da beren osagaien

funtzioan:
AxB=(AB —AB)i+(AB, —AB)j+{AB -ABJk, (2 - 46)
i ok
AxB=|A A, Al (2-47)
B.t B_\' Bc

IV} Biderkadura bektorialaren definizioan oinarriturik, eta hitzarmen bat eginez, aza-
lerak bektoreren bidez adieraziko ditugu, hain zuzen ere, 2.17. irudian eskemati-
koki adierazi den bezala.

—>

A

Analagiay, szalera lavan  Modulua: azalerarena; norabidea:
perpendikularsa, noranzkoa:
hitzarmena (1orlojua)

JA x B| delakoa
paralelopramoaren azzlera da  bektore bat lotuke diogu

2.17. irudia. Azalerak bekiorialii definitzeko anaiogia.

Analogian beste pauso bat emanik, berdin egiten dugu beste edozein azalera lau adie-
razteko, nahiz eta ingerada paralelogramoa ez izan.

2.18. irudia. Azaleren adierazpen bekloriala. 2} Azalera lava. b) Gainazal irekia.

¢) Gainazal itxia.
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Aurrera joanik, azalera laua ez den kasurako ere orokor dezakegu lehengo hitzar-
mena. Elementu infinitesimaletan banatuz, hanek lantzat jo daitezke eta bakeitzart ds
bektore bat lot dakioke. Denetara,

5= ds, =st. (2 - 48)

Azal guztiz itxien kasuan (2.18.c irudia) denetara lortzen den azaleraren bektorea nulua da,
goiko eta beheko osagaiak anulatu egiten baitira binaka.

2.3.10. Hiru bektoreren arteko biderketa mistoa

Definizioz, A, B eta C bektoreen arteko biderkadura mistoa honelaxe lortzen da:

A-(BxC). {2-49
Errazki ikus eta froga daitekeenez:
A AL A
A-(BxC)=|B, B, B[ (2-50
C, C, C

x

Goiko determingntearen garapena koutuan harturik,

A-(BxC)=B-(CxA)=C-(AxB)=-A-{CxB). 2-51)

Hau da, ordena aldatu arren, biderkadura mistoa ez da aldatzen, A-B-C-A... permutazioaren
noranzkoa aldatzen ez bada.

2.19. irudia. Biderkadura misloaren esangura geometrikoa,

Esangura geometrikoari dagokionez (2.19, irudia}, A, B eta C bektoreek eratzen
duten paralclepipedoaren bolumena adierazten duela esan behar da, zeren (B x C)l delakoa
otnarriaren azalera baita, eta Acoscy, paralelepipedoaren altuera (k alegia).

Esangura geometrikoan finkatuz, erraz ikusten da ezen hiru bektoreak planokideak
direnean,

A-{BxC}=0 (2-52)
dela.
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2.4. KURTSORE- SISTEMAK

Bektoreen saitkapena egitean ikusi geruenez, kuortsoreak bektore labainkorrak dira; hots,
norabidea, noranzkoa eta modulua ezagunak dituzte, baina aplikazio-puntua zuzen bateko
edozein da. Adibide gisa, indarra cta abiadura angeluarra aipa ditzakegu (azken hau,
sasibektorea da). Izatez, indarrak kurtsore modura tratatzean, gorputzak solido zurnmntzat
dauzkagu. Elastikotasuna kontuan hartzean, ordea, ezin daiteke modu berean egin eta
hemen esaten denak ez du balio,

2.4.1. Kurtsore baten momentua

Kurisoreen labaintze-zuzena kalkuluetarako erabiltzea nahasgarria denez, kurisoreak
puntu jakin batera laburbiltzeko ohitura dago. Horretarako magnitude berri bat definitzen
da: momentua edo, zeharzkiago esateko, puntu batekiko momentuq {2.20. irudia),

Q

Pt

2.20. irudia. Kurtsorearen ( puntuarekiko momentua definitzeko bektoreak.
Modu honetan definitzen da;
M, = OPx V. (2-53)
Hemen OP bektorea O puntutik zuzeneko edozein puntutars doan posizio bektorea da.
P puntuaren ordez beste edozein punin (P} hartuz, berdina da momentua. Ikus
dezagun hori:
M;, = OP' xV = (0P + PP'}x V=0Px V + PP'x V. (2-54)
Baina PP’ x V =0, bi bektore hauek elkarren paraleloak baitira. Beraz,
M, = OPxV=M,. {2-55)

Tkus daitekeenez, emandako definizioa bakarra da eta balic berbera du kurtsorearen
apiikagune modura bere zuzeneko edozein puntu harturik.

Beste pauso bat emateko, orain beste puntu desberdin batekiko (O) kalkulatuko dugu
momentua. Eta halaber, momentu honek lehengoarekin duen ertazioa:
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2.21. irudia, Bi puntu desberdinekiko momentua definilzeko bektoreak,

MﬁzﬁxV:(ﬁTé+aﬁ)xV=5@xV+5{3xV, (2 ~ 56)
M, =MO+5'?)><V. (2-57)

Azken formula honetan oinamriturik, ondokoa esan dezakegu: kurtsore batek edozein
punturekiko duen momentua lortzeke, nahikoa dugu kurtsorez bera eta beste punte bate-
kiko momentua ezagutzea. Goiko formula irakurriz: “O puntuarekiko momentua lorizeko,
lehenik O puntuarekikoa lortzen da, eia gero horri Y kurtsorearen O puntuarekiko momen-
fua gehitzen zaio, baina V kurtsorea O puntuan aplikaiurik balego bezala hartuta”. Honek
ondorio berezia du, alegia, kurtsorea puntu batera laburbi} daitekeela, puatu horrekiko
momentua emanik, Horrek adierazten digunez, kurtsorearen efektuak espazio osora heda-

tzen badira, 2.22. irudiko sistema biak baliokideak dira;

Oe

2.22. irudia, Kurtsoreen laburbilketa. Irudian ageri diren bi sisternak elkarren balickideak dira,

Baliokidetza hori oso interesgarria eta fagungarria gertatzen zaigu, kusisore askoz
osaturik dagoen kurtsore-sistema bat laburbiltzeko. Lehenik, kurtsoreak puntu batera la-
burbiltzen dira banan-banan, eta gero gainezarmenaren prinizipioan oinarriturik, bektoreak
eta momentuak batuz, kurtsore-sistema osoa bektore bakar batez eta momentu bakar batez
osaturik dagoen sisterna batera laburbiltzen da. Horrela, sinpiifikatu egiten zaigu sisterna,
Hain zuzen, 2.23. irudian adierazi da eskematikoki laburbiltze-prozesua:
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2.23. irudia. Kurtsoreen laburbiltze-prozesua.

Erraz ikus daitekeencz, momentu erresultanieak ere transformazio-lege berberak
betetzen ditu. Hara;

=) M, (2-58)

T = 3 Mg, = ) (Mg, + 070XV}, (2-59)

i

’[0,=ZMGE+2575XVE=TO+O_'6X(ZV'} (2-60

Beraz,

Ty =to+%x R. {2 -61)

2.4.2. Espazioko aldaezinak

Espazioan kurtsoreen sisterna bat kontsideratzean, espaztoko puntu guztietan balio berbera
duten magnitude batzuk daudela konjuratzen gara. Magnitude horet aldaezinak deritze.

Bi dira nagusiki;

— Batetik, aldaezin bekioriagio. Hau sistermnaren erresultantea da, R. Sistema edozein
puntutara laburbiltzean, erresultantea berbera da beti:

R=DV. (2-62)

~ Bestetik, aldaezin eskalarra: ©- R. Magnitude hau zldaczina dela ikusteko, egin
dezagun operazio hori bi puntu desberdinetan:

¢ puntuan: 17 ‘R, 2 -63)

(]

O’ puntuan: 1, R=(1,+0TOxR}-R=%, R+(0OxR) R=7, R (2-64).
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2.24, irndia. Aldaezin eskalarraren esangura peometrikoa.

Ikus daitekeenez, bi kasuetan balio berbera hartzen du, eta beraz, aldaezina da.

Aldaerin eskalarraren esangura, geometrikoki ere azier dezakegu (2.24, irudia). Irudi
horretan ikus daitekeenez, (FO % R et R bektoreak elkarren perpendikularrak direnez,
0’0 * R delakozk R delakoaren norabidean duen proiekzioa nulua da. Beste hitz batzuen
bidez esateko, T, eta T, momentuck R erresuliantearen norabidean duten osagaia {edo
proiekzica) berbera da, hots. aldaczina da.

Aurrera joanik, tkus dezagun beste aldaezintasun berezi bat. Demagun orain. OO
zuzenak (O eta O puntuetatik pasatzen den zuzenak) erresultantearen norabidea duela.

£ %)

g

2.25. irudia. O etz (' puntuckiko rmomeniuek balio berbera dute,

T :’C(}+(W).XR=1:G. {2 -65)

Hots, O eta O' puntuekiko momentuak berdinak dira.

Honelaxe adieraz dezakegu emaitza hori: “Erresuftantearen norabidea duten ;uzenak,
momentu berdineko puntuen leku geometrikoak dira”.

2.4.3. Momentu minimoa eta ardatz zentrala

Aldaezin eskalarra aztertzean ikusi dugunez, momentuak erresultantearen norabidean
duen proiekzioa aldaezina da. Espazio osoan egon daitekeen momenturik txikienaren
modulua proiekzio hort dela esan nahi do horrek. Bestalde, beraren norabidea erresultatea-
rena da. Dagoenik txikiena den momentu horri momentu minimoa deritzo.
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2.26, irudia. Momentu minimoaren adierazpena.

Momentu minimoa honelaxe adieraz dezakegu analitikoki:

_TO'R
- 1,-R
RV o 1= R (2 - 66)

Modulua: 7

Norabidea: u= 5
R

Bestalde. erresultantearen norabideko zuzenak momentu berdineke puntuen leku
geometrikoak direnez, momentu minimoa duten puntuek zuzen bat osatzen dute: zuzen
horrt ardatz zentrala deritzo.

Ikusitako puntuak kontuan harturik, ikus dezagun kurtsore-sistema zenbat modutan

laburbil daitekeen:
/
R

edo

G

"

2.27. trudia. Kurtsore-sistemaren laburbilpena: tortsorea.

I} Kasurik orokorrenean, ardatz zentraleko puntuetan erresultantea eta momentu
minimoa izango ditugu, biak norabide berekoak (noranzke berekoak edo aurka-

koak 1zan daitezke):
720, R+0. (2-67)

Sistema hau fortsore izenaz ezagutzen da.

IT) Erresultantea nulua denean, R = 0, momentua balio berekoa da espazioko puntu
guztietan:

1, =1,+00xR=1,, O (2-68)
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Sistema osoa momentu batez adierazten da espazioko edozein puntutan. Kur-
tsoreen sisterna momenut bakar baten baliokidea da.

1II) Momentu minimoa nuiua bada, © = 0, baina erresultantea nulua izan gabe,
sistema osoa kurtsore bakar batez adieraz daiteke, kurtsore hori erresuitantea
tzanik. ardatz zentralean aplikaturik (2.28. irudia).

=0
Rz20

/

et

/.

2.28. irudia. Momenin minimoe noluari dagokion tortsorea.
IV} Momentu minimoa eta crresultantea nuluak badira, espazicko puntu guztictan

nujuzk dira, eta sistema hori orekan dagoela esaten da.

2.5. ZENBAIT KASU BEREZI

Aurreko kontzeptuen aplikazio prakiiko modura, kurtsereen zenbait multzo bereziren
azterketa egingo dugu.

2.5.1. Sistema konkurrenteq

Demagun konkurrentzia-puntua A dela.

2.29. irudia. Kurtsore konkumrenieen sistema.

F,, F.,..., F.... kurtsoreen labaintze-zuzen guztiak A puntutik pasatzen dira. Sistema-
ren erresultantea ondokoa da:

R=F+F+F+.=YF. (2 - 69)

Bestalde, bektoreen labainize-zuzenak A puntutik pasatzen direnez, A4 puntuarekiko
momentua nulua da:

w
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tm=0——>‘cn=2'z“=0. (2-70

Beraz, momentu minimoa nulug da, T = 0, eta honek esan nahi du, sistema osoa
kurtsore bakar batez adieraz daitekeela. Bestalde, A puntua ardatz zentralekoa da (7, =0'=1T
baita}. Horrela, ba, ardatz zentrala A puntutik pasatuz R erresultantearen norgbidea duen
zuzena da.

Espazicko edozein puntutan {0}, momentua eta erresultantea perpendikularrak dira
eta momentuak ondoko balioa du:

T, =OAxF, +OAxF, +OAxFE +..,, (2-71)

T,=0Ax{F, +F, +F,+..}=0AxR. 2-72)

2.30. irudia. Sistema planokidea.

2.5.2. Sistema planokidea

Bektoreak daudencko zuzenak plano berean daude. kusiko dugunez, momentuak
plano herren norabide perpendikularra du:

O-_A}XF] 1=z
OA; xF, L=
gozzf)ﬁfo‘. 1= 2-73)

Hemen, O puntua # planoan hartu dugu, 2.31. irudian ikus daitekeen bezala. Bestal-
de, erresultanteak berak z planoaren norabide paraleloa du:

R=EF.-- (2-74)

Beraz, R eta T, elkarren perpendikularrak dira:
R 1,=0. (2-75)
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Eia horrek momentu minimoa nulua dela esan nahi du:
T=0. (2-76)
Egia esan, hau honela da, R # 0 bada.

Besialde, R # 0 baldin bada, ez da zertan T = 0 izanik. Horrelatan, ba, hi kasu
aztertuko ditugu.

a} R # 0. Esan dugunez, kasu honetan T = € da. Kasu hau kurtsore bakar baten balio-
kidea da. Ardatz zentrala katkalatuko dugu,

Ox, Oy ardatzak x plancan hartuko ditngu. Oz ardatza planocaren perpendikularra
da. Momentua eta erresultaniea bektore unitarioen funtzioan ipinike ditugu:

2.31. irudia. Sistema planokidearen erresuliantea.

T = 7K, (2-77)
R=Ri+Rj 2-18)
r=xi+yj (2-79)

Hori posible izan dadin, r X R = 1, izan behar da:

i k
x y 0= (xR_‘_ - ¥R, )k =Tk {Z-80)
R, 0

1, eta R ezagutuz, azken adierazpenak ardatz zentralaren ekuazioa ematen digu.

b}R = 0 eta T # 0 baldin badira, sistema osoa momentu batez adieraz daiieke. Espa-
zioko puntu guztietan momentuak balio berbera du:

T,=Ty="T. 2-82)
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2.32. irudia. Erresultante nuludun sistema planokidea.

Adibidez, alboko 2.32. irudiko sistemaren kasuan:

RzZF‘. =0 eta Tz

X

2.33. iruﬂia. Kurtsore paraleloz osaturiko sistema,

2.5.3. Kurtsore paraleloz osaturiko sistema
Kasu honetan kurtsore guztiek norabide berbera dute eta honela adieraz daitezke:
F,=Fu. 2-83)

Beraz, erresultanteak ere norabide berbera du {2.33. ird.):

R:Ehzﬁu:(zg]u. Q-89

Momentua eta erresultantea elkaren perpendikularrak dira:

zo=2qu=2quu={255)xu. (2-85)



56 Fisika Orokorra

Dakusagunez, T,LR da; eta T, - R = 0 denez gero, ondoko posibilitateak ditugu:

a}R # 0 bada, 1, . R = 0 denez, momentu minimoa nuluz da, eta sistema osoa
kurtsore bakar batera laburbi! daiteke (ardatz zentralean aplikaturik, noski).

b) R = 0 bada, espazicko puntu guztietan momenta berbera dugu.



3. gaia

Puntuaren zinematika

Gertaera fisikoen artean, ongien ikusten eta hautematen duguna higidura da. Gorputz
arruntak, planetak, haizea, elektroiak, gas baten molekulak..., guztizk ari dira higitzen.
Gainera, gorputzen arteko interakzio edo elkarrekintzek mugatu egiten dute, nolabait,
higidura nolakoa izango den.

Mekanikaren helburua gorputzen higidura aurrikustea da. Horretarako, Iehenik eta
behin higidura bera deskribatzen eta adierazten jakin behar du. Nolabait esateko, hizkuntza
matematikoaren bidez, higiduraren deskribapena egin beharko du. Eta horixe da, hain
zuzen ere, lehen urratsa, Zinematikan ematen dena. Bigarren pausoa, elkarrekintzak
ezagutzea da; eta gero, elkarrekintzak ezagutuz, gertatzeko den higidura nolakea izango
den aurreikustea. Azken bi pauso horiek Dinamikan ematen dira. Honela, ba, bi arlo nagu-
sitan banatzen da Mekanika.

I}  Zinematika. Arlo honetan higidura bera azterizen da soilik. Higidura ongi des-
kribatzeko erabiltzen diren magnitude eta teknika matematikoak lantzen dira,
higidura sortzen duten kausetaz arduratu gabe,

1) Dinamika. Dinamikan higidura sortzen duten kausak aztertzen dira: elkarrekin-
tzak edo indarrak. Eta, halaber, indarren eta magnitude zinematikoen artean
- dauden erlazioak ere.

Gai honetan puntu materialaren zinematikaz arituko gara, lehenengo eta behin
higitzen ari den partikula puntualaren abiadura eta azelerazica definiturik, Azelerazicaren
osagail tangentziala eta normala aztertzeaz baters, interes handiko higidura bereziak azter-
tuko ditugu, hala nola azelerazio konstantepekoa (Lurraren grabitatearen eraginez Lurraren
gainazalaren inguruan gertatzen dena, adibidez), higidura zirkularra eta higidura laua.

3.1. PUNTU MATERIAL BATEN HIGIDURAREN ABIADURA ETA AZELERAZIOA

Ezer baino lehen, argi utzi behar da zer erreferentziarekiko neurtu eta deskribatuko den
higidura. Eta zergatik hori? Higidura gauza erlatiboa delako. Pausagunea eta higidura
gauza eriatiboak dira; hori argi ikus daiteke adibide sinpleekin. Demagun hegazkin batean
doan bidaiari bat. Hegazkin berean doazenekiko, geldi dago; aldiz, Lurrean geldi daudene-
kiko, abiadura handiz higitzen ari da.
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Honelatan, ba, higiduraren neurketak eta deskribapenak egiteko, lehenik eta behin
erreferentzia-sistema bat aukeratu ¢do hartu behar da. Eta bertan kokatu behar da neurketak
egiten dituen behatzailea.

Higidura aztertzea, azken batez, aldiune desberdinetan gorpuiz batek erreferentzia-
-sistema batean dituen posizioak adieraztea da. Beraz, oinarri-oinarrian bi neurketa-motaren
beharra ageri da: denboraren neurketa {aldiunea) eta distantzien neurketa {posizica). Eta
noski, neurketa horiek egiten dituen pertsona edo tresna bipotetiko eta ideial batek egon
beharko du, behatzaileak alegia. Elementu horien multzoa da erreferenizia-sistemu.

Gorputzaren posizioari dagokionez, erreferentzia-sisiemaren hautapenetik bertatik
sortzen da higiduraren erlatibotasuna, bi erreferentzia-sistema desberdinetatik posizioak ez
baitira ¢ra berean neurtzen.

Denboraren neurketei dagokienez, ondoko galdera egin diezatokegu geure buruari.
Erreferentzia-sistemak ba ote du eraginik denbora-tarteen neurketan? Fisika ez-erlatibistak
ezezko erantzuna ematen du, denboraren eboluzioa gauza absolututzat hartuz; eta liburn
honetan irizpide hoti erabiliko dugu. Ez da sobera egongo, ordea, denboraren absolututa-
suna postulatu gisako suposizioa baine ez dela azpimarratzes. Hain zuzen ere, Erlatibita-
tearen Teorigren arloan sartzean irizpide horrek ez du inolako baliorik, Dena den, gure
iiburu honetan agertuko diren azterketetan, denbora modu berean aldatzen ikusiko dute
behatzaile guztiek,

Beraz, denetara, sistema desberdinetan dauden behatzaileek, modu desberdinez
ikusiko eta deskribatuko date higidura berbera. Hala ere, higidura bai bakarra da. Hori argi
ikusteko, adibide bat jarriko dugu. Baina, ezer baino lehen, erreferentziz-sistemak nola
adicrazten diren azalduke dugu.

Erreferentzia-sistemak adierazteko, nahikoa da, triedro bat ematea eta bertan beha-
tzaile bat kontsideratzea {3.1. irudia}.

w

X

3.1. irudia. Triedroak {Oxyz) eta bertako behatzaileak {B) defimitzen dute
errcferentzia-sistema.

Ipin dezagun adibide bat. Demagun ilargiaren higidura. Higidura hori Eguzkian
dagoen sistematik {S;) eta Lurrean egonik S,-ten paraleloa den sistematik (S, ) aztertuko
dugu.
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3.2.irudia. {largiaren higidura S;eta 3, sistemetatik ikusita.

Preseski, 3.2. irudian ageri denez, S, sistematik ilargiak elipse bat (ia-ia zickunferen-
tzia bat} deskribatzen duela ikus daiteke (irudian puntuka dago marrazturik). S; sistemnatik,
ordea, uhin antzeko batzuk dituen ibilbide bat ikusten da ¢lerro jarraitna).

Hurrengo gaian, higidura eriatiboa aztertzean, erreferentzia-sistema desberdinetako
behatzaileen neurketen artean dauden erlazioak aztertuko ditugu. Baina oraingo honetan,
erreferentzia-sistema bakar bat hartuko dugu oinarritzat. Eta horretatik higiduraren ezagu-
garri nagusiak aztertuko ditugu: abiadura eta azelerazioa. Horlez gain, ibilbidea kontsidera-
tu behar dugu, noski. Eta hasteko, kasu orokorra aztertzeko, ibilbidea kurbatua dela kontsi-
deratuko dugu.

3.3. irudia. Partikula puntualaren higidura definitzen duten elementuak.

3.1.1. Abiadura
Lehenik eta behin, 3.3. irudian ageri diren elementuak definituko ditugu.
AAA'  :ibilbidea.
Ay : lehen unean (¢ = 0) partikula dagoeneko puntua.
A : t aldiunean partikula dagoeneko puntua,
A : 1 aldiunean partikula dagoeneko puntua.
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r : A puntuaren posizio bektorea.

r : A’ puntuaren posizio bektorea.

A=y arku-luzera.

Ar : AA' baina bektorialki neurturik (/ﬁ' desplazamendu hektorea).
As : AA' baina arkuan barrena neurturik.

At : I' — 1 denbora-tartea.

Lehenik batez besteko abiadurak definttuko dituge; eta gainera bi modu desberdincz.

a) Eskalarki:
T G-
t
by Bekiorialki:
Ar
vyi=—, (3-2)
M=%

Izatez, bt hauen artean ez dago harreman finkorik. Adibide batez. higidura zirkularraz
hain zuzen, zein desberdin izan daitezkeen tkusiko dugu.

A=A,

3.4. irudia. Higidura sivkulama.

Demagun 3.4, irudike ibilbide zirknlara, eta kontsidera ditzagun bira oso bat ema-
tean lortuke ditugun batez besteko abiadurak:

_ s 2nR
u:ﬂ:i ela (v)zgzﬁ, 3-3
At At At

zeren hasicrako eta bukaerako puntuak toki berean baitaude.

Abiadura magnitudearen dimentsic-ckuazioa hauxe da:
[v]= [ﬂ = LT, (3 - 4)

umitateak m - s ' edo cm - s ! 1zanik.
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Aurreko lerroetan batez besteko abiadurak definitu ondoren, orain aldiuneko
abiadurak definitukoe ditugu. Eta lehen bezals, bi moduz egingo dugu.
ay Eskalarki. Aldiuneko abiadura eskalarra batez besteko abiadura eskalarraren
limitea da, At tartea zerorantz doanean:
ds

v=lim b = fim 22 = & (3-5)
A0 a0 Af

Hauxe da preseski autoen belozimetrozk adierazten duen abjadura,

Z |

N

X

3.5, irudia. Abiadura lonzeko limiteranzkoe prozesua.

b) Bektorialki. Aldiuneko abiadura (bektoriala) batez besteko abiadura bektorialaren
limitez da, denbora-tartes zerorantz doanean:

v = lim(v) = lim 2 = % 3-6)
A=yl Al Af dr
Beraz, bektore bat da. Norabidea, kurbaren ukitzailearena da, zeren eta Ar bekto-
rearen norabidea horixe baita limitean, 3.5. irudian ikus dzitekeenez. Eta bektore
horren modulua, aldiuneko abiadura eskalarra {0} da:
dr

dat

ds

dt

W= =v, 3-7)

Zeren |dr] = ds baita.
Honelatan, ba, aldiuneko abiadura honelaxe adieraz dezakegu,

_ar_

¥= = iAl,,
dt r

(3-8)

uy delakoa abiaduraren norabideko bektore unitarioa izanik, ibilbidearen ukitzailea, alegia.
Abiaduraren osagaiak ondokoak dira:

d{xi+ yj+ 7k
(d+yi+ak) _dr. dy. de,

i+ 3-9
dt dr dt dr

v
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i, ] eta k konstanteak baitira. Alegia,

v=vi+vj+uk 3-10
idatzi ohi da,
' d
v =P 5 =P ey =% G-1D)
dr 7 4t : t

v= vl + v+ 0, (3-12)

o5 ()5

3.1.2, Azelerazioa

Kasu orokorrean, puntuaren abiadura aldatuz doa denborarekin, Aldaketa hort adie-
razieko, magnitude berri bat erabilizen da: azelerazioa. Horrek denbora-unitateko abiadura-
ren aldaketa adierazten du. Azelerazioa magnitude bektorial bat da, eta moduluz eta nora-
bidez abiadurak duen aldakuntzaren neurria adierazten du {3.6. irudia).

Lehenik, batez besteko azelerazioa (bektoriala, noski) definituko dugu:

(3-14)

Av v —v
ay=—= .
(@ At At

Ondoren, aldiuneko azelerazica definituko dugu, aurrekoaren limite gisa, denbora-
-tarteg zerorantz doanean: :

Y

3.6. irudia. Azelerazioaren definizioa.

azlim(a)zlimﬁzﬂ. 3-19
At ar-alt At dt
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Lehenago ikusi dugunez, abiaduraren norabidea ibilbidearen ukitzailea da. Orokorki
azelerazioak ez du norabide hori. Azelerazicaren norabideaz esan daitekeen gauza bakarra,
ibilbidearen barrualderanzko noranzkoa duela da, hots, alde ahurreranzkoa.

3.7. irudia. Azelerazicaren norabidea ibilbidearen barnialderanzkoa da.

Azelerazioaren dimentsio-ekuazioa hauxe da,

[a]= [?] =LT'T =LT?, (3-16)

unitateak m - s-2 edo cm - s-2 izanik.

Analitikoki, honelaxe adierazten da azelerazioa:

dv dr
_&Y _gar 3_17).
dtdant’ ( )
dx, d*y. d°
a=2%i-82;_ 472 (3-18)

dr* 4t T 4

azelerazioaren modulua ondokoa izanik:

' 2 2 2
dzx dzy dzz
a=Jadt+at+at = || =] +] L1 41 L. (3-19
X ¥ z J( d[z) [der (dfz

3.2. AZELERAZIO KONSTANTEKO HIGIDURA

Higidura hau oso interesgarria da, grabitatearen erakarpenaren pean gertatzen dena baita
{Lurraren azalean). Matematikoki, problema hori honetan datza, alegia, azelerazioa {kons-
tantea) eta lehen uneko baldintzak ezagutez, higidura osoa eta edozein aldiunetako abiadu-
ra ezagutzean.

Demagun azelerazioa konstantea dela.

dv
=— =kt -
a o ea 3-20)
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denez,
dv = adt, (3-21)
ty ela t aldiuneen artean integratuz:
dev = fadf = a_[rdr =alr—1,}=v-v,. (3-22)
Beraz,
v=v,+afi—1,), (3-23)

l, : hasierako aldiunea {4, puntuan)

v, : hasierako abiadura untuan L.
hemen ! (4o ) izanik.
t : edozein aldiune (A puntuan)
v : A puntuan duen abiadura
Integratuz, aurrera jo dezakegu. Hain zuzen, abiadura

_ar

v=
dt

{(3-24;

denez,

_Edr: r-r, :v[;"df:_[:["o +a(r—;0)]d;, G- 25)

i

Honelatan, ba, azkenean hauxe lortuko dugu:

r:r(,+v0(f—:0)+%a(:—rn)3, (3 -26)

(3-27)

r, delakoa A, puntuaren posizic bektorea o
hemen izanik.

r delakoz A puntuaren posizio bektorea

(3-23) eta (3-26) adierazpenak aztertuko ditugu.

(3-23) : Bertan dakusagunez, orokorki v, eta a bektoreen norabideak desberdinak direnean,
bi bektore horiek plano bat osatzen dute, eta v abiadura plano horretan dago.

(3-26) : r bektorearen muturra r, bektorearen muturretix pasaturik v, eta a bektoreek
sortzen duten planoaren paralelo den plano batean dago, ede gauza bera dena, r
desplazamentu bekiorea v, eta & bektoreek osatzen duten planoan dago.

Bi onderio horiek ondokoa esan nahi dute, alegia, azelerazio konstantez sortzen den
higidura laua dela, hots ibilbidea plano batean dagoela. Horrez gain, erraz froga daite-
keenez, {3-26) adierazpena parabola baten ekuazioa da, parabola horren ardatza a
delakoaren norabidekoa izanik,
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¥ A
.1 Yo g
v -
ol § f 1e p
: g
) B
- B
v, X
R

3.8. irudia. Grabitatearen eraginpeko ibiibidea parabola bat da.

Adibide gisa, kasu berezi bat aztertuko dugu: grabitatearen eraginpean higitzen ari
den puntu materialarena. Higidura laua denez, Oxy planoa aukeratuko dugu higidura
deskribatzeko (Ox horizontala eta Oy bertikala izanik}. Orduan,

a=g=-gl n (3-28)
Kalkuluak errazteko, hasierako baldintza modura
r,=0 eta =90 (3-29)
hartuko ditugu. Halaber,
Vo = U d + Upj = 4, cosad + b, sinad. (3-30)

(3-23) adierazpena erabiliz, eta v = vi + v,j izanik,

vi+uj=ud+uj-gi (3-31)

Eta osagaiak bananduz:
v, = Uy, (3-32a)
b, = Uy, gL {3-32b)

Honek hauxe esan nahi digu, x norabidean abiaduraren osagaia denbora osoan
berbera dela, hots, konstantea dela. Aldiz, y norabidean higidura uniformeki azeleratua
{edo dezeleratua) dugu.

Gure kasuarekin segituz, kalkula dezagun gorputzak goiko punturaino {4} igotzeko
behar duen denbora {#,}. A puntuan

B =0 (3-33)

denez,

(3-34)
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Kalkula dezagun, orain. cdozein punturen koordenatuen adierazpena. (3-26)
adierazpena hartuz,

. o5,
xi+yj=(v(,,i+vu_‘,])r—5gr2‘|, (3-35
eta osagaiak bananduz;
X =1, L {3 - 36u)
LI
YEULT 8 {3 - 36b)

Azken hauetan figkatuz. punturik gorenaren altuera, v, = &, lor dezakegy. Horreta-
rako, ¢, denbora y-ren formulara pasatuko dugu:

Uy, 1 Uy,

vw=h=v —-— —i— (3 =37
¥ 0y 7 & gg 2 g s - (B-
cdo bestels idatziz:
h= M (3 - 38)
28

Modu berean, OB = R irispena kalkula dezakegu {irispen horizontala). B puntuan,
v =0 da. Beraz.,

0=v,0 _%gfzz‘ {3 -39

bertan # denbora partikula B puntuan dagoencko aldiunea izanik. Tkus daitekeenez,

2v,,
= —E =2, (3~ 40)
g
Horrela, irispena B puntuaren x koordenatua dencz,
29y, %gi
R=v,t, =1, oy _ ZU(,sm(xcosa’ (3 - 41)
g 8
eta azkenean hauxe dugu:
2.
R = 2psinZa (3 —42)
g

Aurreko puntuan kalkulaturiko formulan finkatuz, w, hasierako abiaduraren balio
jakin bati dagokion irispen horizontalaren balio maximea kaikula dezakegu. Formulan
bertan ikus daitekeenez,

R=Ro). (3-43)



Puntuaren zinematika . &7

Beraz, balic maximoa lortzeko, -j—i =0 egin behar dugn, hots,
fod

R 2
El‘—=Pi2c052::»\f=0, (3-44)
da g

eta hori gerta dadin, cos2¢e = ( izan behar da:
Fia .3
2aa==— o a=—=45" _4
2 4 GB-9)

Eeraz, v, hasierako abiaduraren balio jakin bati dagokion irispen maximoa & = 45°
angeluari dagokio. Kasu horretan sine = 1 denez,
_%

Roax : (3 -46)
B

Gauza berbera ikus daiteke honela: R irispena maximoa izango da. sin?r maximoa
denean, hots,

sin2Zoe=1 — 2a=% — @ =435° (3-47)

Azelerazio konstanteko higiduraren kasuko kalkuluekin bukatzeko, ibilbidearen
ekuazioa lortuko dugu. Horretarako, x = x(#) eta y = 3{1) adierazpenetatik denbora ezabatu
behar dugu, y = ¥{x) gera dakigun. Horretarako {3-36a) adierazpenetik denbora bakanduko
dugu, gero {3-36b) adierazpenean ordezkatzeko, hau da:

X
X=Uyl = =-—, 3-48)

UOX

ey f- g o y=p, 2ot X
Y= T8 Y e 2202 3-9
eta, horrela, ibilbidearen ekuazioa ondokoa da:
= L& L (tanae (3 -50)
2 2p,c08°

Hori parabola baten ekuazioa da {y = ax? + bx + ¢). Ardatzak y-ren norabidea du eta
konkabotasuna edo ahurdura beherantz begira dage, x2-ren koefizientea negatiboa baita.
-Gainera, parabola hori ardatzen jatorritik pasatzen da, ¢ = 0 baita, 3.8. irudiarekin ados.

(irabitatearen eraginpean gertatzen den higidura aztertu dugunez gero {g = ktea),
interesgarria da benetako higidura errealari buruzko zenbait ohar egitea. Izatez, Lurraren
gaineko atmosferako higidura aztertzean, zenbait zuzenketa egin beharko lirateke hiru
arrazei nagusirengatik: Lurra ia-esfera bat (izatez elipsoidea) delako, atmosferan airea
dagoelako eta Lurra bere ardatzaren inguruan biraka ari delako.
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3.9, irudia. Lurraren eitearen kausar, grabitate bekiorearen norabidea aldatuz
doa puntutik puntutra.

1) Higidura oso luzea denean, kontuan eduki behar da Lurraren kurbadura. Horren
kausaz, g aldatuz doa norabidez. Horrela, lortzen den ibilbidea ez da parabola,
elipsea baizik. Bestalde, gorputzak aliuera handia harizen badu, grabitatearen
azelerazioa moduluz erc aldatzen dela kontsideratu beharko da (g, 2 g, # 2.}
{ikus 3.9, irudia). Azken batcz, Kepler-en problema kontsideratu behar dugu,
planeten kasuan bezala.

Jiy

X

310, irudia, Marruskaduraren kausaz, bigidura balaziatu eta ibilbidea laburtu
cghen da,

2) Airearen marruskadura kontuan harturik, gorpuizak {edo proicktilak} cgiten duen
bidea laburragoa da, balaztatuz joango baita (3.10. irudia).

Bestalde, cta proiektila bere ardatzaren inguruan biraka badabil, Magnuy efektua
ere kontuan eduki beharko litzateke marruskadura horren kausaz, eta horrek plano
bertikalekiko desbideraketa ekarriko luke.

3y Coriolis-en indarra dela eta, Lurraren biruketa-higiduraren kausaz, Ipar Hemis-
ferinan abiadura guztiak eskuinerantz desbideratzen dira (Hege Hemisferioan,
ezkerreraniz). Horrela, higidura ez da laua. Dena den. puntu hau hurrengo gai
batean aziertuko dugu (3.11. irudia).
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3.11. irudia. Ipar Hemisferioko higidurak eskuinerantz desbideratzen dira,
plano bertikaletik intenik,

3.3. AZELERAZIOAREN OSAGAI TANGENTZIALA ETA OSAGAI NORMALA

Demagun higidura lau eta kurbatua dugula. Izatez, higidurarik orokorrenak ez du zertan
lana izan, eta kasurik orokorrenean abaildua da. Dena den, hemen esanen duguna guztiz
orokorra da, zeren eta ibilbide abailduen kasuan, plano muntzailea harturik, higidura laua
balitz bezala azter baitaiteke. Ohar hau eginik, aurrera egingo dugu.

u,

3.12. irudia. Abiadurak beti du zuzen ykitzailearen norabidea.

Azelerazioaren definizioa ematean, beraren norabidea kurbaren barrualderanzkoa
dela esan dugu. Honela, ba, orokorki, bi osagai ditu, bata kurbaren zuzen ukitzailearen
norabidean eta bestea kurbaren normalaren norabidean. Edozertara, higidura kurbatuaren
kasuan, lehenago esan dugunez, abiadurak ukitzailearen norabidea du (3.12. irudia),

¥ = Wy, luyd = I izanik, (3-51)
Deribazioz, azelerazioa kalkulatuko dugu:
a:ﬁ:@ur.}vﬂll (3—52)
dt  dt dt

3.13. imedian argi ikus daiteke, u;-ren norabidea denborarekin {edo posizioarekin) aldatuz
doala. Horregatik, higidura kurbatuan du,/dr # ¢ da. Baina zenbat balio du du,/dt horrek?
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313 irudia. u; bektorearen aldaketa.
Lehenik, beraren norabidea kalkulatuko dugu. Horretarako,

U= (3-53)

dela kontuan hartuz, eta berau denbatuz,

du, du, du,
MU —L =0, - u, —L=0. (3-54)
a T g Y

Biderkadura eskalar han nulua izateak, u, bektorearen denborarekiko deribatuari buruzko
informazioa emango digu. Hain zuzen, aurreko adierazpeneko bektoreak ez bata eta ez
bestea nuluak ez direnez. bektore horiek etkarren perpendikalarrak izan beharke dute:

du
u, Ll —L. (3-55
7 dt
Beraz, du/dr delakoak u, bektorearen norabidea du, hots, normalaren norabidea.
Bestalde, barrualderanzko noranzkea du, 3.13. irudiko zirkuluan eskematikoki ikus datte-
keenez.

Kalkula dezagun orain bektore unitario tangentearen aldaketaren modulua. Aurreko
3.13. trudian dauden bi triangeluak (partikularen ibilbidean osaturikoa eta zirkulu barruan
adierazitakoa) antzekoak dira, beraien alde korrespondenteak binaka harturik atdeak
elkarren perpendikularrak baitira, alegia, angelu korrespondenteak elkarren berdinak
baitira. Beraz,

d .
jdar] _ds lu | = & (3 - 56)

P p

hemen p delakoa aldiuneko kurbadura-erradica izanik. Aurrera eginez, denberarekiko
deribatuaren modulua lor dezakegu, hots,

duy
dt

L G-57)
dt  pdt p
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Denetara, bektorialki idatziz,

du, v
Y. 3 -58)
% pu" (

eta emaitza hau azelerazioaren adierazpenera eramanzk:

2
a=Py + ¥y, (3-59)
dt fol

Azken adierazpena aztertzea 0so interesgamia da. Alde batetik, azelerazioak bi osagai
dituela diosku: bata ibilbidearen ukitzailearen norabidean, eta bestea, normalaren nora-
bidean. Bi osagai horiei azelerazioaren osagai tangentziala eta osagai normala deritze eta
a, eta 4, ikurrez adieraziko ditugu, hurrenez hurren, hots,

a =a;+ ay, 3-60)

T
ay

a,

3.14, irndia. Azelerazioaren osagaiak.

Azelerazicaren bi osagai hauen moduluak hanexek dira:

4V v
aq, =—, d, =—. —_
e (3~-61)
Azelerazioaren osagai tangentzialak, dwd! delakoak, abiaduraren moduluaren aldaketa

adierazten digu, eta osagai normalak, v¥/p delakoak, abiaduraren norabide-aldaketa. Azken
osagai honi azelerazio zeniripetua ere baderitzo.

Higidura orokorraren azterketa osatzeko eta bertatik abiaturik, ikus ditzagun zenbait
kasu berezi.

3.15. irudia. Higidurz zuzenzren kasuan bekiore unitario tangentea ez da
aldatzen.
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3.3.1. Higidura zuzena

Kasu honetan 1, bekiorea ez da aldaizen higiduran zehar. Beraz, du,/dt = 0 da
etengabe. Honek, a; = O dela esan nahi du, eta hori logikoa da, zeren eta, ibilbidea lerro
zuzenean gertatzean, beraren kurbadura-erradioa p = <o baita.

3.3.2. Higidura zuzen efa uniformeq

Izatez, aurrekoaren kasu berezia da. Kasu honetan, aurrcko azpiatalean esandakoaz
gain, v = klea da, alegia, » = ktea eta u, = ktea. Beraz, azelerazioaren osagai biak nuluak
dira, hots, a, =0 etaa, =0

3.3.3. Higidura abaildu orokorra

Kasu orckorrean, edozein kurba abailduren kasuan ere defini daitezke u, eta u,.
Bektore hroriek plano bat definitzen dute (7} ibilbidearen edozein puntutan. Plano horri
plano muntzailea (edo oskulatzailea) deritzo.

(7]

3.16. irudia. Higidura orokorra eta plano muntzailea, triedro intrintsekoa erc
adierazirik.

Bi bektore horietan oinarriturik, triedro bat defini daiteke ibilbidearen edozein puntu-
tan. Hirugarren norabideari binormala deritzo eta beraren bektore unitariog honelaxe
definitzen da:

LIBZUTXI.IN. (3—62)

Hiru norabide horiek sistema edo triedro intrintsekoa deritzona osatzen dute, eta
norabide horiekiko edozein bektorek dituen osagaiel, osagai intrintsekoak deriize. Bes-
talde, azpimarratu egin behar da ezen, aurretik ikusi dugunez, azelerazioak binormalaren
norabidean osagairik ez duela. Beraz, osagat intrintsekoak erabiliz, hanxe da azelerazioaren

modulua;
=5  fdvy .Uz ’
a:xa;+a|;, :'\'Il(rd—j‘) +[;) . {3-63)
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3.4. HIGIDURA ZIRKULARRA: ABIADURA ANGELUARRA
ETA AZELERAZIO ANGELUARRA

Jarraian, higidura berezi bat aztertuko dugu, ibilbidea zirkunferentzia denekoa, hain zuzen.
Zer esanik ez, abiadurak denborz osoan ibilbidearen ukitzaliearen norabidea izango du.
Dena den, higidura berezi hau aztertzean kalkuluak errazteko, bi magnitude berezi berri
definituko ditugu: abiadura eta azelerazio angeluarrak.

3.4.1. Abiadura angeluarra

Lehen pauso batean eskalarki definituko dugu, Dakigunez, v bektorea erradioaren
perpendikularra da (3.17. irudia), beraren modulua ondoko hau izanik:

ds _d(RO) _ do

) (3 - 64
dr dt dr

non 6 angelua radian unitatetan neurtuta dagoen.

3.17. trudia. Higidura zirkularra.

Aurreko adierazpeneko @ = d0/dr magnitudeari abiadura angeluarra {eskalarra} deritzo.

Abiadura angeluarraren dimentsio-ekuazioa eta dagokion unitatea ondokoak dira:

[ =T — s (3-65

Beraz, higidura zirkularraren kasuan, abiaduraren modulvaren eta abiadura angeluarraren
arteko erlazioa hauxe da:

v =R, (3-66)

Ondorer, bektorialki definituko dugu abiadura angeluarra. Horretargko, higidura z
planoan gertatzen dela kontsideratuko dugu {ikus 3.18. irudia). & planoa Oxy planoaren
paraleloa dela joko dugu (beti aukera ditzakegu ardatz egokiak). Kontsidera dezagun bertan
irudikaturiko @ bektorea.
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r

Y

Al |

x

3.18. irndia. Ahiadura angeluarraren adierazpen grafikos,
— Norabidea Oz ardatzarena da; beraz & plancaren perpendikularra da.

wlr (3-67)
— Moduiua:

il = @, (3 -68)

Baldintza hauekin, erraz froga daitekeenez, honelaxe idatz dezakegu:

V=@OXTr. {3 - 69}

Hori horrela da, zeren

l¥j]=v=|@xr|=wrsiny= wR O 3-T70)

baita. Zer esanik ez. v-ren norabidea zirkunferentziaren tangentea da. Honelatan, bada, @
modu horretan definituz, abiadura linealaren ets abiadura angeluarraren arteko erlazioa
{3-69) adierazpenckoa da. Adierazpen hori higidura zirkularrean beteko da soilik (reta y
konstanteak izanik, eta hemendik rsiny= R = ktea}.

Abiadura angeluarra sasibektore bat da, izatez, zeren eta beraren noranzkoa hitzar-
men batean (toriojuarcnean) finkatzen baita. Kasu honetan hitzarmen zuzena erabili dugu.

3.4.2. Higidura zirkular uniformea

Kasu berezi gisa, higidura zirkular uniformea aztertuko dugu. Uniformea bada,
@ = ktea da, eta higidura hori periodikoa da. Bira osca emateko behar den denborari. perio-
doua deritzo eta P letraz adieraziko dugn. Bestetik, denbora-unitatean osatzen diren perio-
dozk edo zikloak adierazten dituen magnitudeari, maiziasuna deritzo eta v letraz adierazten
da. Argi dagoenez,

V= (2-171)
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Magnitude horiei dagozkien unitateak ondokozk dira:

P segundoa, {s}).
v hertz edo zikle segundokeo, {s-1}.

. Abiadura angeluarraren modulua honelaxe erlazionatzen da periodcarekin eta maizta-
sunarekin:

v 2R _ GB-T3)
P

w0=2% om (3_74)
P

Aurreko adierazpenak kontuan hartuz, eta @ konstantea dela gogoan edukiz,
partikulzk edozein aldiunetan duen posizio angeluarra lor dezakegu. Horretarako, @
abiadura angelvarrak € angeluarekin duen erlazioa kontsideratuz, hauxe dugu:

dé

w=— — dab=uoMi, {3-173)
di

eta integrazioar! limite egokiak jarriz,

E 46 = _[ it = m‘[ndr, (G -76)
6=6,+w{r-1,). (3-77)

Alegia, hasierako baldintzak ezagututa, posizica erabat zehazturik geratuko da. Adibidez,
hasierako baldintzak &, =0 eta ¢, = 0 badira,

8= or. (3-78)

3.4.3. Azelerazio angeluarra

Magnitude bektorial honen definizioa honako hau da:
d®
o=

=42 (3-179)
dt

hots, azelerazio angeluarra abiadura angeluarraren denborarckiko deribatua da (hau ere
sasibektorea da, noski). Azelerazio angeluarraren dimenisio-ekuazioa ondokoa da:

_{¥ _EI__ -2
[a]—[T]— =T (3-30)

Higidura lau eta zirkularra aztertzen ari garelarik, kasu horretan @ bektorearen
norabidea ez da aldatzen. Beraz, O eta @ bektoreen norabideak berdinak dira; hain zuzen

ere, higidura gertatzen deneko plancaren perpendikularrak dira. Hori kontuan harturik,
azelerazio angeluarraren modulua ondokoa da:

do d°6
==

. (3-81)
dt 4
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3.19. irudia. Higidura zirkular lavan, (0-k eta G-k norabide berbera dute,

Adibide gisa, ¢ konstantea deneko kasua kontsideratiuko dugu. Orduan:

do = ot (3-82)

J'aw a'dz ofa (3-83)

=0, +oft—1,), ' (3-84)

48 = wdr = wydt + oft — 1, }edr, (3-85)
i) ! !

ﬂﬂde = J;wodr + o:'[ (t—1,)d1. (3-86)

9=9[,+m(r—r{})+%a(:—ru):. (3-87)

Tkus daitekeenez, lorturiko formulak Iehenago 3.2. atalean azelerazio konstanteko
higiduraren kasuzn lorturikoen antzekoak dira, nahiz eta orduan azelerazio linealaz ari
ginen eta orain angeluarraz.

3.4.4. Azelerazio fineala

Bukatzeko, higidura zirkularraren azelerazio lineala aztertuko dugu. Dakigunez,
edozein higiduraren kasuan, azelerazioak bl osagai ditu, tangentziala eta normala:

1

a=-—u,+—u -
a T (3-88)

Higidura zirkularra denecz, osagai horiek abiadura angeluarraren eta azelerazio angeluarra-
ren bidez adieraz daitezke, honelaxe hain ruzen:

_dv_dl@r)_do

a, = = = = Ra, (3-89
dt de dt
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_v v (R _

2
R _
TR R (3 -90)

zﬁ
|
|
H

Azken osagai honi azelerazio zentripetua deritzo.

Kasu berezi modura, higidura zirkular uniformearen kasuan, a = (O da, zeren o = ktea
baita, Beraz, a; = 0 baina a, # 0 dira.

Dena den, higidura zirkular orokorrari dagokion azelerazio lingalarekin segiturik,
beste modu batera ere idatz dezakegu bektorialki azelerazio lineala, horretarako {(3-15} eta
(3-69) adierazpenak kontuan harturik (azken adierazpen honetarako r bektorearen jatorria
biraketa-ardatzean egonik, noski):

g o dloxr) de & 3 -91)
dt dt dr

Azkenean hauxe geratuko da:
Aa=EXr+Ox{®xr). (3-92)
Bestalde, erraz 1kus daitekeenez, ondoko baliokidetzak daude:

axXr=ar osagai tangentziala, (3 ~93a)
Ox(®xri=a, osagai zentripetua. {3 -93b)

3.5. HIGIDURA KURBATUA PLANOAN

Demagun partikula bat plano batean higitzen ari dela. Bi koordenaturekin, {x,y), nahikoa da
beraren posizioa ezagutzeko. Dena den, {x,y} koordenatu cartesiarrak dira. Baina bestelako
koordenatuak ere aukera daitezke: adibidez, koordenatu zilindrikoak edo esferikoak.

Atal honetan, era horretako koordenatuak aukeratuko ditugu, P puntuaren posizica
adierazteko » eta G erabiliz:

r: OF distantzia da.

8: OP zuzenak Ox ardatzarekin osatzen duen angelua.

by
v
¥
u,
g

ro PV

8 el
o P x

3.20, irudia, Plancko higidura.
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[zatez, horiek koordenatu esferiko zein zilindrikoak dira, bi dimentsiotan. Bektore
unitario gisa, espazioko, edo, hobeto esateko, ibilbideko edozein puntutarako u, eta
u,, hartuko ditugu. Hain zuzen, u, bektorea OF bektorearen norabidekoa da eta u, bektorea
norabtde perpendikularrekoa, 6 angelua hazten deneko noranzkoan (3.20. irudia).

Koordenatu horien bidez, era honetan eman ahal izango ditugu puntuari dagozkion
magnitude zinematikoak:

r=ru, (P puntuan, noski} {3 -94)

T

Adierazpen hori deribatuz,

_dr_ da (3 - 95)

¥= .
di dt "t

Kalkula dezagun du/dt delakoaren balioa. Horretarako, u, eta u, bektoreak Ox eta Oy
ardatzen norabideetan dituzten osagaien bidez idatziko ditugu:

u, = cosfi + sinfj, (3 —S6a)
u, = —sinBi + cosfj. (3 - 56b)

Lehenengoa deribatuz,
£f—lii=--ff-€:t,ir18i+ ﬁ(:osa.‘)j:gi—-}—(—sin9i+cos15?j). (3-90

dt dt dt dt
Beraz,
du, =§“a- {3-98)
dt 4t

Honelatan, ba, abiaduraren adierazpenera eramanez,
&
v=—u +r—u, {(3-99)

Beraz, adierazpen horrek dioskunez, abiadurak bi osagai ditu. Osagai horiek honelaxe deitu
ohi dira:

dr . . . . . . . .
I =v,  osagai erradiala, r erradicaren {u,-ren} norabidea baitu. O jatorriarckiko
! distantziaren aldaketaren neurria adierazien du.,
de . . .
r——=1v, zeharkako osagaia, hots, ugsren norabidean. r bektorearen norabidearen

dr aldaketaren neurria adierazten du.

Horiek guztiak kontuan edukiz, azkenez, ¥ bektorea honelaxe idatz dezakegu:

V=V, + Vo= DAL + Uglly {(3-100)
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Adibide modura, abiadura zirkularraren kasuan, jatorria zirkunferentziaren zentroan
hartuz, r = R = ktea da, eta beraz,

I > v=0 3-101)
dt

Hots, kasu horretan abiadura erradiala nulua da.

Higidura kurbatu lau orckorrarekin segituz, azelerazioaren osagai erradiala efa
zeharkako osagaia ere berdin kalkula daitezke, alegia,

. (3-102)

eta deribatuz,

d’r  drdé drdu, d° dé du,
=t ——u,+— tre— U, tr————.
dt dt dt dr dt dt dr dr

8= (3-103)
Hemen dng/df ezagutzea falta zaign. Aurreko orrialdean jarri ditugun u, eta ugy bektoreen
balioetan finkatuz,

du, _ d8 dg de

=—-—cosfi——sinff=——u,. _ 3-104;
dr dt dt dt

Goiko adierazpenera eramanez eta osagaiak bananduz,

2 2z
ar=%_,(f‘§), (3 -105)

Abiaduraren osagaien kasuan bezala, hauei ere azelerazioaren osagai erradiala eta
zeharkako osagaia deritze. Zer esanik ez, azelerazioa honelaxe idaz daiteke bektorialki:

a=al, + al, (3 - 107






4. gaia

Higidura erlatiboaren 2zinematika

Aurreko gaian ikusi dugunez, higiduraren kontzeptua —eta halaber abiadurarena eta
azelerazioarena— gauza erlatiboa da. Erreferentzia-sistema desberdinetan dauden beha-
tzaileek behaketa eta neurketa desberdinak egiten dituzte.

Fisikariek ez dute beti erreferentzia-sistema berbera erabilizen; aitzitik, kasu
bakeitzean sistemarik egokiena eta sinpleena aukeratzera jotzen dute. Batzuetan Lurrarekin
batera doan sistemna ez-inertziala —biraka ari baita— erabiltzen dute (hurrengo gaian
ikusiko dugu sistema inertzial eta ez-inertzialak zer diren}; beste batzuetan, Eguzkiarekin
edo izar finkoekin doana, beste zenbaitetan, aztertzen ari den sistemaren masa-zentroarekin
doana; eta abar. Hala ere, gertaera fisikoak bakarrak dira, berberak dira, nahiz ¢ta sistema
desberdinetan itxura desberdinez ageri. Horregatik, sistema desberdinetatik egiten diren
neurketa desberdinak elkarrekin erlazionatzea komeni da, sistema desberdinetako
behaketak modu berean interpretatu ahal izateko.

Gaur eguneko fisikariek dakitenez, pausagunean dagoen sistema absoluturik edo
pausagune absolutuan dagoen sistemarik bilatzeak ez du zentzurik. Sistema guztiak
erlatiboki kontsideratu behar dira. Eta horregatik, garrantzi handikoa da, sistema des-
berdinetako neurketak konparatzen jakitea. Horixe da, hain zuzen ere, gai honetan egingo
duguna: higidura berberart sistema desberdinetan dagozkion neurketak (magnitudeak)
erlazionatu, edo bestelako hitzen bidez esateko, higidura erlatiboaren zinematika aztertu.

4.1. ABIADURAREN ETA AZELERAZIOAREN IZAERA ERLATIBOA

Demagun, O behatzailea dagoen Oxyz erreferentzia-sistematik neurtuta, A eta B puntuak
higitzen ari direla. Demagun, bestalde, A eta B puntuei loturik beste bi erreferentzia-
-sistema daudela, eta berorietan O, eta Oy behatzaileak daudela, hurrenez hurren.

Azter ditzagun, O, eta O, behatzaileek egiten dituzten neurketa zinematikoak, O
behatzaileak egiten dituenekin konparatuz. Horretarako, 4.1. mudian adierazi ditugu hiru
erreferentzia-sistema horiek; bestalde, hiruren ardatzak etengabe elkarren paraleloak direla
Jjoko dugu.
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4.1, irndia. Testuan aipatutako hire sistema paraleloei dagozkien posizio
bektoreak.
4.1.1, Posizio bektoreak

A eta B puntuen posizioak neurtzean, hiru behatzaileek emaitza desberdinak lortuko
dituzze.

Kasurako, ( behatzaileak ondoko neurketak egingo ditu:
A-ten posizio bektorea: v,
B-ren posizio bektorea: ry.

Bestalde, O, behatzailea jatorria A puntuan cta ardatzak Oxy; sistemaren paraleloak dituen
sistema batean doa. Honek egingo dituen neurketen emaitzak honelaxe adieraziko ditugu:
A-ren posizio bektorea: r,, = 8,
B-ren posizic beklorea: ry, =r; —r,.
Eta modu berean, O, behatzaileak ondokoak neurtuko ditu:
A-ren posizio bektorea: r s =1, — Iy,
B-ren posizio bektorea: ry, = 0.
Argi ikus daitekeenez,
Fap = —Tpa 4-1

alegia, bi punturen eikarrekiko posizio bektoreak, elkarren berdinak baina aurkako
zeinukozak dira.

Behatzaile desberdinek puntuak aztertzean neurturiko posizie bektoreak desberdinak
direla ikustean atera dezakegun ondorioa ondokoa da, alegia, posizio bektoreen izaera
erlatiboa dela, hots, neurtzen dituzien behatzaileekiko erlatiboa; hortaz, behatzaile
bakoitzak bere emaitza lortuko du.
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4.1.2. Abiadurak

Denbora magnitude absolutu gisa jotzen da, hots, behatzaile guztiek modu berean
neurtzen dute (azken batez, hori aldaezintasun galilearra da). Hipotesi heri onarturik
(Mekanika ez-erlatibistan ohikoa dena) has:erako unean erlojuak sinkronizaturik egon
badira, hauxe idatz dezakegu

=1, =1, _ 4-2)
dt=dr, =dt,. 4-3)

A eta B puntuen higidura azterizean, O behatzaileak ondoke abiadurak neurtuko ditu,
hurrenez hurren:

dr,
v, =24, (4-4a)
A dr
dr,
== 4 — 4k
¥g & { )
O, behatzaileak, ordea, beste hauek:
_ vy, =0, {4 - 3a)
drg, dvy dr, :
——— = ———_-——¥=Y¥.-Y.,. -
Y A (4-30)

Azken hau B puntuak A puntuarekiko duen abiadura da. O, behatzaileak, bere aldetik,
abiadura hanek neurtuko ditu:

dr
"';m:'j;i="4‘va‘ (4 - 6a)
Vs =0 (4 - 6b)
Lehengo antzera, argi ikus daitekeenez:
VM = -_".43‘ (4 - 7)

Denetara, abiadurekin ere posizio bektoreekin ateratake ondorio berberera iritsi gara, han
da, abiaduren izaera erlatiboa azpimarratzers.

4.1.3. Azelerazioak

Hauekin ere berdintsu gertatzen da. A eta B puntuen higidurak aztertzean, O
behatzaileak azelerazio hauek neuvrtuko ditu:

dv
4= th . (4 — 8a)
a, =%z (4 - 8b)

dt
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O, behatzaileak B puntuaren azelerazio hau neuriuko du:
_dvy, _udvg  dv,
dt dt di

eta (, behatzaileak A puntuaren azelerazic hau neurtuko du:

g, =ag-a,, (4 -9}

Dy WAV

=—=toa-loa -a, (4-10)

aAB

Hemen ere, argi dagoenez.
Apy = —Ayp. 4-113
QOraingoan ere, agerikoa izan du azelerazioen izaera erlatiboa.

Edozerlara, lorturiko eriazioak honelaxe interpreta daitezke: erreferentzia-sisteman
geldi dagoen behatzailcarckiko partiknla bat v abiadurar eta a azelerazioaz higitzen bada,
partikuta horrekin batera ¢ta paraleloki higitzen ari den beste erreferentzia-sistema bat
kontsideratuz, bertan doan behatzaileak, bere inguruko mundu osoko partikula guztiak,
lehenengo sistemarekiko duten bigiduraz gain, —v abjaduraz cla —a azelerazicar higitzen
ikusiko ditu. Hots, lehenengo sisteman geldi dauden partikulak —v abiaduraz eta —a aze-
lerazioaz higitzen direla ikusiko du. Hauxe da trenean gouzela gertatzen zaiguna: gelto-
kian trena higitzen hastean, kaian geldi dauden pertsonak atzerantz doazela uste dugu, geu
geldi gaudela pentsaturik.

Ohar modura diogun ezen, aurreko azalpenean, ‘tkusi’ bhaino ‘neurtu’ idaztea hobe
izango litzatekeela, zeren abiadurs erlatibo oso handiekin {argiaren abiadurarekin konpara-
garriak direnekin) bi hitzen esangura desberdina baita, Erlatibitalearen Teorian ikus daite-
keenez. Hala ere, maila honetan erabiliko ditugun abiaduren kasuan informazioa pasatzeko
seinale-gbiadura infinituak konisideratzen ditugunez {denboraren abschituiasuna onartzean),
bi hitzok sinonimotzas har ditzakegy,

4.2, TRANSLAZIO-HIGIDURA ERLATIBOA

Oraingo atalean clkarrekiko abiadura konstantez eta paraleloki higitzen ari diren bt
behatzaile kontsideratuko ditugu. O sistemarekin doan behatzaileak, ¥V abiaduraz dakusa
higitzen O sistemna. Adibide modura eta kalkuluak errazteko, bi sistemen ardatzak
paraleloak direla kontsideratuke dugu, eta halaber, abiadurak (V delukoak) Oy ardatzaren
norabidea ducla, eta &, = 0 aldiunean ardatz-sistema biak leku berean daudela {4.2. irudia).

A partikula puntualaren azterketa zinematikoa egingo dugu eta, horretarako, lehenik
eta behin, erabiliko dugun idazkera azalduke dugu:

— Azenturik gabe efa letra xchez adierazitako magnitudeak, Oxyz sistematik neurtzen
direnak dira. Arrazoi historikoak tartean direla, ohituraz, neurri ‘absofutuak’
deritze higidura erlatiboa aztertzean, eta guk erc horrela egingo dugu, nahiz eta
jakin ‘absoluty’ adjektibo hori egokiegia ez dela.

— Letra larriz idatzirik daudenak, O puntuaren posizioaren neurketa absolutuei
(Oxyz sistematik eginikoel) dagozkie (sistemen jatorrien arteko higidura adierazten
dite).
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— Letra xehe azentudunak (Fx'y'7 sistematik neurtzen direnak dira. Neurri ‘erlari-
boak’ deritze (nahiz eta, aurreko atalean ikusitakearen arabera, guztiak erlatiboak
diren, alegia, neurtzen direneko sistemarekiko eriatiboak}.

z ll z “
' v
e
—— A
(
r i
roi
t 1
: y

4.2, irudia. Translazio-higidura erlatiboa adierazieko erreferentzia-sisiemak.

Demagun bt behatzaileen erlojuak sinkronizaturik daudela. Beraz, denboraren
absolututasuna onartuz, ¢ = ' da edozein unetan; hau da, denbora era berean iragaten da
erreferentzia-sistema bietan. Kalkuluak errazteko, lehenengo unean f, = ( hartuko dugu.
Honelatan,

R=00 =V, (412}
zeren Y bektorea konstantea baita, translazio uniformea aztertzen ari baikara.

4.2.1. Posizio bektoreak

Aurreko 4.2, irudian ikus daitekeenez, bi sistemetan A partikulak dituen posizio
bektoreen arteko erlazioa hauxe da:

r=R+r=Vi+r, (4-13)

eta, V = Vj denez, aurreko adierazpena osagaien funtzioan ipiniz,

x=x', (4 — 14a}
y=y+w, 4 - 14b)
z=7, {4 - l4c)
t=t. (4 — 14d)

Hemen denboraren zbsolututasunari buruzko adierazpena ere sartu dugu. Lau ekuazio
horiek transformazio galilear bat osatzen dute eta elkarrekiko abiadura uniformez eta
biraketarik gabe (hots, translazio hutsez) higitzen ari diren bi erreferentzia-sistemetako
posizio bektoreen eta neurketa denberalen arteko erlazioak adierazten dituzte. Mekanika
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ez-erlatibistaren —alegia, mekanika newtondarraren— oinarrian daude eta guztiz egokiak
dira abiadura arrunten kasuan erabiliak izateko, nahiz eta argiarenarekin konparagarriak
diren abiadurak aztertzean beren erabilgarritasuna galduko duten.

4.2.2. Abiadura

Aurreko {4-13) adierazpena denborarekiko deribatuz, eta dr = «#' dela kontuan hartuz,
dr _dR dr’_dR+dr’

= +——=—— . 415
de dt dr dr dr
v=V +v. {4 -16)
Osagaien srteko erlaziozk havexek dira:
v, =V, 4 - 174}
v, =V+ Uf (4~ 17b)
v, = vl (4-17¢)
4.2.3. Azelerazioa
Berriro ere {4-17) adierazpenak denborarekiko deribatuz.
a:fi_‘.’.:ﬂ E"_:fv_’:a', (4 - 18)
dt  dt 4t dt
V konstantea baita. Hau da, puntuaren azelerazioari dagokionez,
a=a' (419

Dakusagunez, bi behatzaileck azelerazio berbera neurtzen dute. Azelerazioa, ba,
aldaezina da sistemen translazio uniformearekike (V = ktca). Aldaezintasun hori oso
garrantzitsua da fisikaren arloan, eta aldaezintasun galilearra deritzo. Hurrengo gaian,
Dinamikaren oinarrizko printzipioak azaltzean, aldaezintasun horretan finkatuko gara, bai
indar kontzeptua definitzean eta bai inertzia-sistemak definitzean ere. Aldaezintasun hori
oso baliagarmia izango da Mekanika Klastkoan zehar, nahiz eta Erlatibitatearen Teorian aldatu
egin beharko den, Galileo-ren transformazioaren ordez Lorentz-en transformazioa sartuz;
ondorioz, bestelako aldaezintasuna agertuko da, argiaren abiadurarena hain zuzen ere.

Gotko sistemen arteko transformaziogk nolakoak diren ulertzeko, adibide bat jarriko
dugu,

4.2.4. Adibidea

«Demagun abiadura konstanter higitzen ari den txirrindulari bat (¥ = ktea), Beste
behatzaile bat geldi dago. Bi behatzaileck, abladura angeluar konstanteg biratzen ari den
gorpitz bat (geldi dagoen behatzailearen sisteman higitzen ari dena) ikusten ari diva. Zein
dira bi behaizaileek neurtzen dituzten abladurak, higitzen ari den gorputza 4.3.a irudiko A,
B, C eta D puntuetan dugoenean?»
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/ / ’
X X b )

4.3, irndia. Biratzen an den gorputza, bi behatzaile hauek aztertuke dute: abia-
dura konstantez doan txirrindulariak eta geldi dagoen behatzaileak.

Soluzioa lortzeko, bi koordenatu-sistema aukeratuko ditugu: bata zikiistarekin doa
(O'x'y'7Z), eta bestea geldi dago (Oxyz). Bi sistemetako ardatz-bikoteak elkarren paraleloak
auvkeratuko ditugu, 4.3.b. irudian ikus daitekeenez. Horrek

i=i, j=§, k=K
direla esan nahi du.

Esan dugunez, Ox'y'z’ sistema V = Vj = ktea abiaduraz higitzen ari da Oxyz
sistemarekiko. Abiaduren arteko erlazioz ondokoa da, teorian azaldu dugunaren arabera:

v=V+V.
Azter dezagun, ba, A puntuaren kasga.
— Oxyz sisteman ¥ = & X r da, higidura zirkularra baita. Kalkuluak eginez,
m=ok eta r,=-fj direnez,
v, = @it
— O'x'y'7 sisteman v' = v - V denez,

vy =ali- ¥,

eta horrer modulua ondokoa da:
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v, = Vol + V.
Gaura bera egin dezakegu B puntuari dagokionez.
— Oxyz sisteman:
ry=Hh denez, v,= wij.
— O'x'y'7' sisteman:
vy =wlj-Vi={ol-V}j
Beronen modulua ondokoa da:
v, =wl—V.
Irakurleak ariketa modura froga dezakeenez, C eta D puntuetsko abiadurak honako
hanek dira:
ve=-oli, v,.=-oli-Vj
v,=-of, v,=-{ol+V}j

Beraz, dakusagunez, nahiz eta behatzaile biak higidura berbera behatzen ari diren,
gauza desberdinak neurtzen dituzte:

— Geldi dagoen behatzaileak higidura zirkular uniformea dakusa. Hain zuzen, v
abjadurak modulu konstantea du, ¥ alegia.

— Taimindulariak neurturiko abiaduraren (v'-ren} modulua, ordea, aldatuz doa eten-
gabe.

4.3. BIRAKETA UNIFORMEDUN HIGIDURA ERIATIBOA

Oraingo atalean beste kasu berezi bat aztertuko dugu. Elkarrekike biraka baina transla-
ziorik gube higitzen ari diren bi sistema aztertuko ditugn. Higidura horren azterketa oso
interesgarria da, Lurraren higidurari dagokiona baita. Beraz, demagun ondoko bi sistemak
ditugula (4.4, imdia):

— Batetik, Oxy; sistema, bertan B behatzailea dagocla. Sistema hau ‘geldi” dagoela
kontsideratuko dugu.

— Bestetik, O'x'y'z" sistenia, B' behatzailearekin. Irudian ikus daitekeenez, sistema
bien kasuan jatorri bakarra avkeratu dugu, kalkuluak errazteko. Bigarren sistema
hau ¢ abiadura angeluarraz higitzen ari da lehen sistemarekiko. Hain zuzen, 6 hau
bektore konstantea dela kontsideratuko dugu; horren norabidea @ puntutik
pasatzen da. noski.

Puntu material bat —A delakoa— higitzen ari da. B eta B' behatzaileak higidura
horren magnitude zinematikoak neurtzen ari dira elengabe.

Guk B eta B' behatzaileek neurturiko magnitude zinematiko horien artean dauden
erlazioak kalkulatu nahi ditugy; hau da, lehenago egin dugun modura, bi behatzaileek nevr-
tzen dituzten posizio bektoreak, abiadurak ¢ia azelerazicak elkarrekin erlazionatuko ditugu.
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4.4. irndia. Eikarrekiko abiadura angelvar uniformez higitzen ari diren bi
erreferentzia-sistema.

4.3.1. Posizio bektoreak

Jatorri bereko sistemak direnez gero, partikulak bi sistemetan dituen bi posizio
bektoreak bektore berbera dira izatez, hots,

’

r. 4-20)

1l

r

Baina sistemna desberdinak direnez, alegia, bektore unitario desberdinak dituztenez, bektore
horrek osagai desberdinak edukiko ditu batean eta bestean;

r=x+yj+zk, (4-21)
r'=xT+y}+7k" 4-22)
4.3.2. Abiadurak
Azter dezagun lehenik, B behatzaileak neurtzen duen abiadura. Honelaxe adieraziko
dugu,
v= ((—ﬂ:) 4-22}
dtjg -
azpindize horren bidez, deribazioa egin duena B behatzailea dela adierazirik. Berag,
4 de, dy, dz
v=—{xi+yj+k}=—i+—j+—k, 4-24
g Atk =G G-
zeren eta B behatzatlearekiko
a_d_dk_, 4-25)

di dt dt
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baitira. Bestzlde, B’ behatzaileak honela deribatzen du denborarekiko:

v'—(i'i) Gy = S Dy 4-26
dr' j, dt yIwe dt at T a (4 -20)
zeren eta B’ behatzailearekiko

@& _d &, @G-27m

at  dt  dt
baitira, B' bebatzailesk 1, j' eta k' konstanteak direla dakusa cta. Zer esanik ez, eta Me-

kanika Erlatibistan sartu gabe, ¢ = ¢ dela kontsiderats dugu, hots, denbora absolutua dela
eta B eta B'-ren erlojuak sinkronitzaturik dabiltzala. Halaber, dr = 4f izango da.

Zer erlazio dago B-k eta B'-k ncurtzen dituzten abiaduren artean, hau da v-ren ¢ta
v'-ren artean? (4-20)-tik dakigunez, r = r' da, eta B behatzaileak berdintza hori deribatuz:

(%) e
dejg \dt ), “-28

Kalkula dezagun (dr) .
dat Jy

dr’ d
—_— = — :"?+ ".t+:’k’ =
(d; )B [dr(“ ¥ )}

&, dy L, A ,[di’) ,(dj’] (a’k)
=i+ ——=j+—k'+x)— | +y]l =) +1—1}. (4 - 293
dt dt dt dr /g dr J, dt g
Hemen
dii’_{._qij’.;_.{i_z._k’:v" (4—30)

dt dt dt

eta bestalde, B behatzailearekiko 1, j' eta k' konstanteak ez direnez, orokorki

o ()
dr ), dr ),

dira. Zenbat balio dute deribatu horiek?

dkf
0, |—| =0 -
(dt L {4-3h

B behatzailearen iritziz, i’ {eta berdinJ eta k') biraka ari da, o abiadura angeluarraz.
Beraz, 4t denbora-tartean duen aldakuntza, alboko 4.5. irndian ageri dena da.

TIkus daitekeenez. d0 angelua bektore gisa hartuz, d8 (ikos 3.4, atala), honelaxe azal
dezakegu di’ bektorea,

{di"}y, = dOxi, (4 -32)
beraren modulua ondokoa izanik,

|d8 x i'| = d6-1-sino = RdS, (4-33)
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eta norabideari dagokionez, di’ bektorea, I' eta d8 bektoreek osatzen duten planoaren
perpendikularra izanik.

Berae,
(fi] —ggxi’—mxi' 4 - 34,
dt ), dtf ) (4~342)
Modu berean, _
(ﬂ-ﬂ] =@xj 4 — 34b)
dt j, I “-
(dk’) =pxk’ | 4 - 34¢
), : (4 - 34c)
dr’ .
eta ar delakoaren (4-29) adierazpenean ordezkatuz:
B
dr’ + ul' ar ’ L1s IS !
— =Y +rexi’+y oxji+ eaxk, (4-35)
&

eta emaitza hau (4—28)-ra eramanez,

dr dr’
il =vy=] — =V’+‘ﬂx xti)+ zw+ztk.r, _
(dt )a ( dt L ( 7 ) #-3)
Hau da, azkenean hauxe geratuko zaigu:

V=V +OXE. (4-31

Horixe da, beraz, higitzen ari den partikula puntual baten kasuan B eta B behatzaileck
neurtzen dituzten abiadura desberdinen arteko erlazioa.
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4.3.3. Azelerazioak

B hehatzaileak neurtzen duen azelerazioa hauxe da.

a—(fi) BECRNC L L @ - 38)
a ), a Ta Y a :
edo bestela idatzirik,

acd¥idyy 2y @ - 39)

= —1 3
dr~ dt i
B'behatzaileak hauge ikusten eta neurtzen du:
(dv’] dv.,, dv. dv.
= =
o

i+ i+ ——k". -
de’ dt dr ! dt 4 -40)

Erlaziona ditzagun B eta £ behatzaileen neurketak, Horretarako. lehenago lorturiko
abiaduren aricko (4-37} erlaziotik abiatuko gara. Kontsiders dezagun, ba, B behatzaileak
adierazpen horren atal biak deribatzen dituela,

(ﬂj _[d_v’) +{i(m><r’)] | 4-41
dt ), \dt ), Ldt . @-4b

eta, 0 konstantea dela csan dugunez,
&) ) =
dt Jy dt /, dt /) -4
dv’ .
(_v] = [i(vf.i’ +ulj+ vf,k’)] =
di ), Ldit )

i

dvl.,, dvl. o dv. | (di’) , [cfj') ,(a’k’
= —1V+—7+—K+v(— | +v, — | tv. =
dt dt et Ndt g, Thdt), \dt ],

=a’+ v oxi’+vloxj+vlaxk’ =a"+@x (vi.i’ +ul§ + vf,k’), 4-4%
{dv’) —a' +oxy’ (444
dt }, ' -8
Beraz, (4-36) cta (4--44) anrrcko (4-42) adierazpencan orderkatur,
a:[.(%) :[a’+m><v’]+[m><(v’+m><r’)]. (4 — 45)
ol iy

Alegia, azkenean honelaxe azal dezakegu puntu material baten higiduraren kasuan 8 eta B
behatzaileek neurturiko azelerazicen arteko erfazioa:

a=a’+ox{oxr)+2ox v’ (4 - 46)

Ohituraz. adierazpen horren bigarren atalean ageri diren gaici izen berezia cmaten
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zaie:
a: azelerazio ‘absolutua’,
a" azelerazio ‘erlatiboa’,
WX {@XxXry azelerazio zentripetua.
2oV Coriolis-en azelerazioa.

Dena den, berriro ere azpimarratu behar da, ‘absolutu’ eta ‘eriatibo’ adjektiboak arrazoi
historikoengatik sotlik gordetzen ditugula; izan ere, argi baitaukagu magnitude horien
guztien izaera erlatiboa.

4.4. HIGIDURA ERLATIBO OROKORRA

Aurretik aztertu ditugun higidura erlatibo biak —translazioduna eta biraketaduna— kasu
partikular edo bereziak dira. Horregatik, kasurik orokorrena aztertzez ere komeni zaigu.
Edozertara, maila honetarako korapilatsuegia gerta daitekeenez, lortzen diren emaitzak eta
planteamendu orokorra aztertuko ditugu soilik, azalpenaren xehetasunetan sartu gabe.

)
x

4.6, irndia. Higidura erlatibo orokorraren azterketari dagozkion erreferentzia-
-s1stemak.

Kasurik orokorrenean, B' behatzailea doaneko erreferentzia-sistemaren jaterria (OF)
transladatu egiten da B behatzailearekiko eta, halaber, O'x'y'7’ sistema biraka ari da B
behatzailearekiko, zertan konstantea izanik ez duen abiadura angeluarraz. Ondoko sisternak
definituko ditugu {4.6. irudia):

Oxyz : B behatzailea doaneko sistermna.

O'XYZ : Beronen ardatzak eta Oxyz sisternarenak paralelozk dira denbora osoan,
baina jatorria (')} higitzen ari da B behatzailearekiko, edozein ibilbide
edukinik. Sistema honetako behatzailea B; da, alegia, translazio paraleloz
ari da higitzen B behatzailearekiko.

Oxy7 : B’ behatzailea doaneko sisterna. O'XYZ sistemaren jatorri berbera du, baina
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biraka ari da harekiko, @ abiadura angeluarraz. Denetara, translazioa eta
birzketa ditu B behatzailearekiko.

B eta B' behatzaileek egiten dituzten netirketa zinematikoak, hurrenez hurren,
azentuatu gabe eta azentuaturik agertuko dira. Bi behatzaile horiek P puntu materialaren
higidura aztertzen ari dira zinematikoki. Neurtzen dituzten magnitude zinematikoen arteko
ertazioak, ondokoak direla froga daiteke:

r=R+r, {4 -47a)

v=V'+v +a@xr, (4 — 47b)
a=A+a +OxXr' +ox{exr)+2oxv. (4 -47¢)

Adierazpen horietan ageri diren letrek orain arteko esangura berbera dute. Bi sinbolo berri
daude, ondoko magnitudeak adieraziz:

A=—: O puntuak O puntuarekiko duen azelerazioa, hots, sistema erlatiboaren
dt translazio-azelerazioa, beraren jatorriart dagokiona.
. dey e . . . .
®= = =g O'x'v'7 sistemak (FXYZ sistemarekiko duen azelerazio angeluarra zeren,
t

kasu orokorrenean, ® ez baita konstantea.

Ekuazio horiek edozein bi behatzaileren neurketa zinematikoak erlazionatzeko balio
digute, Adibide gisa, translaziozko eta biraketazko kasuak, kasu honen kasu bereziak direla
ikusiko dugu.

4.4.1. Translaziodun kasua

Kasu honetan biraketarik ez dagoency, @ = 0 da eta, bestalde, translazioa uniformea
bada, A = 8. Beraz (4-47) ekuazioak honelaxe geratuko zaizkigu:

r=R+r, (4 — 48a)
v=V+v, (4 — 48b)
a=a’ (4 — 48¢)

Hots, Galileo-ren transformazioaren kasuan lortzen genituen adierazpen berberak.

4.4.2. Biraketa uniformedun kasna
Kasit honetan, sistermnek jatorri berbera dutela kontsideratu dugy, hots,
O=0" = R=0, V=0, A=6, {449

eta biraketa uniformea denez,

do_

w=ktea — d{—mzu:{}. (4350
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Beraz, adierazpen havek geratuko zaizkigu:

r=r, . . {4 —51a)
v=v +@xr, (4 -51b)
a=a’+ox{exri+2exy’. {4-51c)

4.4.3. Coriolis-en azelerazioa

Bukatzeko, iruzkin labur bat egingo dugu Coriolis-en azelerazican buruz. Aurrcko
orrialde batean esan dugunez, 2 x v' gaiart Coriolis-en azelerazioa deritzo. Definiziotik
bertatik ikus daitekeenez, biraka ari diren sistemekiko abiadura erlatiboa duten higiduren
kasuan kontsideratu behar da soilik.

Nolanahi ere, Lurrean bizi garenez, eta Lurra bere ardatzarekiko biraka ari dela
kontuan hartuta, Lurrean higitzen ari diren gorputzen kasuan, kontuan hartzekoa izango da
azelerazio hori. Hurrengo gaian partikularen dinamikaz hitz egitean ikusiko dugunez, Co-
riolis-en efektuak garrantzi handia edukiko du haizeen higiduretan, zikloi eta antizikloien
izaeran eta abarretan. Dena dela, awrrerago garatzeko utziko dugu puntu hor, eta orduan
ikusiko dugunez, partikularen dinamika sistema ez-inertzialetik azterizean, ‘Coriolis-en
indarra’ kontsideratu beharko dugu (horren definizioan aurkako zeinua erabiliz).






5. gaia

Mekanikaren printzipioak:
partikularen dinamika

Aurreko gaietan partikularen higiduraren deskripzicaz arduratu gara. Eta sistema desber-
dinen arteko erlazioak ere lortu ditugu. Hala ere, zinematikoki soilik aztertu dugu higidura,
hau da, higidura horren zergatikoez kezkatu gabe. Oraingo gai honetan, higiduraren
kausetaz arduratuko gara, han da, Dinamikaren arlean arituko gara. Eta elkarrekintzak
aztertuko ditugu, edo, beste hitz batez esateko, indarrak, Dinamika, azken batez, indarren
eta higidura-aldaketen arteko erlazioen azterketa baita.

Beraz, ‘Newton-en legeak’ izenaz ezagunak diren printzipioetatik abiatuko gara,
berorick Naturaren portacra mekanikoa hitz laburrez zehazten dutela kontuan izanda. Lege
horien erabilpen praktikorako, magnitude fisiko berriak definituko ditugu, hala nola
momentu lineala, indarra, momentu angeluarra.., gero magnitude horien bidez printzipicak
zehazki adierazteko, eta sistema mekanikoen eboluzio denboralari buruzko ondorio
dinamikoak atera ahal izateko. Halaber, zenbait higidura berezi aztertuko ditugu, indar
zentralen eraginpean sorfurikoa adibidez.

Dena dela, Newton-en formulazioa, berez, erreferentzia-sistema inertzialei dagokiela
esan behar da, eta mota horretakoak ez diren erreferentzia-sistemen kasuan aldaketa
garrantzitsuak egin behar direla. Horregatik, gaiaren azken ataletan erreferentzia-sistema
ez-inertzialak aztertuko ditegu, horretarako ‘inertzia-indarrak’ deritzenak formulazioan
sartuz, eta, amaitzeko, gu bizi gareneko Lurreko erreferentzia-sistemaren zenbait berezitasun
aipaturik.

5.1. INERTZIAREN PRINTZIPIOA (NEWTON-EN LEHEN LEGEA)

Printzipio hau eman baine lehen, partikula askea zer den definitu behar dugu. Labur esanik,
partikula askea inolako elkarrekintzarik pairatzen ez duen partikula dela esan dezakegu;
edo, beste era batera adierariz, baldin eta unibertsoko beste partikulen edozein aldaketak
partikula konkretu baten higidurari inolakeo eraginik sortzen ez badio, partikula hori askea
dela esango dugu.

Zehazki hitz eginez, unibertsoan ez dago partikula askerik, denen arteko elkarrekin-
tzak baitaude, txikiak badira ere. Gainera, partikula askeak ezin dirateke beha, zeren eta
edozein behaketatan behatzailearen eta partikularen arteko elkarrekintza baitago. Honela,
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ba, partikula askeak unibertsotik aparte egon behar du edo guztiz isolaturik. Dena den,
puntu teorike horick alde baters utzirik, praktikan partikuiz batzuk askeak balira bezala
kontsidera ditzakegu, haien gainean egiten diren elkarrckintzak arbuiagarriak baitira.
Oraingoz, ba, partikula askeak ezagunak dilugula kontsideratuko dugu, eta gerorako utziko
dugu partikula horiek zein diren aurkitzea.

Partikula askeen higiduran finkatuz, inertziaren printzipioa edo, beste era batera,
Newton-en lehenengo legea deritzona adieraziko dugu, Hauxe da:

« Partikule askeak abiadura konstantez higitzen dira erreferenrzia-sistenia
ineriziatekiko».

Beste modu balers esateko, partikula askeen azelerazioa nulua da sisterma inertzia-
lekiko. Edozein modutan, badakigu higidura gauza erlatiboa dela —aurrcko gaian aztertu
dogunez—-, eta horregatik sistema konkretu batetiko definitu beharko da, horrela gero beste
edozein sistemarekiko detinitu ahal izateko. Lehentxoago erreferentzia-sistema inertzialak
aipatu ditugu. Baina zer dira honek? Honelaxe definitu ohi dira:

«Erreferentzia-sistema inertzialak partikula aske batekin loturik eta biraketarik
gabe doazer sistemak dira».

Dena den, definizio bau ematean, gurpil ero bat sortu dugu, zeren partikula askez
sistema inertzial baten lagunizaz definitu baitugu, eta berau partikula aske bates laguntzaz.
Gurpi! ero hort eteteko bide bakarra, partikula aske bat aurkitzea edo sisterna inertzial bat
definitzea da. Horretarako, hitzarmen bat egin beharko dugu. Horixe da, hain zuzen erc,
hurrengo pauso gisa egingo duguna.

Gu Lurrean bizi gara, eta, dakigunez, Lurra biraka ari da bere ardatzaren inguruan.
Beraz, gurekin doan sistema ez da inertziala. Lehen sistema inertzial bat aurkitzeko izar
Jfinkoak deiturikoetara jo behar dogu. Badakigu izarrak bata bestetik oso urrun daudela.
Bestalde, Naturan ezagunak ditugun irispen handike bi elkarrekintzak —hau da, grabi-
tatearena eta eiektromagnetikoa— distamziaren karratuaren arabera txikiagotzen dira. Ho-
rrela, ba, izarrak partikula askeak balira bezala kontsidera ditzakegu, eta horixe da preses-
ki, hitzarmenez egiten dena, hots, izar finkoekin doan sistema inertziala dela onartzen da.
Hurbilketa hau oso ona da, zeren eta, gure ingurizkoen kasuan, galaxiaren zentroaren ingu-
ruan duten azelerazio zentripetua guztiz arbuiagarria baita. Eguzkia bera ere azelerazio oso
txikiz higitzen da galaxiaren zentroarekiko (3 X 10 cm/s2). Horrela, hurbilketa ona eginez,
partiknla asketzat jo dezakegu.

Modu horretan eginik, Eguzkiarekin joanik eta izar finkoekiko paraleloki higituz
doan sisterna {5, delakoa) inertziala dela onartuko dugu.

Lurrean ba ote dago sistema inertzialik? Jzatez, zehazki hitz eginez. Lurrarekin batera
doanik ez dage, zeren eta Lurrak Eguzkiaren inguruan duen higidura eliptikoa {ia-ia zirku-
larra) baita, eta beraz, azelerazio zemripetua du behintzat, ondcko baliokoa:

a. = 0,6 cnv/s?, Eguzkirantz. 5-1}
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5.1. irndiz. Eguzkiko sistema {5, eta Lurreko sistema paraleloz (S,).

Hala ere, hurbilketa batez, Lurreko S, sistema inertzialtzat har dezakegu. Fta zein da
S, sistema? §; sistema Lurrarekin batera higitzen da, baina beraren ardatzak S, sistemaren
ardatzen paraleloak dira etengabeki. Honela izan arren, S, sistema ez da inertziala, zeren
eta beraren jatorriak elipse bat deskribatzen baitu. Exzentrikotasun txikiko elipse hori
zitkunferentzia dela kontsideratuz (hau hurbilketa egoki xamarra da), eta sistema ez-iner-
tziala delako agertzen den indar zentrifugoa (F.) eta eguzkiaren erakarpenaz sortutako
indarra {F,} berdinak direla kontuan harturik, bi indar horiek existituko ez balira bezala lan
eginez gero, S, sistema inertziala dela esan dezakegu.

52. irudia. Lurreko 5y eta § sistemak. .

Honelatan, bi sistema kontsidera ditzakegu Lurrean. Bata §,, ‘geldi’ dagoena eta
inertziala dena, eta bestea, S(O'x'y'z"} lehenarekiko biraka ari dena eta, béraz, ez-inertziala.
Biraketaren abiadura angeluarra {0} egunean 25 radianekoa (bira oso bat) da, hots, beraren
moduluak = 7,27 - 107 rad - s balio du.

Edozein modutan, ikusi dugunez, sistema inertziala aukeratzean hurbilketa bat egin
dugu, sistemaren azelerazica arbuiatuz, Hurbilketa hori baliagarria izango da, zehaztasun-
-maila horrekin lan egitea nahikoa den kasuetan. Bestelg, azterketa zehatzago baten premia
edukike dugu. Horixe da, azken batez, Fisika osoan egiten dena. Adierazpen eta formula
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matematikoak errealitatearen hurbilketak dira. Fenomenoak hurbilketa horiekin ongi
ulertzen cta adierazten badira, aurrera. Zehaztasun handiagoa behar izanez gero, teoria
landuagua craiki behar.

Honelatan, ba, makinen higidura aztertzean, nahikoa da Lurrarekin doan sistema
{O'x'y'7") inertzialtzat hartzea; eta berdin gertatzen da irispen ixikiko proiektilen kasuan,
Hala ere, haizeen higidura {zikloiak, antizikloigk, haize-korronteak cia beste} azterizeko,
kontuan eduki behar da Lurraren hirakela-higidura, eta orduan ez du balie O'x'v'z' sistemia
inerizialtzat hartzeak; aitzitik, Oxyg sistema erc kontsideratu behar da.

5.1.1. Galileo-ren transformazioa eta inertziaren printzipioa

Aurreko galan ikusi genuenez, Galtleo-ren transformazioa transiazio uniformeko hi-
gidura erfatiboari dagokiona da. Kasu honetan hauxe dugu:

a=a" (5-2)

hau da, bi behatzaileek azelerazio berbera neurtzen dute. Demagun, adibidez. elkarrekiko
translazio hutsezko higidura duten bi behatraileetako bat sistema inertzial batean doala (2
behatzailea, kasu). Horrela bada, B behatzaileak a = 0 azelerazioaz ikusiko du higitzen
partikula aske bat. Baina asurrcko erlazica erabiliz, a’ = (¢ izange da. Beraz, B’ behatzaileak
erc uniformeki ikusiko du higitzen partikula askea; hortaz. B’ behatzailea ere inertziala da,
ela bera doancko sisterna ere inertziala izango da.

Bestelako hitz batzuen bidez esanez, sistema bat inertziala bada, berarekiko unifor-
meki transiadatzen diren beste sistema guztiak ere inertzialak dira.

5.2, MOMENTU LINEALA

Dinamikares munduan abiatzeko, magnitude berri bat behar dugu: momentu lincala.
Definizioz. momentu lincala masa cta abladura biderkatuz lortzen den magnitudea da:

p=my. (5-3)

Momentu lineala p letraz adierazi ohi da eta abizduraren norabide eta noranzko berberak
dituen bektore bat da, m > ( baita.

Mekanika Klasikoan masa {m) abiadurarekin aldatzen ez dela kontsideratwrko dugn,
hau da, partikulak bet masa berbera duela kontsideratuko dugu, pausaguncan dagoela zein
higituz doala. Egia esan, zehatz-mehatz, ez dakigu ‘masa’ delakos zer den. Partikulak
daukan “materiarekin’ erlazionatzen dugy, baina “materia’ bera zer den ez dakigu zehazki.
Dena den, parntikula baten masa partikularen ezaugarritzat hartuko dugu, eta Mekanika
Klasikoan ari garen bitartean, higideraren independentea dela kontsideratuko dogu. Frlati-
bitatearen Teoriaren srioan lan egitcan —hots abiadura handien kasuan— ordea, hipotest
hort ¢z da baliagarna izango. Dena den, gu Mckanika ez-erlatibistaren arloan ari garenez,
m konstantetzat joko dugu.

Beraz, momentu linealaren definizioan finkatuz, honeclaxe defini dezakegu aurreko
ataleko inertziaren printzipioa:
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«Partikula askeak momentu lineal konstantez higitzen dira sistema inertzia-
letan».

QOso baliagarria den printzipio hori partikula aske bakarraren kasuan eman ondoren,
partikula-sistermen kasurako orokortuko dugu hurrenge atalean.

5.3. MOMENTU LINEALAREN KONTSERBAZIOAREN PRINTZIPIOA

Kontsidera dezagun bi partikulaz osaturiko sistema isolatua; hots, partikula horiek ez dute
kanpo-indarren eraginik jasaten. Baina beren artean elkarrekintza dago. Beraz, ez dira
partikula askeak. Honela, kanpoko inertzia-sistema batekiko (IS-kiko) partikulen higidura
ez da uniformea izango, eta orokorki, ez da zuzena izango.

i
vi
A A
/ m
A AL
‘ s
\ €y
i
is !
2 v,
B

5.3. irudia. Bi panikulaz osaturiko sistemaren higidura.

5.3. irudian bi partikulen ibiibideak adierazi dira, bi aldiunetako posizioak bereziki
marraztuz. Hain zuzen, t aldiunean, 1 partikula A puntuan dage eta v, abiadura du; eta 2 par-
tikula B puntuan, v, abiaduraz higituz, Bestalde, ¢ aldiunean, 1 partikula A' puntuan dago
eta v', abiaduraz higitzen ari da; eta 2 partikula B puntuan dago v', abiaduraz higitzen.

Definizioz, bi partikulek osaturike sistemaren momentu lineala partikula bien
momentu linealen batura da. Beraz, bi aldiune horietan hauxe izango da:
11 P=p,+p, =myv, +mv,, (5-4)

!

t': P =p|+p)=myv]+m,V], 5-5
Ikus daitekeenez, adibide honetan m, eta m, masak konstanteak balira bezala hartu
ditugn. Esperimentalki egin diren proba guztietan ikusi denez, printzipio hau betetzen da:

«Partikula biek elkarren eragina baino pairatzen ez badute, hots, biek osaturiko
sistemaq isolaturik badago, sistemaren momentu linealak konstante dirau».

Esperimentuen emaitzetan oinarrituriko printzipio honi momentu linealaren koniser-
bazioaren printzipioa deritzo. Gainera, printzipio hau ez da soilik bi partikularen kasurako
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betetzen. edozein partikula-mulizoz osaturiko sisiema isolatuaren kasuan ere betetzen
baita, hots,

P:pr:p,+p2+“.+p‘.+.,.=ktea‘ (5 -6)

Esan dugunez, orain arte ezagunak diren fenomeno guztietan betetzen da printzipio
hori. Inoiz betetzen ez dela pentsatu izan da, baina uste oker hori fenomenoca ongl ez -
ezagutzearen ondorio zela ikusi izan da. Horrelakoa izan zen. adibide modura jarraian
azaiduko dugun kasua.

nukieoa

¥V antineutrinoa

5.4, irudia. #izpien sorreran ageri diren partikulak.

Demagun adibidez 8 izpien kasua. Nukleo batzuen desintegrazioan agertzen diren f
izpiak elektroiak dira, izatez. Dena den, Wilson-en ganberaren bidez, hondar-nukleoa eta
izpia norabide desberdinetan higitzen zirela neurtzen zen. Nola izan zitekeen hori? Sistermna
isclatu bat osatzen zutenez, momentu lineala kontserbatzeko, abiadura biek norabide
berekoak eta aurkako noranzkokoak izan behar zaten (baldin eta desintegrazioa baino
lehen nukleoa geldi bazegoen). Ez ote zen, ba, momentu linealaren kontserbazioaren
printzipica betetzen? Arrazoia ondokoa zen, ordea, desintegrazioan, ordura arte ¢zezaguna
zen partikula berri bat ere sortzen zela: antineutrinoa. Benetako erreakzioa hauxe zen:

naprte+ ¥, (5-1N

v delakoa antineutrinoa izanik. Antineutrinoaren momentu lineala kontuan hartuz, esan-
dako printzipioa ongi betetzen zela ikusi zen.

Sistemen momentu linealaren azterketan aurrera eginez, azier dezagun gehitxoago
partikula biren kasua:

P, + P = Kiea, {(5-8)
hots,
P+ P: =D + P2 5-9
eta hemendik,
P - P =P - P (5-10)

Ap, = ~Ap-. G-
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Dakusagunez, partikula bakoitzaren momentuaren aldakuntza agertzen da. Zergatik?
Partikulen artean elkarrekintza dagoelako, noski.

Azken adierazpen honek, masaren birdefinizie operazionala emateko balioko digu.
Hain zuzen,

Ap = A(mv) = mAv {5-12)

da, eta partikula bakoitzaren masa konstantetzat hartuz eta lehenago ikusi dugunaren
arabera,

mAY, = —hLAY,, {5-13)
mn, lAVEI
=—_—, (5 - ]4)
JAv,|

Azken formula honen arabera, m delakoa masa-unitatea baldin bada (edo masa
ezagun bat), erraz lortuko dugu m, masa, modu operazional batez.

5.4, INDAR KONTZEPTUAREN DEFINIZIOA:
NEWTON-EN BIGARREN ETA HIRUGARREN LEGEAK

Espazioan elkarrekin erlazionaturik dauden partikula asko egon arren, partikula bakar bat
aztertu nahi izaten da askotan. Orduan ez dira kontsideratu behar espazioko beste
partikulak. Baina, edozein modutan, horiek eragina dute partikula hartan. Eragin hori
matematikoki materializatzeko, indar izeneko magnitudea definitu ohi da.

Indar kontzeptua, momentu linealaren kontserbazioaren printzipiotik aterako duogu.
Har dezagun, ba, lehen pauso batean, lehengo bi partikulen kasua. Hain zuzen, (5-11) adie-
razpena kontuan edukiz, aldakuntza hori Af denbora-tariean gertatzen bada, ondokoa idatz
dezakegn,

Ap, __4p, (5-15)
At A’
eta limitean Ar — Oeginez, :
a __dp; (516}
At At .

Definizioz, denbora-unitateko partiknla batek duen momentu linealaren aldakuntzai,
edo, hobeki esateko, partikularen momentu linealaren denborarekiko deribatuati, indarra
deritzo. F ikurraz adierazi ohi da:

i 5
=—. - 17
” ( )
Ohar modura diogun ezen, lehen pauso batean behintzat, deribatua sistema inertzial batetik
egiten dela.

Izatez, definizio horri Newton-en bigarren legea deritzo. Baina segitu dugun proze-
" sua kontuan hartuz, legea baino areage definizioa dela aitortu behar dugu indarraren
definizio matematikoa, hain zuzen ere.
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Bestakde, masa konstante gisa hartuz,

d
F=M=m-—v-=ma. (5-18)
de dr
Ekunazie hau Dinamikaren oinarrian dage. Ekuazio bektoriala da eta, beraz, bekto-

rialki aplikatu behar da. [kus daitekeenez, bi modutara irakur daiteke:

— Partikula baten gainean indar batek eragitean, partikuia horrek azelerazio bat
pairatzen du, sistema inertzial batetik neunizean.

— Edo alderantziz esanik, partikula bat sistema inertzial batetik azelerazioz higitzen
tkusten bada, honexegatik da: partikula horren gainean indar batek eragiten
duelako.

Noski, F konstantea bada, a ere konstantea jzango da. Eta F = 0 bada (partikula askea
bada), a = & izango da, edo bestela esanik p = ktea izango da, hots, Newton-en lehenengo
legea agertuko zaigu.

Honelatan, bz, elkarrekintzaren kontzeptua nolabait konkretatzeko erabiltzen den
magnitudea baino ez da indarra. Partikulen arteko elkarrekintzak aztertzeko bestelako
magnitude batzuk ere erabili arren, hala nola energia potentzials, oraingoz, nahikoa izango
dugu indarra deiturikoarekin. Ikus daitekeenez, ‘indarra’ elkarrekintzari ematen zajon izen
teknikoa de. Indarrik ez badago, partikula askea dugu, elkarrekintzartk gabekoa.

Berriro ere bi partikularen kasura itzulita, emandako definizicaren arabera, 1 eta 2
partikulak batera kontsideratzen baditugu:

¥.,=-F,. (5-1%
F.: | partikularen gainean 2 partikuiak egiten duen indarra.
F.,: 2 partikularen gainean | partikulak egiten duen indarra.
Azken adierazpen honek Newton-en hirugarren legea deritzona azaltzen digu:

«Bi partikula elkarrekin interakzionatzean, lehenak bigarrenaren gainean sor-
tzen duen indarra, bigarrenak lehenaren gainean egiten duen indarraren berdina
da, baina aurkako noranzkoa du».

Sarri, lege honi gkzio-erreakzioaren legea deritzo. Gorputzen arteko ukipena dagoe-
rean, argi dago lege han; ordea, distantziarako indarren kasnan, lege hau elkarrekintzaren
seinaleak abiadura infinituz higitzen badira beteko da. Baina, dakigunez, seinaleen
abiadurak gorengo muga bat du: ¢, hutsean argiak duen abiadura. Horregatik, zehatz hitz
eginda, distantziarako indarren kasuan lege hau ez da betetzen, nahiz eta Mekanika
Klasikorako oso hurbilketa ona izan.

Masa batek beste masa askoren eragina jasaten badu, bakoitzaren eraginar (han da,
bakeitzak egiten dion indarrari) momentu Inealaren aldaketa dagokio. Honelako aldaketa
bakoitza F, sinboloaz adieraziko dugu.
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5.5. irndia, Partikula-sisteman partikula bakoitzak beste partikulen
elkarrekintza jasaten du.

Guztira, gainezarmenaren prinizipioan cinarrituz, honako momentu-aldaketa hau
jasaten du m masak:
d
}gzp,+Fz+F3+...=ZF,.=F. (5-20)
F delakeari indar erresultantea deritzo, eta indar guztien arteko batuketa bektorialaz
lortzen da.

5.5, UKIPEN-INDARRAK: INDAR NORMALA ETA MARRUSKADURA-INDARRA

Partikulen dinamikan, indarrek partikulen posizio bektore erlatiboen menpekotasuna dute.
Indarra elkarrekintza da, distantzia batera agertzen den elkarrekintza. Zehazki hitz eginez,
partikulek ez dute elkar ‘ukitu’ behar, beren arteko indarra ager dadin. Gehiago oraindik,
partikula bien artean ez da egongo ‘ukipen fisikorik’, distantziara sortzen den interakzioa
baizik. Honela, ba, atomoen artean indarrak sortzen dira, ‘ukitzen’ egon ez arren.

Gorputzen arteko ‘ukipena’ kontzeptu makroskopikoa da. Atomo eta molekulen
artean ez da beharrezkoa, eta horregatik, kasu horretan distantzia batera eragiten duten
indarrak kontsideratzen dira. Hala ere, gure giza zentzumenen mailara pasatzean, gure
begiek gorputz askok elkar ukitzen dutela ikusten dute. Ukitzean, ukipenean egotean,
etkarren aurkako indar bat sortzen da, bi gorputzak ukipenean daudeneko gainazalean.

Akzic-erreakzioaren printzipioaz, bi indar horiek berdinak dira moduluz eta norabidez,
baina aurkako noranzkoa dute. Honela B gorputzak A gorputzari F indarra egiten badio, A
gorputzak -F indarra egiten dio B gorputzari aldiune berean. Indarrok wkipen-indarrak
dira.
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5.6, irudia. Elkar vkiizen davden b gompuizen wteko indarrak.
Ukipen-indarrak bi psagairen bidez adieraz daitezke:

N: Osagai normala. Gainazalen perpendikularra da. Gorpuiz bakoitzak bestean
bere barnean sartzen ez uzteko jartzen dion eragozpenaren neurria da.

R: Ukipen-gainazalen ukitzailearen norabidea du. Atxikiduraren eta gainazalen
laztasunaren kausaz sortzen da. Marruskadura-indarra deritzo.

tkus dezagun bi osagal horien artean dagoen erlazioa zein den. Marruskadurak bi
gorputzen labaintze erlatiboaren aurka jokatzen du. Lehen ikustaldi batean, gainazalak
gurtiz leunak dircla pentsa dezakegu. Baina mikroskopioz begiratuz, gorabehera nabariak
dituztela ikusiko dugy, labaintzearen aurka jokatzen dutenak. Marruskadura deritzon feno-
menoa oso korapilatsua da eta estatistikoki aztertu behar da. Mikroskopikeki, marruskadu-
ra Van der Waals-en indarren kaunsaz gertatzen da. Horien kausaz, nkipen-puntuetan
‘soldadura hotzak® deritzenak agerizen dira eta honelako soldadura hotzak apurtzeko, inda-
rra cgin behar. Indar hori marruskadura-indarraren berdina da (baina aurkako noranzkoa
duena). Zenbait faktorek garranizi handia dute, kasurako, materialak zein diren, gainazalak
nela landurik davden {amaiera mikroskopikoa eduki behar da kontuan}, etab.

Edozein modutan, bi gainazal ezagun eta konkretu emanez, esperimentalki ikusi eta
frogatu dencz, vkipencan egonik erlatiboki higitzen hasi aurretik R indarrak har dezakeen
balio maximoearen eta N indarrasen artean proportzionaltasuna ageri da. Hain zuzen ere,

R<uN (5-21)

tdatz daitcke. Adierazpen horretan, g delako konstanteari marruskadura-koefizientea
deritzo, eta magnitude adimentsionala da, definizioz. Bestalde, R bekiorearen noranzkoa
beti da gorputza erlatiboki higitzen denckoaren edo higitzeko joera duenekoaren aurkakoa.

Adibide modura, 5.7. irudian zoru horizontalaren gainean higitzen art den gorpulzaren
kasua adierazi dugu. Bertan, v bektoreak gorputzak zoruarekiko duen abiadura adierazien
du, eta u, delakoak norazbide horretake bektore unitarioa. Ukipen-indarrari dagozkion
osagai normala eta marruskadura-indarra adierazi dira bertan, bai gorputzean eta bai zoruan
dituzten norabideak cta noranzkoak bercziki adieraziz.
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5.7. irudia. Elkar ukitzen egonik elkarrekiko higitzen ari diren gorputzetan
kontsideratu behar diren ykipen-indarrak.

Dena den. elkar ukitzen dauden gorputzak elkarrckiko higitzen an diren ula ¢z kon-
tuan edukirik, bi motatako marruskadura-koefizienteak kontsideratu behar ditugu:

5.5.1. Marruskadura-koefiziente estatikoa (i)

Bi gorputzak elkarrekiko geldirik daudenean agertzen dena. Izatez, y, koefizientea
gorputzak elkarrekiko higitzen hasten direnean definitzen da, aldiune honetan ‘soldadura
hotzak’ desegiten hasiko baitira. Limitera heldu aurretik, hots, oraindik higitzen hasi
awrretik bi gorputzak elkarrekiko geldi daudela, marruskadura txikiagoa da, eta, horregatik,
honelaxe adierazi ohi da beraren modulua:

R<uN. (5-22)

Kasu honetan R indarra higitzen hastean hartuko lukeen noranzkoaren aurkakoa da,
Ondoko puntu hau ulertzea garrantzitsua da: R = N marruskadura-indarraren balicaren
gorencko muga da, eta soilik kontsidera daiteke, gorputzen arteko oreka erlatiboa
apurtzeke unean. Oro har, oreka apurtzeko unean ez bagaude, R < u N izango da.

5.5.2. Marruskadura-koefiziente zinefikoa (ii,)
Gorputzak elkarrekiko higitzen ari direnean kontsideratu behar dena. Aurreko
adibidean esan dugunez,

R=-pNu,, | (5-23)
hemen u, abiaduraren norabideko bektore unitarica izanik. Koefiziente zinetikoa
koefiziente estatikoarekin konparatzean, orain arte esperimentuetan beti agertu izan denez,

Wil (3-24)

da. Azken honek ondokoa esan nahi du: gorputzak higiarazten hastea gehiago kostatzen
dela higituz daudela higitzen iraunaraztea bainc. Beste era batean esanda, lehenago aipatu-
riko soldadura hotzak apurtzea (hasieran pausagune erlatiboan egonik) geroko higidura
erlatiboa mantentzea baino gehiago kostatuko zaign,
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5.5.3. Adibidea

Marruskadura konizepiuak problemewsn nola crabiltecy diren ikusteko, adibide
modura era horretako problema baten ebazpena azaldako dugu.

«Demagun plano aldapatsu batean dagoen 1 kg-ko gorputs prismatiko bat {(kaxa
bar adibidez). Kaxa eta zoluaren arteko marruskadura-koefizienteak ondokook
dira: 4, = i, = 0,3,

a} Zein da plano horrek horizontalarekin osa dezakeen angelurik handiena,
mesa beres jaisten has ez dadin?

b) Kaxa gainean eta planocaren norabidean F = 1 N-eko goranzke indur bat
eginez, zein izange da angelurik handiena?

¢) Planca 45°-; alixatuz eta planoaren norabidean F = 1 N-eko goranzhe
indarra eginez, zein azelerazioz juitsiko da? »

5.8. irudia. Kaxa geld dapoeneko angelu maxinoari dagokion egoera,

a) Goiko 5.8. irudian ageri dira orekako muga-cgoeran dagozkion indarrak. Bestalde,
masak geldi egon behar duenez,

B =uN.
Eta angelurik handienean,
R =uN.

Bestalde, azelerazioa nulua da. Hortaz, indarren osagaiak adierazteko x eta y norabideak
hartuz,

x norabidean:  —mgsing + N =19,
v norabidean: N —mgcosa=0.
Hemendik.
—mgsing + iV =4,

lang = g — g =arctani = 16° 42,
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5.9. irudia. Gerantz 1 N-eko indarra egiteari dagokion oreka-angelu
maximoko egoera.

b} Bigarren kasuko egoera 5.9. irudian adierazi da. Kasu honetan,

R'=puN.

x norabidean:  uN'+ F -mgsing =0,
y norabidean: N - mgcosal =0,

o =22°19".

¢} Indatren adierazpenari dagokionez, 5.9. irudiaren antzekoak balio digu hirugarren
kasuan ere, &' = 45° eginez (" > ¢ baita). Oraingoan, ordea, a azelerazioa dugu x nora-
bidean, Beraz,

x norabidean:  R" + F - mg sing" = ma,
y norabidean:  -mgcosa” + N' =0,

Horren arabera:

N :I‘9,8cos45'——9,8i2_2— eta R'=uh\" =0‘3.9,3._\(2£.

Beraz,

ma=l-a= —9,8--\12—544 +(},3‘9,8‘% - a=-385m/s’.
Azelerazioaren zeinu negatiboak kaxa beherantz (x negatiborantz, alegia} doala esan
nahi du.

5.6. FLUIDOETAKO MARRUSKADURA-INDARRAK

Esperientziak frogatzen duenez, gorputz solido bat fluido baten bamean abiadura txikiz
higitzen denean, bertan higiduraren kontra sortzen den marruskadura-indarra abiaduraren
proportzionala da, norabide berekoa eta aurkako noranzkoa duena. Honela adieraz dezake-
gu marruskadura-indarra:
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F, =-knv. 5-25
Hemen ageri diren & eta 1 koefizienteek ondoko esangura dute:

— k detakoak gorputzaren eitearen menpekotasuna du, baita formarekiko higitzen
deneko norabidearena ere. Esferaren kasuan,

k = 67R. {5~ 26)

— Azken hori Stokes-en legea izenaz ezaguna da. k delakoa marruskadurari dugo-
kion eite-koefizientea da, eta ondoko dimentsio-ckuazioa du:

fkl=6rR]I=[RI=L, (5-2N
hots, luzeraren dimentsioak ditu,

— 1 delakoak barne-marruskadura adierazten du eta biskositate-koefizientea deritzo.
Beronen dimentsioak ondokoak dira:

[q]z[{;]z%ggzmuw—i, (5-728)

Ohar gisa ondokoa esan behar dugu: geroago, 13. gaian, fluidoaren biskositatea
adierazteko y letra erabiliko dugu, Fluidoen Mekanikan honela egiten baita. Hala
ere, hemea n7 ipini dugu aurreko kasuan sclidoen arteko marruskadura adierazten
duen pt fetrarekin ez nahasteko. Bestalde, biskostate-unitateak ondokoak dira:

— MKSA sisteman, kg-m-1-s ! edo N-s-m2,
— ¢gs sisteman, g -cm-! - $-1 = poise.
Erraz ikus daitekeenez:
lkg-m!'-s1=10g-cm1-s1= 10 poise. {5-29)
Biskositate-koefizienteak fluidoarer tenperaturaren menpekotasuna du:
=T {5-30)
Bestalde, likidoen kasuan, tenperatura igotzean biskositatea moteldu egiten da,
T =nd, {5-31
haina gasen kasuan tenperatura igotzean biskositatea areagotu egilen da:
1T = 7t. (5-32}
Biskositateaz informazio gehiago 13.2. atalean aurki daiteke.

Fluidoen barneko marruskadura nolakoa den ikusi ondoeren, interesgarria gerta daite-
ke higidura-ekuazioa nolakoa den aztertzea. Demagun gorputza F indarraren eraginpean
higitzen art dela. Bestalde, V abiaduraren kausaz, marruskadura sortzen da. Guztira
geratzen den indar erresultantea hauxe da:

ma=F - knv. {(5-3%
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5.10. irudia. Solido bat fluidoaren barnean higitzen.

Azter dezagun ekuazio horrek denborarekin duen eboluzioa. Pemagun F indarra
konstantea dela; hauxe da, adibidez, pisuaren eraginez atmosferan higitzen ari diren
gorputzen kasua, Orduan, F = mg (Arkimedes-en bultzada-indarra kontuan hartu gabe).
Demagun, halaber, lehen aldiunean v = 0 izan dela. Hasierako aldiunean,

knv=0 — ma-=F, (5-34)

eta, beraz, v handituz doa F-ren nora.bidean.

Denborarekin v handituz doanez, knv ere handituz doa, eta F-ren norabidea duenez,

Fknv (5-35)

indar erresultantea txikituz doa; eta F — knv = ma denez, azelerazioa ere txikiagotuz doa,
baina beti norabide eta noranzko berberaz; eta horregatik, v handituz doa.

£.11. irudia. Abiaduraren eboluzioa fluidoan, hasierako baldintza desber-
dinen kasuetan. a} tj, < v, denean. b) v, > v, denean,

Denborarekin (izatez, 1 — o egitean) F — knv = 0 egiten da. Orduan, a = { izango
litzateke eta v = ktea. Beraz, muga-abiadura bat dago, 1 — oo egiteari dagokiona eta
F - knyv, = 0 egiten duena hain zuzen ere,

Vo= (5 - 36)
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Lehen aldiuneko abiadura muga-abiadura baino txikiagoa bada, abiadura handituz
doa muga-abiadurara heldu arte, eta lehen aldiuneko abiadura muga-abiadura baino
handiagoa bada, abiadura motelduz doa muga-abiadurara heldu arte. Kasu bietan abiadurak
denborarekin duen aldakuntza 5.11. irudian adicrazi da.

Gorputza grabitatearen eraginpean iausten ari denean, Arkimedes-en goranzko
bultzada-indarra ere eduki behar da kontuan. [ndar hort ia arbuiagarria da airearen kasuan,
baina oso handia gerla daiteke likidoen kasuan.

B —

5.12. irudia. Fivido baten barnean bertikalki erortzen ari den gorpuiza.

5.12. irudian fluido baten barnean bertikalki erortzen ari den gorputz baten kasua
adierazi da. Kasu horretan F, flotazioaren kausazko goranzke indatra edo Arkimides-en
bultzada izanik,

F,=-mg, {5-37)

non m, delakoa ‘fluidoaren masa desplazatua’ den, alegia, gorputzak betetzen duen
bolumenean sartuko litzatekeen fluidoaren masa. Horrela, higidura-ekuazios hauxe da:

mg — nyg — knv = ma. (5-38)
Norabide bertikaleko osagaiak hartuz, erraz integra dezakegu ekuazioa,
dv v mdv !
m——z(m—m,-)g—knv - J ———-—-———-»zjdr, (5-39)
dr w[(m-m, g —kno]
eta horrela, lehenago 5.11. irudian adierazitako kurben ekuazioa lortuko dugu, hots,
m=m, A1, m,
v= l—e ™ |+u,e ™., {540
k7 g it

baita muga-abiadura ere, horretarake (5—40) adierazpenean ¢ -3 < eginez:

v,_=(i%:’—)g- (5-41)

Honetaz oso interesgarria da parakaidistenr kasua. Hain zuzen, erortzen ari diren bitartean.
gorputzaren eitea kontrolatuz (k delakoaren balioa, azken batez), muga-abiadura desberdi-

nak Jor baititzakete; horrela, airean daudela, higiduraren norabidea eta abiadura kontrolatu
eta bideratu ahal dituzte.
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5.7. MOMENTU ANGELUARRA

Magnitude berri hau oso lagungarriz gertatuko zaigu zenbait higiduraren dinamikaren
azterketan. Honako era honetan definitu ohi da, ¢ aldiunean r posizioan p momentu linealaz
higitzen ari den pastikula batek sistemaren jatorriarekiko (O puntutarekiko) duen momentu
angeluarra:

L, =rxp. (5 -42)
Hau da, partikularen posizio bektorea eta momentu lineala bektorialki biderkatzean lortzen
den magnitudea da ardatz-sistemaren jatorriarekiko momentu angeluarra {praktikan, ia beti
jatorriarekiko momentua definitzen denez, ez da azpindizerik jartzen). Osagaien bidez
honelaxe idatz daiteke:

i ;7 k| ] § K
L=ix ¥y z|=s[{x y 2z | (5 - 43)
Py p)- 2. mv_, va. mvz

5.13. irudia. Momentu angeluarraren definiziorako elementuak,

Azter dezagun magnitude honen balioza zenbait kasu berezitan.

5.7.1. Higidura laua

Lehenik eta behin ardatz-sistema egokia aukeratuko dugu {ikus 5.14. irudia). Oxy
planoa higidura gertatzen deneke z planca izango da, eta, bestetik, Oz ardatza, n-ren
perpendikularra. Honela eginik, r bektorea planoan egongo da, baita v bektorea ere.

Momentu angeluarra bai r-ren eta bai p-ren perpendikularra denez, L momentu ange-
luarra 7 planoaren perpendikularya izango da. Hots, L L 7, eta gainera L-k osagai bat izango
du seilik, Oz norabidean hain zuzen ere. Beste era batera esanda, L bektorearen norabideak
konstante iraungo du higiduran zehar.

Bestalde, 7 planocan erreferentzia-sistema polar bat aukeratuz gero, v abiadurak bi
osagai izango ditu (ikus 3.5. atala):

r

v_: osagai erradiala,
(544}

v, : zeharkako osagaia.
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5.14. irudia. Higidura lavko erreferentria-sistema eto momentu angeluarra.
QOsagai horien bidez era honetara azalduko dugu momentu angeluarra:
L=rxmly, +v,} (5 - 45)
Baina mr X v, = 8 da, reta v, elkarren paraleloak baitira. Honelatan. ba,
L=mrxv,. {546}

Ela v, eta r bektoreak z planoan kokaturik daudenez eta elkarren perpendikolarrak direnez,

L = mruk. {(5-47)
Eta 3.5. atalean tkusi genuenez,
ugzrijg. {(5-48)
&t
Azkenean hauxc dugu:
. dB
L=wmr —, (5-49)
di

5.15. irudia. Higidura sirkularreko momenty angeluaita eta abiadura
angeluarra.
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5.7.2. Higidura Zirkularra
Dakigunez, higidura honetan

V=OXT. {(5-50)

Beraz,

L=mrx{®Xr), (5-351)
eta r eta ® elkarren perpendikularrak izanik {ikus 5.13. imdia}, momentu angeluarraren
modulua ondokoa izange da:

L =muwr?. (5-352)

Norabidez, L eta @ elkarren paraleloak dira. Beraz, honelaxe idatz dezakegu:

L =mro. {5-33)
5.7.3. Momentu angeluarraren teorema

Tkusitako kasu ber¢ziak alde batera utzirik, momentu angelnarrak beste magnitude
batzuekin duen erlazioa aztertzen saiatuko gara, konkretuki, indarraren momentuarekin
duena.

Dakigunez {ikus 2. gaia), honela definitu ohi da indar batek erreferentzia-sistemaren
jatorriarekiko duen momentua:

T,=rxF. (5-54)

Kasu honetan sistemaren jatorriarekiko momentua kontsideratuke dugu beti, eta, horre-
gatik, ez dugu azpindizerik idatziko.

Zer erlazio dago T efa L magnitudeen artean? Hon ikusteko, kalkula dezagun momen-
tu angeluarraren denborarekiko deribatua.
dL. 4
Lo,
dr  dt

dar 4ap
Xpj=—Xp+rx-—, (5 -55)
B) dt P dt
Hemengo Iehenengo gaia nulua da, v eta p bektoreak elkarren paraleloak baitira. Bestalde,
erreferentzia-sistema ineriziala bada, Newion-en bigarren legearen arabera, dp/dt = F da
(zer esanik ez, sistema ez-inertzialen kasuan kontuan eduki beharko da puntu hau,
interpretazio oketrik ez egiteko). Beraz, hauxe geratuko zaigu:

£L—=1'><F='r. {3-56)
dt

Adierazpen hormri momentu angeluarraren teorema deritzo. Modu baliokide desberdinez
irakur daiteke. Batetik ondokoa esan dezakegu: «Partikula baten momentu angeluarraren
denborarekiko deribatua, beraren gainean eragiten ari den indarraren momentuaren ber-
dina da». Edo bestela esateko, «partikula baten gainean egiten den indarraren momen-
tuak, partikula horren momentu angeluarraren aldakuntza sortzen du». Zer esanik ez, mo-
mentu angeinarra eta indarraren momentua puntu berberarekiko kalkulatu behar dira, gure
kasuan erreferentzia-sistema irertzial baten jatorriarekiko.
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5.7.4. Momentu angeluarraren kontserbazioa

Iudarraren momentua natun'deneap, © = 8. poiko adierazpena sinplifikatu egiten da:

=0 — EI—'={) — L = ktea. (5-57
dt

Hauxe da, hain zuzen ere, momentu angeluarraren kontserbaziouren prinizipioa. hitzez
honelaxe azal dezakeguna: «Partikula buten gainean eragiten ari den indarraren
momentua nulua bada, partikula horren momentu angeluarrak konstante dirau». Kasu
honetan ere puntu berberarekiko momentuez ari gara hitz egiten, alegia, erreferentzia-siste-
ma inertzial baten jatorriarekikoez. Printzipioa beste era honetara ere azal dezakegu: «Par-
tikula baten momentu angeluarrak konstanie badirau, beraren gainean indarren momen-
turik ez du eragiten, edo eragiten ari diren indarren momeniug nulua da».

5.7.5. Higidura zuzen uniformea

Beste kasu berezi bat aipatzearren, ¥ = 0 kontsideratuko dugu. Batetik. higidura hori
ruzena da, azeleraziorik ez baitu, eta v bektorea konstantea da. Bestetik, jatorriarekiko
momentu angeluarra ere Konstantea denez, hots,

I. = myrsin@= muod = kica (5-58)

denez, argi ikus daiteke d hori ere konstantes dela, baina hori gauza agerikoa da, bilbidea
Zuzena batta {5.16. irudia).

5.16. irudia. ¥ = & denean, higidura zuzen uniformes duge.

Beraz, frogatzen aritu izan garen hori ez zen zertan frogaturik, bistakoa baitzen. Ala
ez’

5.8. INDARZENTRALAK

Puntu honetan, Naturan sarri ageri den kasu bat aztertuko dugu: indar zentralena. Tkusiko
dugunez, indar zentralen eraginpean gertatzen den higidurak berezitasun interesgarriak
ditu.
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5.17. irudia. Indar zentralak. Norabidea € puntutik pasatzen da.

Lehenik eta behin definitu egingo ditugu indar zentralak. Definizioz, indar zentralak
etengabe puntu finko bati zuzenduriko norabidea dutenak dira. Puntu hori indar-zentroa
deritzo, eta gehienetan, kalkuluak errazteko, bertan kokatzen da erreferentzia-sistemako
ardatzen jatorria (ikus 5.17. irudia).

Esan dugunez, erreferentzia-sistemaren jatorria indar-zentroan harturik, bistakoa
denez, indarraren momentua nufua izango da edozein aldiunetan:

t=rxF=0, (3-39)
zeren r eta F bektoreak elkarren paraleloak baitira.

Horrela izateak ondorio fisike interesgarriak ditu, zeren, momentu angeluarraren
kontserbazioaren printzipioaren arabera, cndokoa baitugu:

L = ktea. (5 - 60)

Eta L =r x mv denez, r eta L elkarren perpendikularrak dira. Bestalde, L delakoak norabide
konstantea duenez, r L L izateak r plano batean dagoela esan nahi du, L-ren perpendiku-
larra den eta indar-zentroa bere barnean daukan planoan hain zuzen ere.

Honelatan, ba, indar zentralen eraginpeko higidura laua da. Eta azterketa errazteko,
Ox eta Oy ardatzak plano horretan kontsideratuko ditugu (5.18. irudia). Gai honetan bertan
ikusi dugunez (5-58), higidura lauvaren kasuan,

L=mr—, 53 -61)

eta gainera L = kiea. Beraz,

298 e, (5-62)
dt
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5.18. irudia. lndar zentrales craginpeko higiduraren planoa.

Ikus dezagun konstante horren esangura zein den. 5.18. irudiko OPM triangeluak
ondeko azalera du {bigarren ordenako infinitesimoak arbuiatuz):

dA=—0OF-FP -—'%r-rdéi. (5-063

!
z

Hots, bigarren ordenako infinitesimoak arbulatuz, irudian marraziurik ageri den
azalerak balio hau du:

dA = 5 r’de. (564}
Eta dr elementuaz zatituz,
dA 1,249 e (5-65)
de 2 dt

Baina, zer esangura fisiko edo geomeiriko du dA/dr deribatuak? Arzalera-abiadura
edo ubladura areolar izenaz ezaguna da, posizio bektereak denbora-unitatean zapaltzen
ducn azalera adierazten baitu. Dakusagunez, ba, indar zentralen kusuan azalera-abiadurak
konstante iraungo du denborarekin. Izatez, horixe da Kepler-en bigarren legea (ikus 11.5.
atala).

Indar zentralen kasua Eguzkiaren eta planeten artekoa edo atomoko nukleoaren eta
elektroien artekoa da; hitz batez, bi gorputzen arteko problema adierazten duena.



Mekanikaren printzipicak: partikularen dinamika 119

T<

5.19. irudia. Ardatz-indarrak.

5.8.1. Ardatz-indarrak

Indar zentralen kasuaren jarraipen modura, bestelakoak diren ardatz-indarren kasua
ere aztertuko dugu (indar axialak ere baderitze). Kasu honetan, indarraren aplikazio-lerroa
beti pasatzen da ardatz finko batetik (5.19. irudia). Demagun ardatz hori Oz ardatza dela, O
puntua ardatz horretako edozein izanda. Ikus dezagun kasu honetan indarraren momentua
nolakoa den. Hain zuzen,

T=rxF (5 -66)

dela kentuan hartuz, eta une bakoitzean partikula eta Oz ardatza dauzkan # plano bertikala
kontsideratuz, bai r eta bai F plano horretan egongo dira. Horrela, T eta 7 planoa elkarren
perpendikularrak dira, eta noski T eta Oz ardatza ¢re elkarren perpendikularrak dira.

Beraz, T momentuak Oz ardatzean duen osagaia nulua da:

7,=0. {5-67)
Momentu angeluarraren teoremaren arabera,
dL
dt *
hots, Oz norabideko osagaia:
dL daL:
—_— =—=%= T = 0_ -
_ ( dt l dt : 5-69)

Adierazpen hori oso erabilgarria gertatzen da praktikan,
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N,

5.20. irudia. Molekuia biatomikoen kasua.

Adibide modura, diogun ezen ardatz-indarren kasua molekula biatomikoen
elektroiekin gertatzen dela. 5.20. irudias azaldu da indarrak nolakoak diren. N, eta N,
direlakoak molekula osatzen duten bi gtomoen nukleoak dira eta ¥, eta ¥, elektroi bati
egiten dizkioten indarrak. Guztira, elektroiaren gaineko indar erresultatea

F=F +F, (5 - 70)

da; hots, bien baturaz ardatz-indarra dugu. Tkus daitekeenez, bi indar zentralen bilketaz sor
daiteke ardatz-indarra.

5.9 SISTEMA EZ-INERTZIAJAK, INERTZJIA-INDARRAK

Zinematikaren arloan, eta konkretuki 4. gaian, edozein bi sistematatik eginiko behaketa
zinematikoen arteko erlazioak lortzen saiatu gara. Goazen orain Dinamikaren arlora, eta
demagun, sistema bietako bat inertziala dela. Gauzak konkretatzeko, har dezagun aurreko
gaiko 4.4. puntuan ageri den kasurik orokorrena (5.21. irudia). Azenturik gabeko sistema
inertziala dela kontsideratuko dugn. Bestea ez da ineriziala. noski. azelerazio desberdina
neurtzen baitu.

Lehenengo sisteman —azentugabekoan— zuzenki aplikatu ahal izango dugu New-
ton-en bigarren legea, inertziala da eta. Horl zuzentzat jorik, ikus dezagun orain nola
aplikatuko dituen Dipamikaren legeak, O'x'v'7 sistemna ¢z-inertzialean doan B’ behatraileak.

4.4, atalean artertu genuenez, behatzaile biek neurtzen dituzten azelerazioen artean
ondoko erlazioz dago:

A=a+A+@® Xr'+@x(@xr)+2mx v, (5-71y

Ikus dezagun, ba, nola aplikatzen dituzten Dinamikaren legeuak B eta B’ behatzaileek.
Newton-en legea aplikatzean, B behatzaileak erlazio hau idatziko du berak neurtzen duen
indarraren eta kontsideratu behar duen azelerazioaren artean:

F =na. (5.-72)
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5.21. irudia. Oxyz sistema inertziala da (S7}. O'x'y'z" sistema ez da inertziala
(SED.

B' behatzaileak neurtzen duenari (zinematika) dagokionez, partikularen azelerazioa
ondokoa izango da:

g=a-A- Xr-oxX(@xr}-20xv. (5-73)
Eta B' behatzaileak neurtzen duen higidura hori Newton-en bigarren legearen bitartez
azaldu nahi badu, ondoke ‘indarren’ eragina kontsideratu beharko du:

F=ma=ma—mA-—mdxm'— moOx{®xr)-2moxv. (5-74)

Azter ditzagun banan-banan indarrak:

L

ma"  Hauxe da sistema ez-inertzialean dagoen behatzaileak (B'-k) ‘ikusten’ duen
indar erresultantea;

ma =F' (5-75

ma: Behatzaile inertzialak ‘ikusten’ duen indar bakarra da (F = ma). Beste edozein
sistematatik —inertzial zein ez-inertzialetatik— ere ‘ikusten’ da edo kontside-
ratu behar da indar hau. Horregatik ‘benetako’ indarra dela esan ohi da.

Beraz, ma kenduta beste indar guztiak B' behatzaileak baino ez ditu ‘ikusten’ edo
‘hautematen’. Horregatik ‘indar irudikariak’ direla esaten da. Dena den, sistemaren
inertzialtasun gabeziaz sortzen direnez gero, gehienetan inertzia-indarrak deritze.

Inertzia-indarren artean, bereziki aipatzea merezi duten bi indar daude: Coriolis-en
indarra eta indar zentrifugoa.

—2mmO X v Coriolis-en indarra. Biraka (@) ari diren sistema ez-inertzialetan
higitzen ari diren gorputzetan {v'} ageri da.

-m® X {@ X'} Indar zentrifugoa. Honela deritzo, zeren biraketa-ardatzaren nora-
bide erradial, perpendikular eta kanpoalderanzkoa baita.
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Puntu honetara heldurik, argi utzi behar da zentrifugo eta zentripetu hitzen artean
dagoen desberdintasun eta erlazioa. Erabilizen diren kontzeptuak. indar zentrifugoa eta
azelerazio zentripetua dira, eta orain ikusiko dugunez, txanponaren bi aurpegiak dira,
nolabaiteko errealitatea ikuspuntu desberdinetatk adieraziz.

Indar zentrifugoa sistema ez-inerizialetan agertzen da edo. nahiago bada, bertako
dinamika Newton-en bigarren legearen bider ulertzeko kontsideratv behar da. Tnertzia-
-indar bat da; hots, sistema ez-inertzialetan agertzen da, Newtonen bigarren legea zuzenki
aplikatzean.

Higidura zirkularra aztertzean (3.4. atala), azelerazioak osagai normala duela ikusi
genuen, zeinari azelerazio zentripetun izena eman gemon, Izatez, gzelerazioa konizepin
zinematikoa da. Dena den, Dinamikaren artoan azelerazio hori sortzen duen indar bat
kontsideratu behar da, eta nolabait egitearren, azelerazio zentripetua sortzen duen indarrari
‘zentripetua’ izaera eman beharko genioke. Edozertara, higidura zirkularra sistema
inertzialean pertaizen bada, ohituraz €z da horrela egiten. Bestalde, indar hau ‘benetako’
indar bat da, eta beste sistema guztictatik ere kontsideratu beharko da.

5.22. irudia. Higidura zirkular uniformea, sistemna incrtzialetik ikusita.

5.9.1. Adibidea

Aurreko kontzeptuak argitzeko, adibide bat jarriko dugu. Demugun higidura zirkular
uniformea dugula. Azter dezagun, Jehenik, sisterna inertzial batetik {5.22, rudia). Partikula
v abiaduraz higitzen an da, ibiibide zirkularra osatuz. Heri posible izan dadin, partikulak
ondoko balioa duen azelerazio zentripetua eduki behar du:

)

az—mzRur:—U—u,. (5-76)
R
Eta hort sortzeko indar erradial zentripetu “benetakeak’ eragin beharko du:
F=z-m—u,. 5-7h

R

Har dezagun orain partikularen posizio bektoreari loturik doan sistema (5.23. irudia).
Sistema hau partikularekin biraka art da, @ abiaduraz (konstantea). Sistema honetan
partikula geldi dago x' = R, ¥ = 0 puntoan. Partikula orekan (2" = ) dago. Baina zein indar
ari dira eragiten?
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5£.23. irudia. Higidura zirkular uniformea, posizio bektoreari lotuta doan
sisterna ez-mertzialetik ikusita,

Orain, B' behatzailearen ikuspuntutik, batetik aurreko F benetako indarra kontsideratu
beharko dugu; baina oraingoan honelaxe adieraziko dugn:
02 . -

F= —m—Ei’, i"=u izanik, (5-78)

r

Bestetik, inertzia-indarra den indar zentrifugoa ere kontuan hartu beharko dugu:

F, =-mox{axr’). 5-79

Eta &y = wk denez (= wR izanik),

2
F, = —mwRi = m%i'. (5 - 80)

Azken batez, B' behatzaileak dakusana, hauxe da:
F+F, =0=ma’. (5 -81)

eta horrela Newton-en mekanika erabiliz, ondo uler dezake nola, beraren ustez, partikula
geldi dagoen.

5.10. LURRA ERREFERENTZIA-SISTEMA MODURA

Geai honetako 5.1. puntuan ikusi dugunez, Lutrarekin biraka doan sistemna —S'(Ox'y'z’)

delakoa— ez da inertziala. Hala ere, baldintza batzuetan 5,(Oxyz) sistema inerizialtzat har

dezakegula ikusi dugu (ikus 5.24. irudia). S, sistemaren jatorria Lurraren zentroan dago eta*
beraren ardatzak eguzkian finko daudenen ($.-ren} paraleloak dira.

&', delakoak S;-ten jatorri berbera du eta Oz ardatza Oz ardatz berbera da. Baina @
abiadura angeluarra (bira oso bat eguneko) du S, sistemarekiko. Gu, lurtarrok, 57, sisteman
gaude, izatez; P puntuan hain zuzen ere. Beraz, gure sistema ez da inertziala; hortaz,
inertzia-indarrak ere eduki beharko ditugu kontuan.
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5.24, irudia, | urrarekin baiera kontsidera ditzakegun bi sistemak: 8, sisteima
inertziala eta §, sistema ez-ineriziala.

Hala ere, P puntuan gaudenez. normalean ez dugu zuzenki 8 sistema erabiltzen. 5
sistemarekin batera higituz gure latitudeari cta luzers geografikoari dagokion sistema
berezia batzik. Normalki, ;' ardatz gisa, tekike bertikala hartu ohi dugu. Baina zein da
tokiko bertikalaren norabidea? Trudiko OP delakoa ote, hots, norabide erradialekoa ote da?
Tkusiko dugunez. ez.
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5.25. irndia. Tokiko bertikalarein ela grabiiate eraginkorraren definizioak.

Hizkuntza arruntean esaten denez, bertikala plomuak markaizen duen norabidea da.
Azter dezagun, ba, plomua §'; sistematik (5.25. irudiak). Bi indarrek cragiten dute plomua-
ren oreka lorizekor T delakoak, sokaren tenisioak alegia, eta mg pisuak. Baina zer da, prak-
tikan, ‘pisua’ deritzogun hori? Lurraren erakapen-indar hutsa? Jarraian tkusike dugunez.
pisua “grabitate craginkorra® deritzogun kontzepivnarekin dago lotuta.
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5.10.1. Grabitate eraginkorra
Idatz dezagun B’ behatzaileak erabili ohi duen Dinamikaren ekuazioa:

ma’ =F - mA -~ m@xr' - mox{®xr}-2mox v, (5-82)
Hemen, Lurraren higidura kontsideratuz,

A=0,
® =0, biraketa uniformea baita,

v' =1, §, sisteman plomua geldi baitago, (5-83)
a’ =0, §] sisteman plomua geidi baitago.
Beraz, plomua geldi dagoelarik,
¢=F - mayx{@mxr), (5-84)

non F delakoa ‘benetako’ indarren erresultantea den. Preseski, 5.25. irudian ikus daite-
keenez, bi indarrez osaturik dago:

F,: Lurraren erakarpen-indarra, grabitazio unibertsalaren eraginez sortua. Lurra
esferikotzat hartuz, zentroranzko norabidea du (ikus 5.25.c. irudia).

T: Sokaren tentsioa. Bertikalaren norabidea definitzen du, horixe baita plormuaren
sokaren norabidea.

Bestalde, —m® x (@ x r') delakoa gure sistemna inertziala ez delako ageri den indar
zentrifugoa da. Hots, (5-84) adierazpena honelaxe azal daiteke:

F,-mox{@xr)+T=0 (5-85)

Edozertara, 5.24.b. irudian ikus daitekeenez, plomua orekan dagoenez,

T +mg=0. (5-86)

Azken adierazpen biak elkarrekin konparaturik, era honetan defini dezakegu Lurreko puntu
bateko pisua: '

mg =F, — m@yx{®xr). (5-87)

Honek hauxe esan nahi du, alegia, grabitatearen indarra (mg) Lurraren erakarpen grabi-
tatorioaren (F,) eta indar zentrifugoaren (-m@x (@xr')) batuketaz sortzen dena dela.
Herrela definituriko g horri grabitate eraginkorra deritzo, eta guk ere horrela egingo dugu
hemen.

Hortaz, 5.25.c. irudian ikus daitekeenez, bertikala desbideratu egiten da pixkatxo bat
Lurraren erradioaren norabidetik, o angelua hain zuzen ere. Dena den, « angelua oso txikia
da, zeren eta, proportzican, F,-ren modulua 1000 baliokoa izanik, -m® x (@ X r') delakoa
¢ +5 tartean baitago Lurraren azalean. Horrela, lehen hurbilketa batean, tokiko bertikalak
Lurraren erradioaren norabidea duela esan ohi da.
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5.10.2. Coriplis-en indarraren eragina Lurrean

Aurreko kasuan (plomuarenean) gorputza Lurrarekiko geldi zegoeia (v' = ()
kontsideratu dugu. Baina higitzen ari bada, Coriolis-en indarra kontsideratu beharko da.

F,=-2mmxv. {(5-88)

Dakusagunez, F, eta v' elkarren perpendikularrak dira. Horrelatan, ba, Coriolis-en indarrak
desbideratu egiten ditu gorputzak beren norabide zuzenetik. Higidura horizontalari da-
gokionez, Ipar Hemisferioan higidura guztiak eskuinerantz desbideratzen dira Coriclis-en
indarraren kausaz; Hepo Hemisferioan, ordea, ezkerrerantz.

5.26. irudia. Antiziklcien eta depresioen egitura lpar Hemisierioan.

Arrazol honegatik, Ipar Hemisferioan antizikioien inguruko haizeak torlojuaren
noranzkoan higitzen dira. Zikloien edo depresioen ingurukoak alderantziz, noski (5.26.
irudia}.



6. gaia

Lana eta energia

Partikularen Dinamikarekin segiturik, gai honetan bestelako magnitude dinamikoak
aztertuko ditugn, higiduraren izaera eta eboluzioa hobeto ulertzen lagunduko digutenak.
Hain zuzen, partikularen eboluzio dinamikoan, denborarekiko integrala eginez bulkada
deritzon magnitodea definituko dugu eta espazioarekiko integrala eginez, lana. Ikusiko
dugunez, bulkada momentu linealarekin fotuta dago, eta lana energiarekin.

Lana definitu ondoren, denbora-unitatean egiten den lana aztertuke dugu, potentzia
alepia. Jarraian, indar berezi batzuei dagokien dinamika aztertuko dugu, indar kontser-
bakorrena hain zuzen. Energia zinetikoa eta potentziala definituz, sistemen eboluzioan hain
garrantzitsua den energia mekanikoaren kontserbazioaren printzipioa azalduko dugu.

Aipaturiko kontzeptuen aplikazio modura, indar zentralen eraginpeko higidura az-
tertuko dugu gero. Bukatzeko, indar ez-kontserbakorren aipamena egin eta sistema baten
oreka-posizioak energia potentzialaren izaerarekin duen lotura aztertuko dugu.

6.1. INDARRAREN BULKADA

Aurreko gaian esan dugunez, partikula batek bere kanpoko unibertsoarekin dituen e]karre-
kintzak indar terminoaz adierazi ditugu, eta indar kontzeptuaren definizioa Newton-en
bigarren legea dela ikusi dugu:

F=—. -
dr 6-1

Kasu batzvetan, indarrak denborarekiko duen aldaketa eta erlazioa ezagunak ditugu;
hots, indarraren denborarekiko aldakuntza,

F=F(), 6-2)

ezaguna da. Honela derean, ondoko prozesu matematikoa egin dezakegu. Lehenengo eta
. behin, dr denbora-tartean dagoen momentu linealaren aldaketa kalkula dezakegu:

dp=Fit. 6-3)
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Eta hori limite egokien artean integratuz:
1+
dp, = | Fdt. 6 -

Hemen (z,,p,) balioak lehen aldiuneko baidintzak dira, eta (1,p) edozein aldiunen dagozkio-
nak. Horien bidez:

P-Py= J:der =L {6-3)

Horrela definituriko magnitudeari bulkada deritzo eta I letraz adierazten da (bektorea da,
noski). Aurreko adierazpenean ikus daitekeenez, bestalde, «partikula baten momentu
linealaren aldakuntzaren baliou bulkadaren balioaren berdina da».

Honelatan, ba, F{(7} ezaguna dugun kasuetan, metodo honetaz ebaiz dezakegu pro-
blema, alegia, lehenik bulkada kalkulatuz, eta gero, buikadaren bidez momentu lineal
berria lortuz.

6.2. INDARRAREN LANA

Halz ere, gehienctan F(r) funtzioa ez da ezaguna. Askoz ere normalagoa izaten da indarren
eremua posizio bektorearen funtzioan ezaguizea, hots, ¥ = F(r) ezagutzea, r = xi + vj + zk
izanik. Homrelako kasuetan, bulkada erabili ordez, bestelako magnitude batzuk erabiltzea
komeni zaigu, hala nola lana eta energia. Goazen, ba, magnitude horiek banan-banan
definitzera eta kasu konkretuetan erabiltzera.

Z

< ¥

//J
A
1/ PP = ds

6.1, irudia, Lanaren definiziorako elementuak,

Lehenik, indar batek partikularen gainean eragitean egiten duen lana definituko dugu.
Demagun, F indarraren eraginpean higitzen ari den partikula bat. Partikuta horrek dr
desplazamendua du dr denbora-tartean. Bitartean, indarraren balioa F da, eta denbora-tarte
infinitesimal horretan konstantetzat har daiteke (6.1. trudia).

Definizioz, denbora-tarte horretan indarrak eginiko lan infinitesimala honako hau da:

dW=Fdr, 6-6)
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*

alegia, bi bektore horien arteko biderkadura eskalarra. Erraz ikus daitekeenez,

dW =Fds cos8  zeren ldri = ds baita. 6-7

Bi punturen arteko {(4-ren eta B-ren arteko} lan osoa bitartean egiter diren lan infinitesimal
guztien batuketa (kasu honetan, integrazioa) eginez lortzen da.

W= Efw - EF -dr. 6-8)

Hemen adierazitako integrala integral kurbilineca da; hots, partikularen ibilbidearen arabera
egin behar da, dr elementuak ibilbide horretakoak baitira. A eta B puntuak finkoak izanda,
ibilbide desberdina eginik emaitza desberdina lortuko da kasu orokorrean. Dena den,
geroago ikusiko dugunez, indar berezi batzuen kasuan, emaitzak soilik du A eta B puntuen
menpekotasuna eta ez du bien arteko ibilbidearen menpekotasunik. Indar horiek oso
interesgarriak izango dira eta bereziki aztertuko ditugu.

Emanike definizioaren arabera, F delakoa etengabe ibilbidearen perpendikularra
bada, indar horrek ez du lanik egiten.

9=§—>c059=0 — dW=0. 6-9)

Honelako zenbait adibide jar ditzakegu.

dr

6.2, irudia. Higidura zirknlar uniformean ez da lanik egiten.

Adibidez, higidura zirkular uniformearen kasuan, F eta dr perpendikularrak dira
ibilbideko puntu guztietan {6.2. irudia). Hortaz, indar horrek ez du lanik egiten.

Modu berean, gorputz bat gainazal lau baten gainean marruskadurarik gabe higitzen
bada, zoluak egiten duen indar bakarra normala da, eta horrek ez du lanik egiten, N eta dr
etengabe perpendikularrak baitira (6.3. irudia).

Lanaren definiziors itzulirik, ikus daitekeenez, F(r) ezaguna denean, erraz kalkula
daiteke indar horrek egiten duen lana. Lan hori honelaxe idazten da indarraren osagaien
funtzioan:

W= _[B(F,dx + Fdy+ F.dz). (6 - 10)

A
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dr v
R
777, 7/7/]77/77/7/'/_
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6.3, irndia. Osagat normalak ez du fanik egiten.

Puntu honi bukaera emateko, kontsidera dezagun partikula horren gainean indar
askok eragiten dutela, eia katkula dezagun guztien artean egiten duten lana, indarven
erresultantearen funtziocan. Obar gisa diogun ezen, puntu material baten dinamika aztertzen
ari garenez, indar guztiak konkurrenteak direla

Gainezarmenaren printzipioaren arabera, lan osoa indar guztiek egiten dituzien lanen
batura izango da:

] " ;]
W:-{FI-dr+JF2-dr+JF3-dr+... 6-11)
A A A

Partikula bakarra denez, higidura ere bikarra da, cta indar guztiak biderkatur ageni den
dr desplazamendua bakarra eta guztientzat berbera da. Faktore komuna aterata,

B B
W:j(F,+F3+I*‘]+...)vdr:.)‘F-dr, 6-12)
L A

bertan

i
F=F+F+F+.=YF (6 - 13)
il

delakoa indar erresultanteq izanik. Honelatan, ba, indar askok batera partikula batean
egiten duten lana, beraien erresultanteak egiten duen lanaren berdina dela esan dezakegu.

6.3. POTENTZIA

Indar batek egiten duen lana zein den jakitea interesgarri bada ere, horrekin batera, lan hori
zenbat denboratan egiten den jakitea ere komeni da, edo eta lana zein bizkortasunez egiten
den. Horretarako, lana eta denbora batera adierazten dituen magnitude bat erabiltzen da:
potentzia,

Definizioz, aldiuneko potentzia indarrak egiten duen lanaren denborarekiko deribatua
da, hots:

_dw

P .
dt

(6-14)
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Definizio horretan finkatuz, eta dW = F - dr denez,

P=F —=F-v. 6-15
i

Hitz batez, potentzia indarraren eta abiaduraren biderketa eskalarraz lortzen da. Bestalde, ¢
denbora-tartean egiten den batez besteko potentzia, { P}, hauxe da:

=Y 6-16)

Lanaren eta potentziaren dimentsio-ekuazicak eta unitateak 6.1. taulan ager dira.

6.1. Tanla
Dimentsio Unitateak
tsio- Baliokidetasunak
-ek
ekuazioak _MKS Bestelakoak
sistema

Lana (W] - [F1 {dr] joule (I} kifowatt - ordu
1kWh=36x10°])
wo [ IWI=MLPT? | (Nm) (kWh)

- - 3

P IP] - MLZ'I\—S (N m J) zaldipotentzia
(ZP edo HP) 1 ZP=735W

6.4. ENERGIA ZINETIKOA

Kalkula dezagun indar batek puntu biren artean egiten duen lana, baina indarra ipini ordez,
Newton-en bigarren legearen beste atala ipiniz, alegta, masaren eta azelerazioaren arteko
biderkadura. Lehenago ikusi dugunez, definizioz,

B
W=JF-dr. 6-17)
A
Baina erreferentzia-sistema inertziala bada,
dv )
F=m—; (6-18)
mdz
beraz,
B 8 ]
W=IF-dr=j mgl-vd::"‘ i(lmv-v)dx,
4 A dt Aadri2
Y O PR S
W= Emv :—mvs—gmvﬁ. 6-19)

A 2
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Emaitza horl konuan harturik, magnitude berri bat definituko dugu: energia zinetikoa.
Definizioz, t aldivnean partikala batek duen energia zinctikoa (£} honelaxe jortzen den
g iitudea da:

E, =lm\f~v::—imuz, (06— 2h

i -

Tkus daitckecnez, beronen dimentsioak. lanarenak dira:

(Ei_lz{%mvz}zmlf"f"-_ 6- 21

Bestalde, emandako definizioa lehengo adierazpenera pasatuy.,

i
w= | D by E (6 22)
At ' '

Beraz, arken adicraspen han irakurnz. ondokoa esan devakegu: «Gorputs baten guinean
egiten den fana gorpua? horven energia Zinetikoa emendaizeko erabilizen da». Edo bestela
esanik: «Gorpuis baten gainean lana egitean, gorputl horven energia Sinetikou aldais
eriten du».

Puntu honetara heldurik, konparatu egingo dituge azken ondorio horiek, bulkada
aztertzean lorutakoekin, hots:

W=£,-F, Hemen espazioarckiko aldukuniza adicrazien da. F = Fir) czagona
dugunean erabittzen di. Nahiz eta rir) izan. kasu honetan cz da
menpekotasun hori esplizituks jartzen eta horrela, ndarra osagai
esparialen funtzioan azaltzen da. Ibilbideko bi punturen arican
gertatzen da.

I=p-p, Hxura berdinsukoa da, baina denborarckiko aldakuntza adierazien
du. ¥ = F(r} czaguna duguncan erabilizekoa.

Dena den, gehienetan F(r) ezaguna da, eta horregatik, encrgia zinetikoaren kontzeptua oso
baliagartia gertatzen da prakiikan,

6.5. ENERGIA POTENTZIALA

Punty honetan indar berezs batzuk aztertuko diwgu: indar koniserbakorrak. Horretarako,
horien definiziotk hasiko gara, Indaren ercimu bat Kontserbakorra dela esaten da. baldin
cta soilik baldin indarrak egiten duen lana B (x.v.2) funizio eskalar batek hasierako eta bu-
Kaerako puntoen artcan ducn alduketaren hider adierazi ahal bada. Definizioaren arabera,
indar kontserbakorren kasuan honelaxe azal daiteke bi punturen arteko lana:

B
W= J Frydr=£,, K, (6 -23)
b

E, delako tuntzio eshalar hortt energia poteitZicla deritzo,

tkus daitekeenez, indar kontserbakorren kasuan, Tana A eta B puntuetan £, funizioak
hurtzen duen baliosz kafkulatzen da. Beraz, egindako lanak ez du ibilitako bidearen
menpekotesamk, hasierako eta bukaerako puntuena baizik (6.4 .2 irudia). hav da:
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B 5 B
jF-dr:IFdr:jF-dr. (6—-24)
A A 4
— o ——

{1 (2} {3}

A
1
I
A B
2 B 2
a b

6.4, irudia. 2) Lana kalkulatzeko bide desberdinak. by Indar kontserbakomen
kasuan, ibilbide itxian, guztira, ez da lanik egiten.

Berez, energia potentzialaren balica konstante batez indeterminaturik dago, zeren
lana bi puntutako energiaren kenketaz lortzen baita, hots,

E, =E(xy2)+K, (6 - 25)

W=(E,+K) —{E,+K) =E,,~E,; (6 - 26)

Konstante horrek balio desberdinak eduki ditzake, energia potentzialen zere maila non
aukeratzen den kontuan hartuta. '

Bestalde, integraziorake ibilbidea itxia denean, hau da, A puntutik irten eta A puntura
heltzen bada (6.4.b. irudia), guztira ez da lanik egiten, indarrak kontserbakor direnean. Ikus
dezagun horren azalpena, aurreko (6-24) adierazpena erabiliz:

B A B B
§F-dr=[Fodr+ [F-ar=[F-ar-[F-ar=o0. (6-27)
A & A A
0y 12} i 3]
Beraz, puntu hor argi dago indar kontserbakorrei dagokienez.

Praktikan, marruskadura edo igurtzimenduzko indarrak eta Magnetikan agertzen
direnak kenduta, besteak koniserbakorrak direla esan dezakegu. Horregatik, oso baliagarria
gertatzen da energia potentziala,

0.6. ENERGIA MEKANIKOAREN KONTSERBAZIOA

6.4. atalean ikusi dugunez, partikula baten gainean eragiten duen indar erresultantea
edozein motatakoa izanik ere, beti betetzen da honako hau:

B
jpdrza_,,—gm. (6-28)
A
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Bestetik, 6.5, atalean azaldu denez, F indarra kontserbakorra denean,
A
_LF dr=E,,—E,,. (629

Horrelatan, ba, higitzen art den partikuia baten gaineko indar erresultuntea kontserbuko-
rra bada {eta soilik kasu honetan), hauxe idatz dezakegu ibilbideko edozein puntu biren
artean:

Eas-E .= E_-:,,-\ = Ep,H' {6-3M
ER.B + Ep_B = ELA - Ep..at‘ (6 - 3])
(B, + E;,)J1 =(E, + Ei__)n. (6 -32)

E = E, + E, delako mugnitudeari energia mekanikoa deritzo, eta 1 aldiunean P(x.y.c}
puntusn v abiaduraz higitzen ari den m masadun partikularen kasuan, balio hau du:

E:%mvz +E (x.7,2). (6-33)

Indarrak kontserbakorrak direnean, partikularen energia mekanikoak balio berbera du
ibilbideke puntu guztietan, hau da, encrgia mekanikozk konstante dirau denboran zehar.
Hortik datorkie, hain zuzen, ‘kontserbakor’ izena.

Hemen, E, deiakoak ercmu kontserbakor batean partikulak duen energia poteniziala
adierazten du. Hurrengo gaian ikusiko dugunez, partikula-sistemen dinamika aztertzean.
beste gai bat ere eduki beharko dugu kontuan, barne-energia deritzona, sistemaren barnean
eragiten duten indarrek sorturikoa.

6.7. EREMU ESKAILARRAREN GRADIENTEA

Energia poteniziala definity ondoren, Fisikaren hizkuntza matematikoan oso baliagarria
gertatuko zaigu funtzio cskalar baten gradientea zer den adieraztea.

Lehenik etz behin eremu eskalarra definituke dugu. Espazioko puniu bakoitzean
balio eskatarra duen funizio bat {V) kontsideratuko dugu. Funtzio horrek puntuaren posizio
bektorearen menpekotasuna badu, espazioan eremu eskalar bat dugula esango dugu,
honelaxe adieraziko duguna:

V=¥{ri=Vxr o (6-34)

Espazioko puntu bakoitzean, eremu eskalar horren gradientea defini daiteke
matematikoki, ondokao eragiketak eginez:

gy, gV, oV
radV=vvV=—i+ —j+ -
g o g ) oz

k. (6 - 35)
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Tkus daitekeenez, gradientea espazioko puntu bakoitzean definitzen den bekiore bat
da, Nabla (V) izeneko eragilearen bidez, eragile hori eremu eskalarrari aplikatuz, eremu
bektorial bat lortzen da. Hain justu, V eragilea honela adierazi ohi da era sinbolikoan:

d d g

Vei—+j—+k—, -
lax * dy oz 6-36)

eta gure kasu honetan ¥ funtzioari aplikatuko zaio.

Ikus dezagun orain, gradienteak duen esangura fisikoa zein den. Definizioaren
arabera, puntu bakoitzeko gradientea bektore bat da. Nolakoa den ikusieko, beraren modu-
lua, norabidea eta noranzkoa zehaztu beharko ditugu. Horretarako, kalkula dezagun lehenik,
bi puntu infinituki hurbilen artean V funtzioak duen aldakuntza, £V alegia (6.5. irudia).

¥y
x av=¥,-y,

6.5. irudia. Bi puntu hurbilen arteko potentziai-diferentzia.

dV:%—zzz—:dx+%dy+%§dL 6-37)
Baina bestalde
gradV:VV:%Ei+3—:j+%§k efa dr=dxi+dyj+dzk (6 - 38)
dira. Beraz, honelaxe idatzi ahalko dugu {6-37):
dV = gradV - dr. 6-39)

Honetan finkatuz, gradientearen norabidea kalkulatuko dugu. Kontsidera ditzagun espa-
zioan ondoko gainazalak:
W(x,y,x) = ktea, (6 —40)

Konstantearen balio bakoitzeko, gainazat bat dugu. Gainazal horiei sestra-gainazalak edo’
gainazal ekipotentzialak deritze.
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6.4, irudia. Gradicatea puinazal eKipoentzialen perpendikularm da.

Kontsidera ditzagun horrelako gainazal batcan dauden bi puntu, 1 cta 2 (ikus 6.6.
trudia). Gainazal berekoak direncz, bien arteko &V nulua da. cta, ondorioz:

dV=0=gradV dr. (6—41)
Bestalde, orokorki,

gradV=0 cla drz0 {6 —42)

dira. Beraz. (6-41) bete dadin, gradV cto dr bektoreek elkarren perpendikularrak 1zan
beharko dute. Hortaz, puntu batean gradienteak duen norabidea. puntu beretik pasatzen den
gainazal cKipotentzialaren perpendikularra da.

Kalkula dezagun orain gradientearen moduluy. Demagun u norabidean lerrokaturik
dauden bi puntu oso hurbil, 1 eta 2 (ikus 6.7 irudia). Bien artcko posizio bektorea

dr = dsu (6-43)
da, u delakoa bektore unitarioa izanik. noski (6.7.4.). Kasu horretan,

dV = gradV - dsu = (gradV - u)ds. (6 —44)

f—:;\i_ = gradV - u = |gradV|cos 6. (6 —45)

Horrela definituriko dVids delakoa. u norabidean eginiko norabide-deribatua da. Bestalde,
(6-45) adicrazpenetik ikus daitekeenez, beraren balio maximoa cos8 = 1 denean lortuko da,
eta orduan hauxe izango da:

iy
(L-) = |grad ). (G- 46)

ely
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X a b

6.7. irudia. a) Bi puntu osc hurbilen arteko aldzkeia. b} Gradientearen
norabidea norabide-deribatu maximoari dagokiona da.

Ikus dezakegunez, norabide-deribatuak edo deribatu direkzionalak norabide horretan
gradienteak duen proiekzioaren {gradV-u) balioa du. Horrela, gradientearen modulua
norabide-deribatu handienaren berdina da; edo, beste modu batera esanik, «norabide-
deribaty maximea gainazal ekipotentziolen perpendikularraren norabidean lortzen da, eta
beraren balioa gradientearen moduluarenq da».

Honela, ba, gradientea era honetakoa da;

~ Gradientearen norabidea gainazal ekipotentzialen perpendikularra da.
— Noranzkoa, potentzialak haziz doazenekoa.

- Eta modulua, norabide-deribatu maximoarena.

Gradientearen esangura fisikoa azaldu ondoren, Fisikaren elementu matematiko gisa duen
garrantzia aipatuko dugu. Energia poteniziala definitzean, eremu kontserbakorrak erabili
ditugu. Orain hauxe esanen dugu: «indarren eremua kontserbakorra izan dadin, baldintza
beharrezko eta nahikoa da indarra eremu potentzial baten gradientea izatea», hots,

F=gradV {6 -47)
izatea.
Guk ez dugu hemen frogatuko baldintza beharrezkoa denik, maila honetarako

gehiegitxo gerta ez dadin. Dena den, erraz froga daiteke baldintza nahikoa dela. Hara!
F = gradV baldin bada,

i) B :
der:_[gradV-dr:J.dV:vg-z’;. (6 48)
A A A

Beraz, F = gradV bada, lanak cz du ibilbidearen menpekotasunik, ibilbidearen muturren
menpekotasun soila edukiz. Beraz, indarren eremua kontserbakorra da, frogatu nahi
genuenez.

Fisikaren arloan, F = gradV egin beharrean, F = —gradE, egiteko ohitura dago, gero
energia mekanikoa energia zinetikoaren eta energia potentzialaren batura izan dadin. Zer
esanik ez, horrek ez du esangurarik aldatzen, zeinu kontua hitzarmen bat baita.



Fisika Orokoira

6.7.1. Adibideak

Aurrera segitu baino lehen, gradientearen kontzeptua zerbait finkatzeko, adibide pare

bat cbatziko ditugu.

1. «Grabitatearen kausaz jasaten dugun indarra ¥ = —mgk dela eta grabitatearen
indar-eremut komtserbakorra dela kortuan hartuz, zein da indar hori sortzen duen

energia poteniziala?».

Erraz tkus daitckeencz, energia potentzialak

E=mg:+ K {6— 4%

izan behar du, zeren, horrela eginik,

F = -gradf, = —-mgk {6 — 30}

baita; alegia, indar egokia lor baitezakegu.

2. «Demagun V = X2y} delako eremu potentziala.
a) Lor bedi beraren gradienrea edozein puntatan.
b) Zein da (1.0, 1) puntuko gradientea?
¢) Zein da V-ren deribatua 21 + 2j + k norabidean’?
d) Zenbat balio du devibati horrek {1, 0, 1) puniuan? »
aj
av ., ov

gradV = %i+ a—‘_J ?k =2xy2 it i+ vk

by (1, 0, 1) puntuzn

gradvV=0i+j+0k =}
¢) Lehenik, norabide horretako bektors unitarioa katkulatuko dugu:
2i+2j+k 2, 2.1

RSN

—i+—j+—-k
3 3" 3

Eta atal honetan ikasitakoa aplikatuz,

v 4 2 . 3
7 =gradV . u=— x)'z" +—=x"7 + xl);z‘.
Y

(d_"] _2
ds Joey 3 .

dy(1, 0. 1) puntuan
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6.8. INDAR ZENTRAL KONTSERBAKORREN ERAGINPEKO HIGIDURA

Kasu honetan, kontserbazio-printzipioak eta energiaren definizioak erabiliz, partikulen hi-
gidura aztertu nahi dugu. Bi pausotan egingo dugu azterketa: lehenik, dimentsio bakarreko
problema batean, eta bigarrenik, plano batean, hots, bi dimentsiotan {(kontuan har ezen
indar zentralen eraginpean sortzen den higidura laua dela; horretaz, tkus 5.7, atala). Dena
den, ikusiko dugunez, bi problema desberdin aztertuko ditugu, izatez. Lehena, problema
unidimentsionala izango da, partikula norabide bakarrean higi daitekeen kasukoa. Biga-
rrena, hiru dimentsiotan higi daitekeen partikularen problema da; baing 5.7. atalean esan
dugunez, izatez, higidura hori planoan gertatzen da, bi dimentsiotan alegia. Bigarren pro-
blema hau planeten higidurari dagekiona da.

6.8.1, Higidura unidimentsional koniserbakorra

Has gaitezen, ba, higidura zuzen kontserbakorra aztertzen. Dimentsio bakar bat
kontsideratuko dugu, x delakoa (6.8. irudia).

E(x)

6.8. irndia. Higidvura unidimentsional kontserbakorra,

Indarren eremua kontserbakorra bada, eremu potentzial bat egongo da, E,(x),

F = -gradE, (6-51)
egiteko modukoa; bestalde, norabide bakarra dugunez,
Fe-Ley 6-52)
dx

Indarra kontserbakorra izanik, energia mekanikoa kontserbatu egingo da, hots,

E=Ek+5p=%mu2 +E () = ktea, 6-53)
eta abiadura posizioaren deribatua dela kontuan hartuz, honako hau dugi;
1 {dxY
E=—m— | +E,{x}, 6-54
2 m( dt ) o2) (6-34)

dx

= \];[5 - E,(x)] (6-55)
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Ekuario diferentzial hori integratzeko, lehenik banandu eginpo ditugn aldaguiak.

e
— =t {6 - 2b)

20
. mlh— £,(x)|

eta. ondoren, baldintza egokiak thosierakoak eta edozein aldiunctakoak) ipiniz, iategratu
egingo duge ckuarzion, posizicaren ebolurio denborala lortzeko:

'r —erjgir:r—:l], . {6 -57)

2 _ 3
. [£-F,(x)]

Modu hotretan. ebatzirik gerate da problema teorikoki. zeren eta, izatez. aurreko
adierazpenean x = x{#) lortu baitugu.

Homelatan. ba. energia mekanikoa (E). energia potentziala E (x) eta hasicrako bal-
dintzak (r,, ) ezagutuz, guztiz chatzink geratuko da problema. zeren, v = x{f) ezagutuz
gero, erraz kalkula baititzakegu edozein aldiunctako abiadura eta azelerazioa (indarra
zuzenki ere ezaguna dugy, £ -ren bidez).

Problema unidimentsional hori analitikoki ebaiz) ondoren. goazen orain grafikoki

arferizera. Horretarako energia potentzialaren grafikoa crabiliko dugu. Thus dezagun nola
cgiten den.

E+

0 FPFr

Ea3

6.9, irudia. Higidura usidimentsional kontserbakorraren adieraspen
erafikua, energia potentziakuen Kurbaren bidez.

Alboko 6.9, irudiun ondokoak adicraz ditugu: abzisetan partikularen posizioa ela
ordenatuetan encrgia (£ (1} kurba cta £ cnergia mekaniko osoa).
Zer adierazten du trudiko elementu bakoitzak partikula P puntuan dagoenean?

- O puntua — indarren zentroa.

- 0P =x.
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PA=E(x) — energiapotentziala.
- PB=F —  energia mekaniko osoa.
- AB=E(x) — energiazinetikoa, v=.{2E, /m.

dE .
-~ F=——Lj=-tanei.
dx

6.9. irudiko kasu honetan tan o > 0 denez, F indarra negatiboa izango da, hots, indar-
-zentroranzke indar erzkarlea dugu. Elementu horien interpretazioan finkatuz, higidura
nolakoa izanen den ikus dezakegu.

Adibidez, partikula ezin egon daiteke P' puntuan, zeren eta kasu honetan E, > F
denez, energia zinetikoa negatiboa izanen bailitzateke; eta hori ez da posible, £, = m12/2
baita, hots, E, kantitateak positiboa izan behar baitu.

E,(x)

IREAN

o

) SR

A A X

6.10. irudia. E energia mekaniko oscari dagozkion higidura posibleen
mugak.

Horrela izanik, 6.10. irudian higidura posibleen mugak adierazi dira. Bertan ikus
daitekeenez, partikularen higidura P, <> P, eta P, & oo tarteetan baino ez da posible. Eta,
gainera, P, < P, tartean dagoen partikula ezin pasa daiteke P, ¢ = tartera. Horrelako
tarteel, potzenizial-osinak edo potenfzial-putzuak deritze,

Mekanika Klasikoaren arloan ez da posible potentzial-osinetatik irtetea. Mekanika
Kuantikoan, ordea, bai (tunel efektuaz, hain zuzen}. Honelatan, ba, gure kasuan, P, & P,
tartean dagoen partikula etengabe arituke da bi puntu horien artean higitzen, higidura
periodikoz, eta mutur bietan £, = 0 eta £, maximoa izanik. Konkretuki,

- P, puntuan, abiadura nulua izango da, baina indarra, positiboa (P,-rantz).

— P, puntuan, abiadura maximoa izanen da; indarrik ez da egongo, ordea, bertan
dE,jdx = 0 baita.

— P, puntuan, abiadura zero izanen da (£, =0}, eta indarra, negatiboa (P,-¢rantz).
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— Horrela jarraituko tuke clengabe P| «» P, tartean.

— Bestalde, P, & == tartean dagoen partikula infiniturantz joango da azkenean. Gai-
nera P, puntuan, abiadura nulua da (F, = () eta indarra, positiboa {eo-rantz)

— Infinituan edukiko lukeen abiadura haaxe izango litzateke,

E, =%mu-’ =E, (6- 58)

zeren E, (e0) = 0 baita.

W E

4

E, ~

9 X

6.11. irndia. Encrgix desberdinei higidura-innga desberdinak dagoekie.

Ariketa modura, ikasteek 6.11. irudiko £, E,, E, eta E, cnergia osoen kasuetako
higidurak azter ditzakete.

6.8.2. Indar zentralen eraginpeko higidura orokorra

Azter dezagun orain kasu orokorra, hots, hiru dimentsiotakoa. Dena den, esan
dugunez (ikus 5.7. atala), indar zentralen kasuan, higidura Jauaz da. Beraz, aski dugu b1
dimentsiorekin. Bi kontserbazio-printzipic daude:

Batetik, indar-eremua kontserbakorra denez, energia mekanikoaren kontserbazioa
dugu:

E=E, +E,. (659

Gainera, erreferentzia-sisternaren jatorria indar-zentroan jarririk, kasu horretan £, = E {r}
izan behar da, indarra zentrala izan dadin. zeren soilik orduan eduki baitezakegu

F=-VE, =F{rju,. {6 - 60)

Hots, erradioaren menpekotasuna baine ez duen indar zentrala da {alegia, norabide
erradialeckoa). Beraz,

F= % my + EP(_r) = konstantea. {6-61}
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ov‘ d 1:

6.12. irudia. Indar zentralen eraginpeko higidura planoan gertatzen da.

Bistakoa denez, £ eta E,(r) ezagutuz gero, hemendik abiaduraren modulua kalkula
dezakegu edozein puntutan.

Bestetik, indarra zentrala izanik, momentu angeluarra kontserbatu egingo da, zeren

T=rxF=0 {6 —62)
baita, eta ondorioz,
4L
—=0 = L=ktea (6~63)
4t
¥ ¥
¥s v,
r
8 .
e Tx
6.13. irndia. Koordenatu polarren erabilera. Abiadura erradiaiz eta

zeharkako abiadura.

Koordenatu polarrak erabiliz {ikus 3.5. atala eta 6.13. irudia),

V=V, +v,, v,=g—r eta v‘.,=rf"E izanik, 6-64)
dt ar
drY | . d8Y
vi=| - +r2(—-), - 65
() (% 69
L=rxm(v, +v,}=rXmy,, (6 — 66)

zeren r eta v, bektoreen norabideak elkarren paraleloak baitira.
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Hortaz, indar zentralen kasuan L bektores konstantea (moduliuz eta norabidez) dela kon-
tuan harturik, beraren modulua kontsideratuz, r eta v, elkarren perpendikularrak direnez,

=L =mrov,=m’ 49 {6 -67)
dt
Hemendik,
[deY ¢
rl— =——=- (6 —6%)
dt mor
Eta (605} adierazpenera eramanes,
b’ :[f’i) P (6 - 69)
dr mOFT
Balio hau (6-61) adierazpenera eramancez,
ey Iz
E:%m(%] ‘{”Tz‘mr1 ¥ E{,(r). (=70

Hemen aldagat bakarra ageri da. r delakoa. Eta hori denborarekin erlazionaturik ageri
zaigu. Geroago ikusiko dugunez, r = () kalkula dezakegu adierazpen horretatik, Baina
hort egin aurretik, lortutako atderazpen horren interpretazio fisikoa egingo dugu.

Problema unidimentsionalarekin (6.8.1. atala) edo norabide buakarreko higidurarekin
konparatuz, berdintsu agertuko zaigu. baldin eta ondoko energia potentzinl eraginkorra
kontsideratzen badugu:

E;r.w'(r) = ____T + E;r(r)' (6 - 7 ] )

Dakusagunez, energia potentizial arruntarekin alderatuz, gehigari gisa, LY/2mr zaia sartu
dugu. Gai horri energia potentzial zentrifugoa deritzo:

I'J:
= —- t6-72)

- <.
' 2mr

Zergatik izen hori? Hara! Thus dezagun. eremu potentzial horrek sorturiko indarrak zenbat
balio duen:

dE, .
- U 673

dr

hots, erradioaren norabide du indar horrek, eta ondoko modulua:

E 2
F\_‘:_h_:_‘[‘__ (674

dr mr’
Bestalde. (6-67) kontuan hartuz cta 40/dt = widatziz,
F. = HPGY . (675

F =mraru,. (6-76)
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Hau da, F, indarrak indar zentrifugo baten antza du. Baina, zein indar zentrifugorena?

Izatez, higidura laua norabide bakar batean {r-renean) dakusana, etengabe erradioa-
rekin higitzen ari den behatzailea da (6.14. irudia). Baina berorren sistema ez da inertziala,
biraka ari baita.

Beraz, sistema horretan inertzia-indarrak kontsideratu behar ditu behatzaile horrek.
Eta ardatzaren norabidean dakusan inertzia-indarra indar zentrifugoa da (Coriolis-enak
beste norabide bat du, partikula r-ren norabidean higitzen ari baita). Bestalde, indar zentri-
fugo hori kontserbakortzat har dezakegu, L*/2mr* energia potentzialtzat hartuz gero.

v i
a6 ;
w=—
dr
ot )
* g dt -
1] / x

6.14. irudia. Puntuaren posizio bektorearen norabideko ardatzean doan
behatzatle ez-inertziala.

Interpretazioarekin bukatuz, goazen crain (6—70) adierazpena integratzera.

1 {drY
E= Em(z) +E, ("), 6-77)
dr {27, 4
== V;[E—Epﬁ(r)]‘ (6-78)

Eta, kasu unidimentsionalean egin dugunaren antzera, r eta ¢ bi ataletan bananduz eta inte-
gratuz,

g d
J. = @ {a- t—~1,. {6-79}
B fn
\J;I—[E—Ep_er(r)]
Honela r = A7) lortu dugu. Arretaz aztertuz, dimentsic bakarreko kasuko prozesu berbera
eraman dugula konturatuko gara.

Goikoan finkatuz, 6= &) ere lor dezakegu, honelaxe hain zuzen:

L=t 2 9 iig mﬁ (L =Keea), (6 - 80)

-[ mmr(t] | 6-8D)

eta (1) delakoa denboraren funtzioa izanik, § = &) lortuko dugu.
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Kalkulu analitiko hauekin bukatzeko. ibilbidearen ekuacziva lortuko dugu. Horretarako.
{6-T8) cta {(6-80) erabiliz. denbora-tarte infinilesimalaren bi adierazpen lortuko ditugu,

dt = e eia dfzﬂf;ide. (6 - 82)

o [£-E,..()]

eta biak berdinduz, eta inlegratuz,
’ Ldr #
[ :Jde. (6 - 83)
1. A ." 2 [E“ E {J )} .,
mr - \E—E {F
Y "
Hovrela ibilbidearen ckuazioa loru dugu, teorikoki behintzat. hots, mota honelako
adierazpena;

r=rHo (6 - 84y
Indar zentralen azterketa hom amaiera emateko. ohar pare bat egingo dugu. azpima-
rratzea komeni direnak:
— Prozesu oso honctan bi koatserbazio-prinfzipio erabili dilugu: cnergiarena cta
momeniu angeluarrarena.
— Awrrcko kasuan bezala, oralnpo honetan ere potentzial-kurben bidez azter deza-

kegu higidura. Deng den. norabide bakarrean (r-rencan) aztertuz gero, bi dimen-
tsiotako interpretazionk problema beveziak ageri ditu,

Bestalde, adibide modura. ikus dezagun nolakoa den potentzial-kurba indar
grabitatorioen kasuan (6.15, wudia).

E ‘ \ Ll

6,15, irudia, Engrgia poentzinl eraginkorea indar grabiatorioen kasuan.
Energia potentzialak hauxe balio du:

{6 - 83)
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k konstantea izanik (k = ¥Mm, ikus 11.5.2. atala). Bestetik, dakigunez:

L?.
Epe=o 7 ' (6 - 86)

Azkenean, hauxe izango da energia potentzial eraginkorra.

kI
E  =——+ .
per r 2mrt

(6-87)

6.9. INDAR EZ-KONTSERBAKORRAK

Indar guztiak ez dira kontserbakorrak. Egia esan, Mekanikaren arloan, energiaren
kontserbazioari dagokionez, oinarrizko indarrak kontserbakorrak dira; hots, Naturaren
baitan, maila mikroskopikoan ez dago kontserbakorra ez den indarrik. Hala ere, Mekanika
maila makroskopiko eta praktikoan aztertzen ari gara, eta maila horretan zenbait indarrek
itxura ez-kontserbakorra erakusten digute. Izan ere, bostgarren gaian marruskadurazko
indarrak aipatu ditugu. Horien kasuan higiduraren aurkako indarra egiten da etengabe.
Beraz, denbuia osoan o dr < U denez (F, marruskadura-indarra), ¢F, -dr =0 da (eta
gainera, negatiboa) etz horretan lana galtzen da.

Kasu horretan, eginiko kanpo-lan guztia energia zinetiko bihurtuzko da, baina jadanik
ezin gaitezke energia potentzialaz mintza, ez eta energia mekanikoaz.

Dena den, bi kontzeptu horiek erabiltzeko ohitura dagoenez, kasurik orokorrenean
indar kontserbgkor eta ez-kontserbakorrak daudela kontsideratzen da eta honela adierazten
- a Janaren eta energiaren arteko erlazioa: '

W=Ek.B_EkA=Ep.A-_Ep,B+ W (6—88)

Adierazpen honetan W delakoa partikularen gainean eginiko lan osoz da, zeina beti bi
muturretako energia zinetikoen kendura modura jar daitekeen, E,; - E,,, baina energia
potentzialen kendurak, E,, — E, , delakoak alegia, indar kontserbakorrei dagokien lana
soilik adierazten duenez, horretaz gainera W' kontsideratu behar da, hau da, indar ez-
-kontserbakorrek egiten duten lana.

Argi dagoenez, kasu honetan ezin mintza daiteke energia mekanikoaren
koniserbazioaz. Baina, bertan indar kontserbakorrak soilik kontsideratuz eta E; + E, eginez,
sistemaren energia mekanikoa definitzen bada, energia hori kontserbatzen ez dela ikusiko
da, W’ gaia ez-nulua den heinean.

Nolabait esateko, ‘galtzen’ den energia hori bero-energia eta deformazio-energia bi-
lakatzen da. Eta zer esanik ez, energia mota horiek ere kontsideratuz, energia osoa kontser-
batu egiten da. '

6.10. ENERGIA ETA OREKA

Eman dezagun partikula bat oreka egonkorrean dagoela, indarren eremu kontserbakor
baten eraginpean. Energia potentzialaren kurbak aztertuz, oreka hori nolakea den ikus
dezakegu.
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6.10.1. Oreka egonkorra

i}

&

G e e -
18] X, X 50 F F x_t
6.16. irudia, Oreka egonkorra, @) Orcka-posizica, by Oreka-posizioaren

wgureko indarrak. o) Analegia mekar ikoa,

i
1
i
|
!
i
i
i
|
!
i
|
|
i
H

Oreku-posiziosn encrgia potentzialaren kurbak minimo bat du (6.16.2. frudia). Honela
izanik, perturbazio bat gertatzen bada (AF delako energia-gehikunizarz adieraziko duguna),
partikula potentzial-osin batean geldituko da bertatik irten ezinik. eta sortzen diren indarrak
orcka-posizioranzkoak izango dira. Horixe da 6.16.a. eta 6.16.b. trudietan adicrazi dena.
Horrez gain. 6.16.c. irudian analogia mekanike bat egin da. problema intuitiboki ulertu
abal izateko. Zer esanik ez, perturbazioaren ondoren oreka {geldiunca) lortzeko. marruska-
dura-indarrek egon behar dute. Bestela, partikula orcka-posizioaren inguruan arituko
tHtzateke etengabe,

6.10.2. Oreka ezegonkorra

T T
} i
E ’ ! ef !
. 2 W SO -
ol [ |AE !
= i T !
] |
’ ; :Ep ! :
} b ' ;
I H
|/ E, ¢ !
[ | "
! B
l P i
I—-— e B e I -+ e — — - i
0 X x ol F x, F X,

6.17. irudia. Oreka czegonkorra, a) Oreka-posizion. by Oreka-posizioaren
mgureko indarak. o) Analogia mekanikoa,

Kasu honetan modu berean eramaten da arrazonamendua. Baina perurbazioaren
bider oreks apurtu egiten da guztiz, indarrek partikula x;-tik nrruntzera battaramate.
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6.10.3. Oreka indiferentea

T !
E} e !
I !
[ 1
i 1
b ;
1AE
£ iy En\ 777777
I I
| |
f
o -
o Xy Xox"y X E'O x |
1 t

6.18. irndia, Orcka indiferentea. Posizio guztiak dira orekakosk.

Guztiak dira oreka-posizioak. AE emanez, marruskadurarik ez balego, partikula
abiadura konstantez higituko litzateke.






7. gaia

Partikula-sistemen dinamika

Orain arteko gaietan partikula puntualak aztertu ditugn. Gorputz finituak ere puntualak
balira bezala erabili ditugu. Oraingo gai honetan, partikula askoz osaturiko sistemak
aztertuko ditugu, beren artean lotura berezirik kontsideratu gabe. Gero, hurrengo bi
gaietan, solido zurrun gisa bildurik dauden partikula-sistemak aztertuko difugu.

Partikula-sistemak aztertzean kalkuluak errazieko, zenbait puniuv berezi definituko - -

ditugu, masa-zentroa eta grabitate-zentroa adibidez. Horietan finkaturik, magnitude
dinamikoen eboluzioa aztertuko dugu, bereziki momentu lineala, momentu angeluarra eta
energia magnitudeak masa-zentroaren koordenatuen bidez adierazirik eta magnitude horien
inguruko kontserbazio-teoremak azterfurik.

7.1. MASA-ZENTROA ETA GRABITATE-ZENTROA

Partikula bat definitzean, beraren posizica zehazteko, nahikoa da posizio bektorea ezagu-
tzea. Orain, partikula asko ditugularik, bakoitzaren posizio bektorea erabiltzea baino
egokiago, beste puntu berezi bat definitzea da: masa-zentroa. Bestalde, masa-zentroaren
. baliokide modura beste kontzeptu bat ere erabili ohi da, grabitate-zentroa alegia. Ikusiko
dugunez, berez definizio desberdina duten bi puntu horiek toki berean daude grabitate-
-eremu uniformearen kasuan, hots, balickideak dira. Dena den, bi puntu horiek definitu
ondoren, sistemaren higidura eta magnitude zinematikoak puntu berri horien funizioan
adieraziko ditugu.

7.1.1. Masa-zentroa

m; masadun’ partikula (i = 1, 2,..., n izanik, partikula desberdinak adierazteko) r,
puntuan egonik, sistemaren masa-zentroa honelaxe definitzen da:

2{1'1'1,.1'i
Tz =~ : 7-1)

m;

=t
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M detakoa sistemaren masa osoa izamk,

H
M:sz' (7--2)
-

f

Beraz, honclaxe idats dezakegu:

H
2 M,

N {7-3)
Iw

Tz =

Musa gauvza jarraitu gisa hartzen bada. clementu diferenizial bakoitzaren masa dm
izango da. elementoari dagokion posizio bekiorea r, eta aurreko batukaria integrala izango

da. Orduan,
J redin J- rim
_Ju _ oM _

., =
ARZ
dm M
A

(7-4)

Hemengoe integralak bere mugak ditu, poski, masa jarraitua oso-osorik hartzekoak.

Bektore horren hiru osagat cartesiarrak hauvexek dira masa diskretuen kasuan:

mex,. Z“”r."r Emi; 13
_—— = Ly =T [/ =23}

N

.

Ay = Yoz Typ T
o M ) M M

Eta masa jarrsituen Rasuan:

J xedm ‘[ vedm I:dm

= M Yz = YRR “ur = VAR {7-6)

Ry

7.1.2. Grabitate-zentroa

Masa-zeniroaren konizeptuaren antzckoa da, guziiz berdina ¢z bada cre. Hara nola
sorizen den. Demagun partikula-sistema eremu grabitatorio uniforme batean dagocla.
Sistemako partikula bakoitzaren gaincan. grabitateak m g indarra cgiten du. Ea m.g
bekioreez (kurtsoreer) osaturike sistemaren erresultantea

Mg:Zml.g (71-1

da. masa osoa {7-2) eran definitwa 1zanik, Erresultante hau aplikatzen dencko puntuari,
sistemaren orientazioa veingura dela, grabitate-zentroa deritzo.

Grabitatearen avelerazioa bektore konstatca dencan, masa-zenlroa cia grabitate-
-zentroa puntt berberean daude. eta bi itz borick sinonimotzat har daitezke. Hauxe izanen
da kasurik arrontens. Dena den. g aldatuz doancan, grabitate-zentrouak ¢ta masa-zentroak ez
dute zertan puntu berean egonik.
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X

7.1. irudia. Grabitate-zentroa partikulen pisuez osatyriko bektoreen sistema-
ren zentroz da.

Ikusi denez, ba, kontzeptualki, definizicaren arabera, bl gauza desberdin dira masa-
-Zentroa eta grabitate-zentroa. Lehena, masen posizioen arabera matematikoki definitu
dugun puntua da. Bigarrena, ostera, indar batzuen zentroa. Hala ere, praktikan berdinizat
hartzen dira, zeren, baldintzak oso arrarcak ez badira, biak puntu berean baitaude.

7.2. PARTIKRULA-SISTEMA BATEN MASA-ZENTROAREN HIGIDURA

(Goazen orain masa-zentroarekin zerikusirik duten beste magnitude batzuk aztertzera. Masa-
-zentroaren abiadurarekin hasiko gara. Aurreke puntnan ikusi dugun (7-3) adierazpena
denborarekiko deribatuz,

dr,
dr, _d i =~ sz"f_ (7-8)
M

dr dr M M

Definizioz, deribatu hori masa-zentroaren abiadura da eta v,,, ikurraz adierazten da.

Beraz,
n
Z mi'vi
— =i .

we =0 (7-9

¥

Erlaziona dezagun orain sistemaren mementu lineala masa-zentroaren abiadurarekin,
Partikula bakoitzaren momentu lineafa kontuan hartuz,

pi=mv;. {7-10)

Eta gainezarmenaren printzipioaz, hauxe izango da sistema osoaren momentu lineala:

P=p =3 my, =M, (7-11)

(Azkenean masa-zentroaren abiaduraren definizioa erabili dugn). Ikus daitekeenez, «parti-
kula-sistemaren momentu lineala masa guztia masa-zentroan bildurik balego bezala
kalkula daiteke». Hemendik ondorio interesgarriak atera daitezke.
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Demagun S sisterna isolaturik dagoela, hau da, sistemaren gainean kanpoko indarrik
eragiten e7 duela. Momentu linealaren kontserbazioaren printzipioaren arabera,

P = kiea. (7-12
Berar,
Mv.i'ﬂ = ktea = Yyr = kiea. (7 — 13)

Hots, masa-zentroa abiadura konstantez higitzen da edozein inerizia-sistemarekiko.

c / Mz

P, -

7.2, itudia, Partikula-sistema isolatuen Kasuan, masa-zeniroko sistema
ngriziala da,

Bestalde, kasu horretan jatorria masa-zentroan duen erreferentzia-sistema bat hartuz,
lehengoaren paraleloa izanik, sistema berri bort ere inertziala da (7.2, irudia). Masa-zentroan
definity dugun sistema inertzial hotrl masa-zentroaren erreferentzia-sistema deritzo (edo
sistema erreferentzial prapivg) eta C letraz adicrazien da. Sistema hau sarritan erabiltzen
da Fisikan. Bertan,

v, =0 (7-14)

da eta, horrela,

P=0 {1-15)
Purtikula-sistematik aparte dagoen erreferentzia-sistemari. laborategiko sistema
deritzo eta L letraz adierazicko ohitura dago.
7.2.1. Masa-zenfroaren azelerazioa eta indarrak

Demagun, orain, § partikula-sistema ez dagoela isolaturik. Beraz, exin aplika diezaio-
kegu aurreko lerroetan esanikoa.

Dena den. bere inguruan dagoen §' partikula-sistemarckin batera kontsiderawz, bien
batura den S + 5 sistema isofaturik dagoela esan dezakegu {beti egin dezakegu horrelako
-aukera; besterik ezean, S' uniberisoa osatzeko falta den beste guztia 1zan daiteke).
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7.3. irndia. § sistema ez-isolatuari § sistema egokia gehituz, bien artean
oszatutako § + 5 sistema isclatutzat jo dezakegu.

Bi sisternek osaturiko multzoa hartuz,

P, + Py = ktea, (7 - 16)

eta. horren arahera, denborarekin gertatzen diren aldakuntzak aztertuz, baldintza hau
beteko dutela onderiozta dezakegu: '

AP =-AP,. (7-17
Aldakuntza horiek gertatzen direneko denbora-tarteaz zatituz eta limitera eramanez,
ap; 4Py (7-18)
dt dt

Bestetik, bosgarren gaian emaniko definizioaren arabera (ikus 5.4, atala),

dP,

—4f =F
dt

kanpo *

{7-19)

Hemen F,,,,, delakoa § sistemaren gainean S sistemak egiten duen indar osoa da. Kanpo-
-indar osoa izena emango diogu. Baina

denez gero,
dP, dav,,
_—= —— Ma N —
dt dt mz -2 I)_
hots,
Fkanpo = MaM‘b (7 - 22)
non a,, delakoa masa-zentroaren azelerazioa den. Hain zuzen ere, definizioz,
dv
a,, =% (7-23)

dt
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Lorturiko {7-22) cmaitzak ondokoa esen nahl du: «Sistema baten gainean kaspo-
-darvak egiten ari diven kasuetan, sistemaren masa-zentroa asa guttic bertan bildurik
!’?H{("‘E;U frooife wrer fercdern Frethedrier .1.'(uq,lr.'-fncf(n‘rﬂn arvesulianton belits becala !’H’-g!"f:(’ﬁ e,
Hau da. sistema osoaren masa bereko partikula bat kanpo-indar erresultantearen eraginpean
et masa-zentroan cgonik. partikula horrek sistemaren masa-zemroak duen higidura berbera
izango luke,

7.2.2. Bi partikulaz osaturiko sisterha

Gauzak errazago azaltizeko ela aurrcko kontzeptuak adibide gisa erabilizeko, bi
partikulaz osaturiko sistema aztertuko duge. Bi partikula horiek (1 eta 2) kanpoko cla
barneko eraging pairatzen art dircls kontsideratuko dogu. eta § + 8 sistemen muoltzoa
isolaturik dagocla. Egoera horren adicrazpen grafikoa 7.4 irudian egin da. Notazioan
dagokionez, F . delakon 2 partikulak 1 partikulan egiten dion indarra da eta F.| delakoa i
partikolak 2 partikulari cgiten dionu, F . ¢ta F., barnc-indarrak dira, noski, cta Newton-en
hirugarren legea betetzen dute aldi oro. hots,

l‘i_‘:_f:'l (7 24)
7.4, tradia. Bi partikelay osasurike sistema. kanpo et barne-indarrak
azakduiik.
Bestalde, .ot Fa kunpo-indarrak dira. S sistemaren eraginez sortuak.
Kanpoko erveferentzia-ststenta inertzie] batetik komsideraturik,
¢l . . -
_I)L:1.|+pi1_ 7 - 25w
di ' ’
dp. . . -
— ==} +P"i' {?—.?.:\h)
ot ) -
el bien b tuketar.
dP, dp,  dp. ) .
Cr P P pE =k (7 - 20)

2 I

dr e ot



Partikula-sistemen dinamika 157

Tkus daitekeenez, kanpo-indar osoa kanpo-indar guztien arteko batura edo erresul-
tantea da, eta horixe da momentu lineal osoa aldatzeko kontuan hartu behar dena; gainera,
horri dagokionez, bame-indarren eragina ez da ageri {(elkar ezabatzen baitute}. Kanpo-
-indarren erresultantea honelaxe adieraz daiteke # partikularen sistermaren kasuan:

Fopp = 3 F. 7-27)
i=1

7.3. MASA LABURBILDUA

Demagun, orain, bi partikulaz osaturiko sistema iselatua. Kasu honetan barne-indarrek
eragiten dute soilik. Demagun indar horiek akzio-erreakzioaren legea betetzen dutela, eta,
horrez gain, rj, = r; - r, delakoaren norabides dutela, hau da,

F.=-F, eta F,=Fu, (7-28)
r,—r
p=-2 L {7 -29)
Ir, ~ ;]
izanik (7.5. trudia).
2 4
Es u B
m T’d "
T, .
0 Y
%

7.5. irndia. Bi partikulako sistema isolama.

Inertzia-sistema batean dagoen behatzaileak honelaxe aplikateko du Newton-en
bigarren legea:

dav
m, drl =F,, {7 -30a)
dv,
=F,, _
m, a 7 {7 — 30b}

Ekuazio bien arteko kenketa eginez,

dv, dv, K, F,

. dt m m, (7-3D)
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cta hortik honako hau lor daiteke:

d 1 1
—(v, ~v,}=)—+— |F,,. 732
dt (vl 2) (m, mz) . ( )

Azter dezagun gehitxoago adierazpen hori. Hasteko, lehenengo zatiak azelerazio erlatiboa
adierazten digu:
d

dv,,
;,;("'1_‘(2)=_ L =a,. (7-3%

«t

Hots, 4.1, atalean azaldu genuencz, a,, delakoa m, masak m, masarekiko duen azelerazio
erlatiboa da.

!
Bestalde, ul +—= L egiteko ohitura dago, eta orduan,
m om, U

iy (7-34)
m1 + m2

defini dezakegu. Honela sorturiko g elementn berriari, bi partikulaz osaturiko sistemaren
masa laburbildua deritzo. Ermraz froga daitekecnez, masaren dimentsioa du. Tkus dezagun
horren esangurz fisikoa zein den.

Azken bi definizioak goiko (7-32) adierazpenera eramanik, hauxe dugu:
F,=ua, (7-35%

Hau da, masa laburbildua erabiliz, a,, azelerazioa (1 partikulak 2 partikularekiko duen
azelerazioa, alegia) erraz kalkula daiteke, ¥\, indarrak masa laburbilduan eraginez sortzko
lukeen azelerazioa kalkulatuz, hots, {7-35) adierazpena erabiliz. Horrela, bi gorpuizen
sistema ‘gorputz bakarraren sistema baliokidera’ laburbildu dugn. Sistema berri honetan,
partikula batekin eta inertzia-sistemarekiko paraleloki higitzen den sistema batetik egiten
dira behaketak; eta bertatik, beste partikularen higidura erlatiboa aztertzen da, beronen
masa masa laburbildua balitz bezala katkuluak eginez.

Dena den, kasu batzuetan, partikula baten masa bestearena baino askoz handiagoa
denean, partikala handiarekin doan erreferenizia-sistema inertzialtzal har dezakegu, jarraian
ikusiko dugunez. Hara! Demagun m, »> m, dela. Argl dagoencz, orduan

'Ll = mlmz = mi = ml ln'l— —3 0 bai[a (7 - 36]
motm, My my
nt,
da, eta adicrazpen orokorrera eramanez:
Fy, = pa, = may,. {7-3N

Baina, bestalde, momentu linealaren kontserbazioaren arabera,

mAv, = —nm, AV, =5 m, % =—m, %“—rg— (7-38)
H

eta m, >> m, denez, limitean
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n — Iazl =0
=120, 7 - 39)
— ‘
hots,
la,]- 0. (7 - 40)

Hau da, kasu honetan m, masarekin doan erreferentzia-sistemak ez du ia-ia azeleraziorik;
edo, bestela esanda, sistema inertzialtzat har daiteke, azalpen honen hasieran esan dugun
legez. Sistema horretan finkaturik, m, masaren higidura azter dezakegu, beronen gainean
eragiten duen indarra elkarrekintza-indarra izanik {F,,).

Bi gorputzen problema hau sarri ageri da Fisikan, problema korapilatsuageren baten
laburpen gisa. Honela Ilargia-Lurra sistema modu honetan azter daiteke Lurretik. Berdinki
azter daiteke Eguzkiaren inguruko sistema planetarioa edo eta hidrogenoaren atomoa (Meka-
nika Kuantikoan sartu gabe). Dena den, liburu honetan ez dugu horretaz gehiagorik sakonduko.

7.4. MOMENTU ANGELUARRAREN TEOREMA

QOraingo puntu honetan, partikula-sistema baten momentu angeluamraren teorema azterizen
saiatuko gara. Argi dagoenez, erreferentzia-sistema inentzial baten jatorriarekiko partikula-
-sistemak duen momentu angeluar osoa partikula guztien momentu angeluasren batura da:

L=Yrxp,=) L, (7—41)

Momentu angeluar osoaren denborarekiko aldaketa aztertuko dugu. Horretarako, demagun
bi partikulaz osaturiko sisterna bat dugula. Azterketa errazieko asmoz hartu dugu sistema
sinple hau, baina arrazonamendua edozein partikula-multzotarako da baliagarria.

Agzterketa orokorra izan dadin, barne-indarrak (F,, eta F,,) eta kanpo-indarrak (F, eta
F,) kentsideratuko ditugu. Barne-indarrei dagokienez, akzio-erreakzicaren printzipioa
betetzen dutela kontsideratuko dugu, hots F,, = -F,;, dela; eta halaber, indar horiek ry;
bektorearen norabidea dutela, 7.6. irudian ageri den bezala (honetaz (7—28) adierazpena
bertikus daiteke).

Oxyz sistema inertziala dela kontsideratuko dugu. Sistema honen jatorriarekiko
momentuak kontsideratuz, eta partikulen momentu angeluarraren teorema (5.7. atala)
kountuan haituez,

dL,

—L = (7 —42a}
a

dL,

by (7 -42b)
dt ks

hemen L, eta L, direlakoak 1 eta 2 partikulen momentu angeluarrak izanik, eta T, eta 7,
direlakoak partikula horien gainean eragiten ari diren indarren momentuak. Bi adierazpen
horiek batuz,

d

;??(LlJsz):"i""‘z‘ (7-43)
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X

7.6, irudia. Bi partikulatake sistema, barme- eta kanpo-indamekin,

L, + L. = L delakoa partikula-sistemaren momente angeloar osoa da, noski. Baina ikus
dezagun. T, + T, baturak zenbat balio duen:

T,=r,x{F+Fd=rxF +r xF. {7 - 44a)
T=n X {F +F,)=05%xF, +r. xF,. {7 — 44

cta bien arteko batuketa eginez,
T +T=XF +rnxF. +{r-0)xF. {7 -45)

Baina

(r,-r}xF.=r,xF.=0 {7- 46

da, ry; eta ¥, paraleloak baitira.

Beraz, hauxe duge arkenean:

dl.
dr

= %xF +r, xFE,. {1-4T

Alegia. bi partikuiaz osaturiko sistema baten momentu angeluarraren aldakuntzak kanpo-
-indarren momentuarcn menpekotasuna du soilik. Ikusi dugunez, akzio-erreakzioaren
printzipioa betetzen duten barne-indarrek ¢z dute eraginik momentu angelusrrari dago-
kionez. Emaitza hori bi partikularen kasurako lortu dugu, baina, dena den, erraz froga
dattcke beste edozein partikula-kopuruz osaturiko sistemaren kasurako ere.

Hauxe da, hain zuzen ere. partikula-sistema baten momentu angeluarraren leorema;
«Partikalo-sistemu baten momentu angeluarrvaren aldakunizak kanpo-indarren momentua-
ren menpekotasuna du soiliks. Matematikoky esateko, momentu angeluarraren denbora-
rekiko deribatua kanpo-indarren momentuarcen berdina da.

Kasu bereri modura, kanpo-indarren moimentu osoa auiva bada.

T=0 {7--48)

da, etz orduan,
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%— =0 = L =konstantea. (7 - 49)
t .

Honelatan, ba, kasu honetan momentu angeluarrak konstante dirau denboran zehar.

7.4.1. Momentu angeluarraren adierazpena masa-zentroqren koordenatuen bidez

Demagun Oxyz sistema inertziala. Beronen jatorriarekiko partikula-sistemak duen
mementu angeluarra ondokea da:

L= rxmy, (7 - 50)

Hemen i delakoak partikula generiko bat adierazten du (f = 1, 2, ..., n). Jatorria masa-
-zentroan duen beste sistema bat kontsideratuko dugu (O'x'yz"), O = MZ izanik. Sistema
horren ardatzek Oxyz sistemaren ardatzen paralelo diraute denbora osoan (7.7. irudia}.

Masa-zentroaren posizio bektorea R letraz izendatuko dugu. Oxyz sisteman egiten
diren neurketak azenturik gabe adieraziko ditugu, eta O'xy'7" sisteman egiten direnak,
azentuaz; alegia, i partikularen posizio bektorea r; izango da Oxyz sisteman eta r'; O'x'y'?
sistemar.

7.7, irudia. Jatorria masa-zentroan duen O'x'y'7 sistemna, paralcioki higitzen
ari da Oxy; sistemy nertzialarekiko.

7.7. irudian ageri denez,

r,=R+r. (7 - 51)
Deribatuz eta O'x'y's’ sistemak birarik egiten ez duela kontuan hartuz:

v,=V+v, (7-52}

V delakoa masa-zentroaren abiadura izanik (V hau aurreko v, berbera da}. Horien arabera,
momentu angeluarra honelaxe azalduko da:

L= (R+x)xm{V+v]) (7-53)
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Adierazpen horl garatuz, law eratako gaiak ageri zaizkige:

&) ZRX*”rV:RX[Em;]V = RxmV, (7 - 54a)

i

. A ' |
b) ZRX prv) = l-‘.><[z‘mr.vf ]-— R x ;{-;kz:n_,rr ] =0, (7 - 54by

0) Z r/xmV = (me’) xV =0, (7 - 54c)

a) > xixmy, (7 - 54d)

]

(7--54b eta (7-5dc) nutuak dira, bertako parentesietake buaturak nuluak direlako, zeren
jatorria masa-zentroan duen sisteman masa-zentroaren posizio bektorea nulua baita, hots,

L
Z mr;

=g =0 = Ym0 (7 - 55)

Azkenean. {7-53) honelaxe geratvko zaigu:

L=RxMV+Y r/xmv,. (7-56)

Beraz, partikula-sistema baten momentu angeluara masa-zentroaren koordenatuen
bidez adicraztean, bi gaiz osatzen dela ikusi dugu. Lehen gaiuk (R x MV delskoak) masa
guztia puntualki masa-zentroan trinkoturik balego edukiko fukeen momentu angeluarra
adicrazten du. Bigarren galak (fox m v, delakoak) masa-zentroarekin doan sistemaren

jatorriarekiko —masa-zentroarekiko, alegia— ducn momentu angeluarry adierazien du.
Honelaxe ere tdatz daiicke:
L=Rx3V+L, (7-57)

bertan L' masa-zentroarekiko momenty angeluarra izanik (L,,; ere idatzi ohi daj, alegia,

L' = zrjx my'. {7-58)

]

7.5. SISTEMA BATEN ENERGIA ZINETIKOA ETA POTENTZIALA

Lehenengo pauso gisa, definitu egingo dugu sistemaren ¢nergia zinetikoa, eta gero masa-
zentroaren koordenatuen bidez adierazien salatuko gara. Definizioz, sistemaren energia
zinetikoa sisternako partikulen energia zinetikoen batura da, hots:

1,
E, 52_2"?”*?;’ {7-5%
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Idatz dezagun adierazpen hori masa-zentroaren koordenatuen bidez. Aurreko atalean
ikusi dugunez,

v,=V+v,, (7 -60)
vis=v, v, =(V+v))(V+v)) (7 -61)

Beraz, |
E = z {V+v)(V+v)). . (7-62)

Adierazpen hori garaturik, ondoko gaiak geratzen zaizkigu:

1 1_L. _ I 2
a) E,- Em‘.v _EV ( E,- m,]—-Z—MV . {7 - 63a)
P v 4 Ao
b} § mV-vi=V [Z{ m,.v,}_v df[z,- m,.r,.]_o. (7-63b)
. 1 2
c) —my.. 763
| z{,zm;": ( ¢}

Hortaz, azkenean hauxe geratuko zaigu:

__I 2 ] 2
E =MV +Z§m,.v,- . (7 - 64

Momentu angeluarraren kasuan egin dugunaren antzera, honelaxe idatz dezakegu:

' E, —lMV2+Et, (7-65)

E/ = Z—m v)? (7 - 66)

izanik.
Hots, partikula-sisterna baten energia zinetikoa bi gairen batuketaz adierazten da.
Lehenak masa guztia masa-zentroan trinkoturik edukiko lukeen energia zinetikoa adieraz-

ten du, eta bigarrenak, sisternak masa-zentroaren inguruko higiduran duen energia zineti-
koa.

Energia zinetikoaren adierazpena ezagutu ondoren, indarrek egiten duten lanaren eta
sistemaren energia zinetikoaren artean dagoen erlazioa aztertuko dugu. Azalpenak
errazteko, bi partikulaz osaturiko sistema aztertuko dugu oraingoan ere {7.8. irudia).

t, aldiunean sistema A egoeran dago, partikulak 1,eta 2, puntuetan egonik. Lehenago
esan dugunez, F,; ¢ta F,, barne-indarrak dira (F,, = -F,;) eta F, eta F, kanpo-indarrak.
Dena den, 1 eta 2 partikulak higitzen ari dira, eta 1, aldiunean sistema R egoeran dago,
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partikulak 1, eta 2, puntuetan egonik. Denctara. J, eta [, direlakoak bi partikulen ibilbideak
dira. Bestaide, Qxvz sistema inertziala dela kontsiderato dagu.

-
|

2
15 #_ ) B(1,)

7.8. irudia. Bi partikulaz osaturiko sistemaren cboluzin denborala, 1 cta 2
partikulen ibithideak adierazirik,
Aurreko gat batetik dakigunez (ikus 6.2, atala), honelaxe adieraz daiteke indarrek
epiten duten lana:

o
W:JF-dr, (7 - 67
4

—"
!

alegia. integrala partikularen ibilbidean barrena egines. Berar. guztira sistema horretan
indar guztick cgiten duten lana hauxe 1zanen da:

# . it
(R B+ [ (R4 Fy) . 7 — 68)
A A
1 I 1
Zer esanik e7. oro har,
dr| # dr-. {7--69
Gat horiek honelaxe bil ditzakegu. Batelik:
B fi
JI“, e+ LR de =W (7 -1

I

Hori kanpo-indarrek egiten duten fana da. Bextetik, barne-indarrei dagokiener,

I

ki B B it
Fyodn+ [ By dr = [ Ry - [ Ry dr = [ Foofon —dn) =
A 1 A A A

il - P »
i . f i

B
J F” ’ drl: = w!h.u'slc - (7 - ? I )
A
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Azken hau barne-indarrek egiten duten lana da. Beraz, lan osca kanpo-indarrek eta barne-
-indarrek egiten duten lanen batura izango da, hots,

W = Wienoo + Woane: (7-72)

Baina zertarako erabiltzen da lan hori? Harat Kontsidera dezagun Newtonen bigarren
legea bi partikula horien kasurako; alegia:

F, + F); =ma,, {71-T73a)
F2 + F2| = M, A,. (7 — ?3b)
Bakoitza berari dagokion ibilbidearen arabera integratuz eta bien emaitzak batuz,
B 8
_L(Fl +F12)‘dr1 +L(F2 +F2,]-dr2 = Woamgo T Woarne- {71-14)
] &

Weaopo T Woame =Jmiai -, "‘jmzaz - dr,. (7-7%)

: I - = h

' 1

Kalkula dezagun azken gaien balioa:

B B & av Fi) av
J'mla, -dr, +Jm232 - dr, -:J' m —-—l-v]dt-i-J‘ my, —=-v,dt =
J4 4 4 dt A dt

v

i iy

*L oty L mato? = Lot + L2 |
= Agm,d(v,)-k Afmzd(v”)= >+ S mY; A:E}_B~EM, (7 -76)

hau da, energia zinetikoaren gehikuntza adierazten da. Guztira, hauxe dugu:

Wkanpo + Wb&mc = Ek,B - E&.A' (7 - 77)
Hots, barne eta kanpo-indarren artean egiten duten lana, sistermaren energia zinetikoa
aldatzeko erabilizen da. Bestalde, esandakoak edozein indar-motaren kasurako balic du,
kontserbakorrak izan zein ez izan. '
7.5.1. Energia propioa
Demagun barne-indarrak kontserbakorrak direla. Kasu horretan barne-indamrek egiten
duten lana funtzio potentzial baten bidez (E, ;,) adierazi ahal izango da, alegia:
B
Woame = LFiz -dry, = Eops—E s (7-78)

Eta aurreko adierazpenera eramanez,

(£ + Ep.l2)8 —(E+E, 3= Wkanpo' (7-79)

(E, + E,;,) kantitateari energia propioa deritzo eta U letraz adierazi ohi da. Ikus daitekee-
nez, barne-indarrak kontserbakorrak direnean definitzen da energia propioa. Bestalde, kasu
horretan
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W

karipa = Uﬂ - bfi = AU (? - 80)
da; hots. kanpo-indarrek egiten duten lana energia propioa aldatzeko erabiltzen da.

Partikula-sistema isolaturik badago {edo Kanpo-indarnrek lanik egiten ez badute),

Wlmnpn = 0' (7 - 81}
Uy U, =0, (7-82)
Ug=U, =ktea (7-8%)

Hau da, sistema isolatuen kasvan, energia propioak konstante divan higiduran zehar,

Energia propivarekin bukatzeko. obar bat egingo dugu. Orain arte, bi partikularen
kasuaz hitz egiten ari gara. Dena den, edozein partikula-kopururen kasurako ere defini
daiteke energia propioa, barne-indarrak kontserbakorrak direnean. Honelaxe preseski:

i .i :

E}:ZEmIUi +ZE;M]' {7—“84)
-1 i< f

Bigarren batuketan bi partikulen arteko konbinuzio posible guztiak adierazi nahi dira, hau

da. partikula-bikote guztiak.

7.5.2. Energia mekaniko osoa

Demuagun, vrain, kanpo-indarrak ere kontserbakorrak direle. Orduan,

ivvki""!“) = EJ”-R'AHFO—‘\ - E‘p.kanm.s ‘.? - 85}

da. eta aurreko puntuko adicrazpenera eramanex,
WJlrkdn[.m = 'UB - {jlﬂ {7 - 86}

(LI + E,«;.Lanpo)ﬁ = (lj + E;r.hanpu)if‘ X (7 - 87)

Horrela, denboran zehar konstante dirauen magnitude berri bat ageri zaigu:

E-U+E =L+ E e ¥ E e {788

FELEL T
Magnitude berri honi sistemaren energie osoa deritzo. Tkusi dugunez, indar guztiak
{barnekoak eta kanpokoak) kontserbakorrak direnean, partikuia-sistemaren energia osoak
konstante diras higidoran zehar. Hauxe da energiaren kontserbazioaren teoremaren orokor-
pena.

7.6. TALKAK

Hizkuntza arruntean tatka hitzak esanguora zehatz xamarra du: bi gorputz desberdin
erlatiboki higitzen ari dira, eta une batean elkar jo egiten dute; tatka edo kolpearen ondoren
deformaturik ager daitezke cdo ez, baina, cdozertara. kasu orokorrean, gorputzek hasieran
zuten higidura-egoera aldaturik geratuko da.

Fisikan ere horrelako zerbait adierazi nahi da. Dena den, ez da zertan ‘kontaktu’ edo
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‘vkipen fisikorik’ gertatu, zeren, izatez, hitz horrek ez baitu zentzurik mikroskopikoki.
Edozein modutan, bi gorputz edo partiknla higitzen ari dira, eta espazioalde batean bien
arieko elkarrekintza gertatzen da. Elkarrekintzaren kausaz, aldatu egin daitezke partikulak
eurak ere (berau nahitaezkoa izan ez arren); eta, edonola ere, partikulen higidura aldatu
egiten da. Kasu horretan talka bat gertatu dela esaten da. Bestalde, talka aurretik eta on-
dotik dauden partikulak berberak direnean, sakabanaketa izena ematen zaio talkari (batez
ere, bi partikularen arteko talkan),

Talken azterketa oso garrantzizkoa da Fisikan. Hainbat gertakari talka gisa azter
daitezke, hauen artean Fisika mikroskopikoaren arlokoak nagusi izanik. Hor ditugn
oinarrizke partikulekin egiten diren esperirentu gehienak; izan ere, oinarrizko partikuia
gehienak talken bidez lortu eta azterty izan dira.

Laborategietan talka gisa antolatzen diren esperimentuetan, ikertzaileek aldez
aurretik ezagurak dituzte talka aurreko baldintzak —zein partikula diren eta zein abiaduraz
higitzen diren-—, zeren berek nahi duten moduan prestatzen baitute talka. Esperimentua
egitean, talka ondoko partikulak identifikatu behar izaten dituzte, horien magnitude
dinamikoak neurtuz eta arazoaren azterketa mekanikoa eginez.

Goazen, ba, talken azterketa fisikoa egitera. Demagun talka aurretik m, eta m,
masadun partikulak v, eta v, abiadurez higitzen arl direla. Talkan bien arteko elkarrekintza
gertatzen da R eskualdean; eta gero m'; eta »', masadun partikulak ageri dira —lehengo
berberak izan daitezke edo ez— v, eta V', abiadurez (ikus irudia).

7.9. irudia. Bi partikularen arteko talka. R esknaldez ‘talka’ gertatu denekoa da.

Demagun talka egiten duten partikulek sistema isolatua osatzen dutela. Barne-
indarrik baino ez dago. Hain zuzen, 7.9. irudian, A delakoaz talka gertatu aurretik parti-
kula-sisternak zuen egoera adierazi da; B delakoaz, talka ondokoa. Honetaz ohar bat egin
behar da: talken iraupena oso laburra ohi "dela kontuan hartuz, eta, bestalde, talken kausaz
barne-indarrek hartzen dituzten balioak kanpo-indarrenak baino askoz handiagoak izaten
direla kontvan hartuz, arbuiatu egin ohi dira bigarren horier ondoricak, lehenengoenekin
konparatuz. Suposizio horrek ondoko kontsiderazioak egitera garamatza:
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- Talkak dirasuen bitartcan (hau da. oso denbora-tarte laburrean, ia bat-batcan)
partikula-sistema isolatuta balego bezala har daiteke.

— Talkak dirauen bitartean. arbuiatu egin daitcke kanpo-indarren lana, barne-indasren
lanarekin konparatuz.

Sistema isolaturik egonik. momentu hinealaren koatserbazioaren printzipioa betetzen
da. hau da:

BV V. = i\ Y v (7 — 89}
Modu berean W, = 0 da. bi partikulen sistema isolaturik baitago. Beraz.

"Vburnc = E.!..ri - E&-..-‘l' (7 - 9{)}

Liburu batzuetan. barne-indarrek cgiten duten lan hori ¢ letraz adierazten da
Preseski. (0 magnitade berrt horren arabera, ondoko eran sailkatzen dira taikak:

ay @ = O dencan,
Exg—E.,=0 {(7-91)
Ew=1Ea. {7--92)

Hau da, talkan kontserbatu egiten da sisternaren encrgia zinetikou. Talka efastikoa
izan dela esaten da.

bY@ # 0 dencan.

Eg#E L. {7 -93)
Talka inclastikoo dela esaten da. Bi eratako talka inelastikoak daude:

@ <0 denecan. talkan galdu egiten da epergia zinetikoa. Talka endvergikoa
dela esaten da.

0 > { denean. irabazi egiten da energia zinetikoa. Talka exoergikoa deritzo.
Bukatzeko. zenbait ohar egingo ditugu:

— Sistemna isolatua bada, eta barne-indarrak koniserbakorrak badira, ondokoa
geratuko zaigu:

Ev‘r.!’i - EA..-\ = wh;lmc = E“p.iurnu AT Ejl. barme, B+ {7 - 94)
{EA + Ep,harnn).-\ = (EJ\ + Ep,burlw)ﬂt (7 - 95)
U, = U, (7 - 96)

Hau da. kasu honetan. kontserbatu egiten da energia propioa.

— Puntu honetan egin dugun azterketan, laborategiko sistemna erabili dugn bebakets-
sistema gisa, L sistemna alegia. Dena den, berdin egin liteke, masa-zentroaren Siste-
ma erabiliz (€ delakoa, alegia).



8. gaia

Solido zurruna

Aurreko gaian partikula-sistemen dinamika aztertu dugu, eta bertan edozein sistema-motari
buruzko magnitudeak aztertu ditugu. Oraingo gal honetan sistema jakin bat aztertuko
dugu: selido zurruna.

Geroago zehazki definituko badugu ere, diogun ezen solido zurruna bere forma man-
tentzen duen partikula-sistema dela. Tkusiko dugunez, sistema berezi honen azterketan
teknika eta magnitude bereziak erabiltzen dira, hala nola inertzia-momentuak, inertzia-
-tentsorea, eta beste. Hain zuzen ere, solido zurrunari buruzko lehen gai honetan,
magnitude bern horien prestaketan arituko gara, horien bidez solidoaren higidura-egoera
definitu ahal izateko, gero bigarren gai batean magnitude horien bidez solido zurrunaren
dinamika aztertzeko.

8.1. LOTURA-BALDINTZAK. SISTEMA BATEN ASKATASUN-GRADUAK.
SOLIDO ZURRUNA

Sistema baten egoera adierazteko behar diren aldagai independenteet sistema horren
askatasun-graduak deritze. Horrela, adibidez, sistema partikula bakar batez osaturik
badago, 3 askatasun-gradu dituela esango dugu, eta horiek partikularen hiru koordenatu
cartesiarrak edota beste hirx kordenatu berezi izan daitezke.

Baina demagun partikula horren higidurari mugaren bat jartzen diogula. Kasu
horretan lehenagoko 3 koordenatuak ezin daitezke edonolakoak izan; beren artean erlazio
jakin bat ageri da. Koordenatuen artean lorura bat jarri dugula esanen dugn. Lotura, ba,
higidurari jartzen zaion muga edo baldintza da, eta horregatik lotura-baldintzen bidez
adierazten da.

Adibide baten laguntzaz hobeki ulertuko dugu arazoa. Demagun partikula bat dagula,
eta partikula hori ibilbide kenkretu batean higitzera behartu nahi dugula. Asmo hori
burutzeko, burdin-hari batean barrena higitzen den bola zulatu bat kontsidera dezakegu,
iduneko batean dauden bolen antzera jamrita dagoela (8.1. irudia).

Berez, partikulak hiru askatasun-gradu ditu, P puntuaren (x,y,z} koordenatuak,
adibtdez. Baina kasu honetan partikula ezin daiteke edozein modutan higi, burdin-hariak
mugatu egiten baitu higidura. Horixe da, hain zuzen ere, partikulak duen lotura.
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8.1, irudia. P puolan dagoen parnbkels han deformaesin baten norabidean
ibiltrera behar da,

Matermatikoki. lotura hort burdin-harink osatzen duen kurbaren ekuazioen bidez adie-
razien da. Dakigunez, kurba bat bi ekuazioren bidez adierasten da espazioan, zeina

Hloyz) =0 eta fHlxrvn)=0 &-1

gainazalen arteko ebakidura den. Ekuazio horiek puntuarcn koordenatuek bete behar

diluzten forura-boldinizak dira. Halaber, burdin-hariak partikularen gainean egiten duen

indarrar, fofura-indarra deritzo. Ez gara hemen lotura-baldintzen sailkapena egiten hasiko,

baina diogun ckuazio arrunten bidez adieraz daitezkeensk sotlik kontsideratuko ditugula,
(8—1} eran adieraz daitezkeenak preseski. teknikoki “lotura holonomoak’™ deritzenak.

Lotura-baldintzak direla kausa, koordenatusk ex dira judanik elkarren independen-
teak, beren artean bi lotura-baldintza baitaude, Beraz, jadanik askatasun-graduak ez dira 3
izango, 1 baizik (3 — 2 = 1). Preseski. honelaxe adierazien dira partikula batek dituen
askatasun-graduak,

Askatasun-graduen kopurua = 3 — lotura-baldintzen kopurua,
Guk ipini dugun adibidean, partikulak askatasun-gradu bakarra doeta argi dago, zeren

puntu tinko batetik (A-tik) burdin-harian barrena P puntura dagoen distantzia (E’z xJ
emanez gero, partikularen posizioa guztiz definiturik geratzen haita.

Demagon. orain, # partikulaz osaturiko sistema. Loturarik gabe, 3n askatasun-
-gradu ditu. Sistema horrek a1 lotura-baldintza {elkarrekiko independenteak) baditu, askata-
sun-graduen kopurua ondokoa izango da:

Askatasun graduen kopurua = 3 — m.
Zer esanik ez, m < 3a izan behar da. Hain zuzen, st = 3a bada, ez du higitzeko
posibilitaterik cta sistema osoa eta partikuala bakoitza geldi egotera beharturik daude.
8.1.1. Solido zurruna

Askatasun-graduak eta loturak zer diren azaldu ondoren, goazen orain solido zurruna
definitzera. Zer da solido zarruna?
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8.2, irudia. Sclido zurruneko edozein bi punturen arteko distantzia konstantea
da aldi orotan.

Solido zurruna » partikulaz osaturiko sistema bat da (kontaezinak gehienetan, asko
baitira), baldintza hau betetzen duena: edozein bi pariikularen arteko distantziak konstante
dirau aldi orotan (8.2. irudia}, hots,

b —rf=ir;| = &, = keea. (8-2)

Naturan ez dago erabat zurruna den gorputzik, baina lehen hurbilketa batean, solido
deformagaitzak solido zurruntzat har ditzakegu. :

Zenbat askatasun-gradu dituzte solido zurrunek? Hara! Batetik, n parkula izanik, 3n
askatasun-gradu ditugu. Baina lr‘.jl =k, erako lotura-baldintzak ditugu tartean, eta hauek

[“]zfi’}_‘l_) 8 -3)
21577

dira. Baina, bestalde, n handia bada,

aln-1)
2

>>3n (8—4)

da. Nola izan daiteke hori? Arrazoia oso sinplea da. Izatez, (8-2) baldintzak ez dira puztiak
elkarrekiko independenteak. Solido zurrun baten posizica finkatzeko, lerro zuzen berean ez
dauden hiru punturen koordenatuak zehaztea nahikoa da, zeren, lotura-baldintzak kontuan
edukirik, beste edozein puntu hiru puntu horien funtzioan lor baitaiteke, 8.3. irudian ageri
den bezala.

Hiru puntuek 3 - 3 = 9 askatasun-gradu dituzte, baina, solido zurrun batekoak izanik,
ondoko hiru lotura-baldintzak daude:

IrIZI =ky, ‘rﬂl =43, Irzs( =ky- (8-4)

Beraz, puztira, 9 - 3 =6 askatasun-gradu dira. Hots, solido zurrun askeak 6 askatasun-gradu
ditu.
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8.3, irudia. Solido surruncko hire nunturen (1, 2 eta 3 puntwak) poxsizioa
finkatn ondoren. beste edozein punturen posizio erabab finkaienik dago loi-
ra-baldintzen bidez.

Gehienetan, honelaxe avkeratzen dira askatasun-graduok: batetik 3, 1S sistcma
inertzialean masa-zentroaren koordenate cartesiarrak defimizeko. eta bestetik 3. masa-
-zentroarckin etu sistema inerzialarckiko paraleloki higitzen den sistemarekiko (MZS5)
solido zurrunarekin foturik doan sistemak (575 delakoak) duen onentazios adicrazteko
{normalki, hurrengo atalean ikusiko ditugun Euler-en angeluak izango dira),

@
I

8.4 frudia. Solide zurrenaren axkatasun-graduak finkatvcik daode. aide
batciik masa-zenteoa (MZ) cla bestetik bertan jarorria izanik solidoarekin
lotuta doan sistema (SZ5 definiuz,

8.2. EULER-EN ANGELUAK

Solidoarckin loturtk doan erreferentzia-sistemaren orienlazion adierazicko crabilizen dira.
Aurreke atalean esan dugunez. solido zurrunaren sisterma {575} solido zurrunean finkaturik
dagoen sistema da. Beraren jatorria mass-zentroan dago. ela masa-zeatroaren sisiema-
rekiko definiizen da, hots. MZSrekiko. Hirg dira orientazioa adicravien duten askatasun-
-graduak: hortaz. hire magmitude independente definite behar diva. Hirn magnitude horiek
modu desberdinez aukera daitezke. baina arruntena Enler-en angeluak aukeratzea da.
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Honela definitzen dira Eunler-en angeluak (ikus 8.5. irudia): Oxyz sistemak MZS
adierazten du eta Ox'y'7' sistemak, SZ5. Ox'y'z' sistemaren orientaziea, hiru angelu
independenteren bidez adierazten da. Ikus dezagun nola pasatzen den Oxyz sistematik
Ox'y'?’ sistemara hiru biraketa elkarren ondoan eginez.

=z, 74
1

L =Z

x=x '%

8.5, irudia. Euler-en angeluak.

1} Oz ardatzaren inguruan, ¢ balicko biraketa. Biraketa honen bidez Ouxyz sistematik
Ox,yz, sistemara pasatzen da.

2} Ox, ardatzaren inguruan, 8 balicko biraketa. Biraketa honen bidez, Ox,y,z,
sistematik Ox,y,z, sistemara pasatzen da.

3} Oz, ardatzaren inguruan, i balioko biraketa. Biraketa honen bidez Ox,y,7;
sistematik Ox'y'z' sistemara pasatzen da.

Oxyz—*— Ox, 3,7, —== Ox,y,2, —£— Ox'y’7’

@, Beta y angeluak Euler-en angeluak dira. Ondoko izenak hartzen dituzte:
¢ prezesio-angelua
§: nutazio-angelua

y . biraketa propicaren angelua

Hiru biraketa horiek neranzko positiboan hartzen dira.

8.3. SOLIDO ZURRUNAREN ABIADUREN EREMUA.
TRANSLAZIO ETA BIRAKETA HUTSAK

Solido zurrunaren puntuen abiadurak eta abiadura horien arteko erlazioak aztertuko ditugu
atal honetan.
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5

X

8.6. irudia. Solido zorrunaren abjaduren eremnupa astertzeko ervefercntzia-
-sistemak.

Kontsidera ditzagun i eta j puntuak. 8.6. irudian ikus daitekecncz,

I=T; + T {8 -6)
Denborarekiko deribatuz,
dr, _dr; dr, (& —7)
dr dr dt
Baina
dr
Moy ea Sroy (8 - 8)
ar dt !

dira {abiadura hauek sistemua inertzialarekikosk dira, noski}.

Bestalde, solido zurrunaren puntuak izanik. Ir} = ktea da; cta 4.3. atalean ikusi
genuencez,

dr.

—J{'i:mxn,. (8 -19)

Hemen @ delakoa r,; bektoreak pairatzen duen biraketa adierazien duen abiadura
angeluarra da. Beraz, hauxe dugu:

v, =¥, t@xr,. 8- 1H
Arrazonamendu berdinari jarraituz, { ¢ta k puntuen abiadurak ondoko eran erlaziona
ditzakegu:
V, =V, +0O'Xr,. (8-11)
Hemengo formula honetan @ jarri dugu. ¢z bailakigu lehenengo 0 berbera ote den. Dena
den, o = m dela frogatuko dugu jarraian. Horretarako,

_ o
r=r (8 -12)
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idatziko dugu. Hemen (8-10)-eko r;; (8—12)-ko balioaz ordezkatuz, eta kalkuluak eginez,

vi:vj+a)x(rkj+r&). (8-13)
viztvj+mxr,¢)+a)><r;k. B-14)

Baina parentesi artekoa v, da, izatez. Beraz, ondokoa dugu:
v, =V, +@Xr, (8-15)

Eta (8-11) eta {8-15) adierazpenak konparatuz eta i eta k edozein bi puntu direla
kontuan hartuz, @ eta @ abiadurek berdinak izan behar dutela dakusagu, alegia, frogaturik
dago honako hau:

o=m - {(8-16)

2Zer esan nahi du honek? Hitz arruntez esanik, solido zurruneko edozein puntutan
abiadura angeluar berbera dagoela, hau da, solido zurruna multzo modura @ abiadura
angeluarraz higitzen dela efa solido zurruna osatzen duten puntu guztiek biraketa-higidura
horretan parte hartzen dutela, )

Horela, ba, i puntuaren abiadura masa-zentroaren abiaduraren funtzioan adierazi nahi
badugu, modu honetan egingo dugu:

V, =V, +@XI. 8-17)
Hemen r'; bektorea, { puntuak MZS sisternan duen posizio-bektorea da, noski, eta
= —T. 8-18)

Konpara dezagun orain abiaduraren adierazpen hau kurtsore-sistemak aztertzean
(ikus 2.4, atala} lortu genuenarekin,

SOLIDO ZURRUNAREN KURTSORE-SISTEMAK
ABIADUREN EREMUA
V= Vs F@XT T, =T, +R X 00

Ikus daitekeenez, bi adierazpen hauek funtzio berbera bet;etzen duten bi adierazpen
analogoak dira. Letra desberdinez, baina gauza berbera direla ikusiko dugu.

i eta MZ bi puntu dira. O’ eta O bi puntu dira.

@ solido zurruneko edozein puntutan R: espazioko aldaezin bektoriala. Puntu
balio berbera duen bektorea da. guztietan balic berbera du.

v, delakoa v, delakoaren funtzioan T, delakoa 1, delakoaren funtzioan
adierazten da. adierazten da,

Analogia honetan ondoko korrespondentziak daude:

abiadura lineala v T momentua

abiadura angeluarra ] R erresultantea
—

rr | 00
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Beraz, 2. gaian kurtsore-sistemak azterizean ikust genituen propietate eta ondorio
guztiak aplikatu ahal izango ditugu solido zurrunaren abiaduren cremuaren kasuan cre.
alegia,

<
aldaczin bektonala:  © R: aldaczin bektoriala
aldaczin eskalarra; Ww-v T- R aldaczin eskalarra
v ¢ta @ paraleloak diren puntuetan. T eta R paraleloak diren puntuetan,
abiadura lineala minimoa vango da. momentug minimoea izango da. Punta
Puntu horiek w-ren norabidea duen horiek R-ren norabidea duen zuzen
zurzen batean daude. Nolabait batean daude. cta zuzen horri grdai:
sistemaren ardars centrala da. zentrala deritro.
Sistema honen momenty minimoari. L momentu minimaoea.

labainketa-abiudura deriizo: v,

Solido zurrunaren abiaduren eremuan ageri den ardatz zentralari biraketa eta labain-
ketaren aldiuncke ardotza deriizo. Zergatik? Ardatz horretako puntuek @ eta v, dituzte,
denek berdin; bau da, solidoak ardatz horrekiko biraketa {@} du eta denbora berean ardaty
horren norabidean transiadatzen ari da (). Nolabait biraketa-ardatzaren norabidean
labainkela bat gertaizen an dela esan dezakegu. Emaitza honi Chasfes-en teorema deritzo,
eta solido zurrunaren higidura crokorrena ardatz baten mguruko biraketa cta ardatz horren
norabideko labainketa batera eginez sor daitekeela dio.

Modu berean, aurrcko adierazpenetan ikusi denez, selido zurrunaren higidura edozein
puntutara {§) laburbil daiteke. birakela baten {®) eta abiadura lineal baten (v,) konposizio
modura. Zer esunik ez, laburbilpena egitcko hartzen den puntua. masa-zentroa izan daiteke
eta normalki horixe epiten da. Baina beste edozein puntu ere har daiteke, nahi edo komem
izancz gero. Azier ditzagun zenbait kasu beresi,

8.3.1. Biraketarik gabeko higidura {(v=10)
Kasu honetan,
¥, = Vi (8- 19
Puntu guztiek abiadura lineal berbera dute. eta gainera abiadura angeluarra nulua da
edonon. Beraz, ez dago biraketarik. Higidura hori rransfazio hutsezko higidura da.
8.3.2. Labainketarik gabeko higidura (v,=0)

Demagun, orain. puntu baten abiadura nulua dela denbora osoan (bestela esateko,
puntu hori finko dagoeela esan nahi dugu, geldi dagoela) Kasu honetun u,= 0 da, 7eren
gulxicne7 puntu horretan v = {3 baita.

Beraz, biraketa eta labainketaren aldiuneko ardatza puntu hosretatik pasatzen da. Eia
labainketa-abiadura zero baliokoa denez. ardatz zentralean ¢/ dago labainketarik: hots, so-
Hdo zurruna biraketa hutsez higitzen da, punin finkotik pasatzen den ardatz baten ingurnan.
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8.3.3. Higidura laua

Puntu bakoitzaren higidura plano batean gertatzen da. Puntu desberdinak plano
paralelotan higitzen dira. Beraz abiadura guztiak x plano baten parzleloa den norabide
hatean daude, eta abladura angeluarrak plano horren perpendikularra izan behar du:

ol (8-20

Beraz,
@Ly (8-21)
@-v=0 = u,=0, 8-22)

Hau da, labainketa-abiadura nulua da. Aldiune bakoitzean biraketa-ardatz bat dago.
Eta biraketa-ardatz honek @ delakoaren norabidea duenez, # planoaren perpendikularra da.
Sistemaren higidura definitzeko, plano bat hartzen badugu, biraketa-ardatzak puntu batean
ebakiko du planoa aldiune bakoitzean. Puntu horri biraketaren aldiuneko zentroa edo
biraketaren poloa deritzo.

8.4. SOLIDOAREN MOMENTU ANGELUARRA. INERTZIA-TENTSOREA

Aurreko gaian ikusi dugunez (ikos 7.4. atala), partikula-sistema batek duen Oxyz siste-
maren jatorriareckiko momentu angeluarra modu honetan kalkula daiteke, sistemaren masa-
-zentroa kontuan harturik {8.7. irudia):

L,=RxMV+ Y r/xmyv]. (8-23)

8.7. irudia, Solido zurrunaren momenty angeivarra definitzeko sistemak.

Bestalde, aurreko atalean ikusi dugunez, kurtsore-sistemen analogiaz, edozein
puntutara laburbil dezakegu solido zurrunaren higidura orokorra. Puntu hori masa-zentroa
izan daiteke. Masa-zentroa (MZ) V abiaduraz higitzen ari da Oxyz sistema inertzialean
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{V eta © aldakorrak izan daitezke: dena den. aldiune bakotizean bulio konkretuak hartren
dituzie). Beraz, O puntuarckiko momentu angeluarra kalkulatzeko, leben gaia (R x MV)
oso erraz ortuko da. baina bigarren gataren lorpena, er.'xml,.vf delakoarena alegia,
zatlagoa izango da. '

Dena den. orain bigarren gai hori solidoaren abiadura angelivarraren funtzioan kalke-
latzen saiatuko gara. Gai hort MZS sistemaren jatorriarekiko {masa-zentroarckiko} mo-
mentu angeluarra da, cta L' letraz adieraziko dugu:

L'= zr,'x "y, (8 — 24}

Esan dugunez, musu-zentroaren inguruan solidoak @ abiadura gngeluarra du. Beraz,

v, =mxr) (8-125)

L' = 2 r'xm{@wxr)= z mr/ x{@xr) . (8 -26)

Biderketa bektorial bikoitzak honela egin daiezke:
AxBxCO=(A-OB-(A-BYyC. (8-21
Honelatan, ba,
r’x{oxr}={r rjo-{r ojr=r"e-{o 1) (8 - 28)

Eta L'-ren adicrazpencan sartuz:

L= z m it e—(o ) {exr) (8- 29)

Bektore honek O'x'. Oy eta 0’7 acdatzen norabidectan (hots, Ox. Oy cla O¢
dirclakoenetan} dituen osagatak havexck dir;

=, z m,(rr"‘ —x ]— (.o..z a1 xy] - m__z mx’z’, (8- 30a)
i i !
L =-w Z mx[y o, 2 m, (1}'2 — - W 2 myz, (8 - 30b)
t i i
) . 2 _n .
L=-w, 2 nox - o, z movi+ w\_z m,(r,.' -z ) (8 - 30c)
' i )

Puntu honetara heldurik. izendapen berri batzuk eginen ditugu:

zmr.(r,"? —x*Y=1,_ : x ardatzarekiko inertzia-momentua, (8 - 31a)

!

—Zrn‘.x:}‘f' =1, : O'xY' planoarekiko inertzia-biderkadura, {8 -3

T

Eta berdin beste ardatz cta planoekiko, azpindizeak aldatuy.
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Izendapen berrien ondoren, honelaxe idatziko ditugu momentu angeluarraren
osagaiak: '

L=fa+l o+l o, (8 - 32a)
L =Io+la+l0, (8 - 32b)
L. =1u+,0+1,0,. (8 -32¢)
Zer esanik ez, planoekiko .inertzia—biderkaduren definizioa kontuan hartuz:
L=l L,=L, I.=I, (8 -33)

Aurreko hiru osagaien itxura aztertuz, bertan L' eta @ bektoreen osagaien arteko
erlazioa ageri dela ikusiko dugu. Erlazio heori matrizialki idatz daiteke. Era honetan, hain
zuzen ere:

L,: [.ﬂ lxy [.rz w,{
L=y Iy Lo J @, (8-34)
L: Ixz 1}-2 Izz a}z
edo 1aburturik:
L'= I, (8 —35)

I delakoa ondoko eran adieraz daitekeen magnitudea izanik:
L, 1,1,
L=lr,1,1,} (8 -36)
1.1, 1, ’

I delakoa bigarren ordenako tentsore simetrikoa da eta inertzia-tentsorea deritzo, Mo-
mentu angelvarra eta abiadura angeluarra erlazionatzen ditu. Bi bektore horiek, bestalde, ez
dute zertan norabide berbera edukirik, I delakoa ez baita eskalarra tentsorea baizik, eta

{8-33) adierazpeneko osagaien biderkadura, matrizeen biderkaduraren arauen bidez egiten
baita.

8.5. INERTZIA-ARDATZA ETA MOMENTU NAGUSIAK

Aurreko puntuan esan dugunez, kasu orokorrean L' eta @ bektoreen norabideak ez dira
berdinak. Hala ere, ¢ delakoak norabide jakin batzuk hartzen dituenean, posible da L'-k
eta -k norabide berbera edukitzea.

L' eta ® bektoreen norabideak berdinak direnean, & bektorearen norabidea duen
ardatza inerzia-ardatz nagusia dela diogu. Solido zurrunaren kasuan, eta masa-zentroari
dagokionez lorturiko L'-ren kasuan, beti da posiblea gutxienez hiru ardatz nagusi aurkitzea.
Hiru ardatz horiek elkarrekiko perpendikularrak dira. Guk ez dugu frogatuko hoeri horrela
denik, horretarako behar den tresna matematikoa goragoko muaila batekoa da eta. Baina
ontzat hartuko dugu eta horretan finkatuko gara, hurrengo azalpenak egitean.
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8.8, irudia. nertan-ardatz nagusicn bidez defiritvriko erreferentsa-sistens

Har dezagun. orain, ardatz. nagusiez osaturiko tnedroa (Ovgyzy) (ikus 8.3, irudia).
Sistema hort finkoa da solide zorrunean, eta solido zurrunaren sistematzat (575) hartuko
dugu. Sistema honen ardatzen norabidectako bektore vnitarioak uw,. w, eta u. dira. Suia
gaitezen L' eta @ bekloresk sistema honetan dituzten osagaten bides adierazten. Moda
berean. 1 inertzia-tentsorea ere adierazi beharko dugu sistema berri honetan. Osagaiak
{w,, w. @) ca (L, L, Ly letrez izendatuko ditugu.

Demagun, orsin, @k x, ardaizaren norabidea duela, hots. @ = ou, dela, Ardatz
pagusia izanik, I'-K ere norabide berbera eduki behar du: L' = Liu,. Bestalde, (8-35)
erabiliz, eta adierazpen horren osagalak SZS sisteman idatziz:

Li=i o+, o+ @, {8 - 37a)
L=l o+l o+ o, (8 - 37h)
L=l o+ a+] o {3 - 3¢}

Eta L. eta @ bekioreen osagaien balioa kontuan hartuz,

Li=1 w. (8- 38a)
L=0=1_ . (8 — 38b)
Li=0=1 w. (8 — 38¢c}

Beraz, {, =1, = 0 irango dira. Bestalde, © delakoan beste ardatz nagusi baten
norabidea emanik, /, . = 0 dela froga daiteke. Honclatan, ba. ardatz nagusiek osaturiko
erreferentzia-sisteman ($25 delskoan). iner7ia-tentsoresren osiagaicn artean zero er diren
bakarrak 1, ./, . eta . . dira. Osagai horiek. {). I eta [; eran adierazi ohi dira.

Beraz, inertzia-ardutz nagusiek osaturiko sisteman. honelaxe idatziko da nertzia-
-tentsorea:

(1,00

- !

1=014 0, (8-39)
G0y
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hots, sistema horretan diagonalizaturik dage. 1, I, eta I, direlako balioak inertzia-ardatz
nagusiekiko inertzia-momentuak dira eta inertzia-momentu nagusiak deritze.

Jarraian, oso sinpleki adieraziko dugu L' eta @ bektoreen arteko erlazioa SZS siste-
man. Demagun, ®-k edozein norabide duela. Orduan, L'-k ere beste norabideren bat
edukiko du. Bien osagaien arteko erlazioa hauxe izango da:

L f{, 0 0Yo
Li=10 1, Glle, | {(8-40)
L 00 L)\,

Hau modu honetan ere idatz daiteke:
Ly=hw, Ly=hes, L,=hLo, (8 —41)
L' = fow, + Lou, + Lo, (8 -42)
Bukatzeko, zenbait kasu bereziren aipamena egingo dugu:

— Iy =1I,=1,denean, L' = A®. Kasu hau ziba esferikoa izenaz ezaguna da.

— I, = I, # I, denean, ziba simetrikoa deritzo. x,y, planoko ardatz guztiak dira
nagusiak. Adibide gisa errugbi-baloia eta umeek jostailu modura erabiltzen
dituzten ziba arruntak aipa ditzakegu.

~ I, # 5, # 13 # I denean, ziba asimetrikoa deritzo.

Bestalde, ondokoa esan behar da: gorputz homogeneo batek simetria-ardatzen bat
badu, simetria-ardatz hori inertzia-ardatz nagusietako bat da.

8.6. INERTZIA-ELIPSOIDEA

Orain eraiketa geometriko berezi bat eginen dugu. Demagun masa-zentrotik pasatzen den
norabide bat (e}. / delakoa e ardatzarekiko solidoak duen inertzia-momentua izanik, masa-

-zentrotik hasi eta ¢ norabidearen alde bietara 1/ I ségmentu bat hartuko dugu, modu
horretan P, eta P, puntuak lortuz.

Maila honetan frogatuko ez badugu ere, horrela definituriko P puntuen leku geome-
trikoa elipsoide bat dela froga daiteke. Elipsoide hori masa-zentroan definitzen denean,
masa-zentroko inerizia-elipsoidea deritzo. Beste edozein puntutan ere defini daiteke, eta
orduan inertzia-elipsoide izenaz ezagutzen da, besterik gabe.

8.9. irudian inertzia-ardatz nagusiak hartu ditugu erreferentzia-sistematzat (x,, y,, 2,
- Berntan fkus daitekeenez, elipsoidearen ardatz nagusiak inertzia-ardatz nagusiak dira {erraz
froga daiteke hori}. Ardatz nagusien norabideetan elipsoideak dituen erradicek (q, b, ¢
erradioek hurrenez hurren) ondoko balioak dituzte:

1 1 1
gz, bz—=—, = —. (8-—43)

AR AT
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8.9. iradia. Inertzia-clipsoidea,

Bestalde, hiru ardatz nagusick osaturiko erreferentzia-sisternan, elipsoidearen ckuazioz
ondokoa izango da:

o o Ze gy (8 - 44)
a- b e
edota a. b 2la ¢-ren balioak kontuan hartuz,
Lxy+Lyy+ 1z =1 (8 — 45)

Hauxe da, ba, baldintza horietan, elipsoidearen ekuazioa. Dena den, bestelako erreferen-
tzia-sisterna bat hartuz gero, formula hori era korapilatsuagoan agertuko da.

Bukatzeko, eta masa-zentroko inertzia-elipsoidea kontsideratuz., aipa ditzagun zenbuait
kasu bereni:

— Zabu simetrikoaren kasuan, adibidez [, = [, denean, ¢ = b da, eta beraz, inerizia-
-clipsoidea biraketarkoa da, g, ardatzaren inguruan.

— Ziba esferikoarcn Kasuan. /, = I, = I, = I denez, ¢ = b = ¢ da. eta beraz, inerizia-
-ehipsoidea csfera bat da. 1zatex:

Xty +35 = R 8-46)

bertan R =1/~ izanik.

87 INERTZIA-MOMENTUEN KALKULUA

8.4, atalean horako modu honetan definitu genuen ardatz batckiko inerizia-momentua (1
ardatzarekikoal,

o= m{r® -5 (8- 47)

r
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Ikus dezagun, definizio horrek duen esangura geometrikoa zein den. Horretarako,
8.10. irudiaz baliatuko gara; irudi horretan ikus daitekeenez, iA segmentua O'x’ ardatzaren
perpendikularra da. Beraz,

- =l =a. (8 -48)

818, irudia. Inertzia-momentuaren esangura geometrikoa.

Hemen 4, delakoa / puntutik O'x’ ardatzera dagoen distantzia da. Beraz, inerizia-momentua
honelaxe lortuko da:

L=y mdl. (8 - 49)

Beste edozein ardatzekiko ere, partikulen masen eta horietako bakoitzetik ardatzera dagoen
distantziaren karratuaren arteko biderkaduren batuketaz lortzen da inertzia-momentua:

I.=Y md?, (8 - 50}

hemen d; delakoa e ardatzera dagoen distantzia izanik.

Masa jarraitua denean, honelaxe egiten da kalkulua:

L =jd’-’dm. : 8-51)
M

Esandakoa argitzeko, adibide modura, bi partikula-sistema konkreturen inertzia-mo-
mentuak kalkulatuko ditugu.
8.7.1. Masa diskretuz osaturiko sistema

Lau masa berdin (m) ertzak 1, 2 eta 3 metrokoak dituen paralelepipedo baten lau
erpinetan daude, 8.11. irudian ageri den bezala. Hiru ardatz koordenatuekiko inertzia-
-momentuak efa inertzia-tentsorea lottzen saiatuko gara.

Emandako definizicen arabera,
Lo=m-2+m-0+m-3+m-(3*+2% =26m,
L=m P+m(P+2)+m-0+m (1" +29)=11m,

Ly=m-1+m-P+m-(?+3%+m-3=2Im.
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.11, iradia, Masa diskiers osatarikaoa sistema.
Inerizia-tentsorea kalkulatzeko (atorrian noski), inertzia-biderkadurak kalkulatn
behar dira:
{ = -z{:ﬁi‘_‘c,_\'f =—{m- 1 O4+m L O+m- 1. 34m 3-3)=-3m,

1

F ==Y myz=~(m-1.24+m-1-0+m-1-2+m-0-0)=-4m,
17 Z ! [}

i.= —Z my s =—{m G 2+m-0-0+m -3 2+m-3-0)= -0

R
.-
Beraz, trudiko erreferentzia-sisteman solido zurrun modura hartuniko partikula-siste-
ma horren inertzia-tentsorea honako hau da:
{26m ~3m —dm

-
I =|-3xn tim =-6m

\—dm —6m 2hn

8.7.2, Masa jarraituz osaturiko sistema

Kalkula dezagun orain masa jarraitua duen sistema baten inertzia-momentuz. Konkre-
ki, .12, trudian adieran den h jodierako eta R erradiodun disko zilindriko baten inertzia-
-momentua Kalkulatuke dugue v ardatzarekiko. (8--51) adiernzpencan esan dugunei.

{ = dedm.

Hemen din elementuko partikula guztick ardatzetik o distontzia berberera cgon behar
dute. Horretarako 8.12. irudian ageri den dmr clenmentuaren motakoak hartuko ditugu. hau
da, ardatz gisa v ardatza duten eraztun tinak (dr zabalerakoak). Materialaren dentsitatea p
buda.

din = pRarhdr
izango da, eta elementu oso horl v ardatzetik » distantziara dagoencs.
[ R4
= (2h—.
4

n

& R .
i = J ¥ p2rhrdr = p?nh.J‘r"a’r = plrh -
() 0 L4
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8.12. irudia. Disko zilindriko trinkos.

Bestalde, disko osoaren masa kontuan edukiz,

M = prRih.

I I
I, = E(pszh)Rz > L=3 MR,

8.7.3. Simkera-erradioa

Zenbait taulatan kontzeptu hau ageri da eta horregatik interesgarria da beraren esan-
gura adieraztea. Gorputz batek biraketa-ardatz batekiko duen biraketa-erradioa hauxe da:
«gorputz horren masa osoa puntu batean bildurik balego puntu horretatik ardatzera egon
behar lukeen distantzia, puntuak ardatzarekiko duen inertzia-momentua gorputzak duen
berbera izan zedin». Definizio horren arabera, biraketa-erradioz K bada,

MK =1, {8-52)
Beraz,
I
K=+ 8-53
Y M ( )

Adibidez, kalknla dezagun biraketa-erradioa aurreko adibideko kasuan:
.
1 ' 2 MR
I, = MR’ K= \J =—.
2 - M2

Berdin kalkula daiteke beste edozein kasutan ere.

8.7.4. Poinsot-en formula

Formula honen bidez, eta inertzia-elipsoidean finkaturik, edozein norabidetako arda-
tzarekiko inertzia-momentua lortuko dugu norabide horren kosinu zuzentzaileen funtzioan.
Kalkuludk errazteko, masa-zentroko elipsoidea aztertuke dugu, eta erreferentzia gisa,
ardatz nagusiak hartuko ditugu (8.13. irudia).
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813, irudia. ¢ norabideko imectzia-momentuaren kKoikulurako irudia,
Demagun ¢ norabidea. Emandako definizioaren arabera,

DP=l=-"_. (8 — 54}
G

Bestalde, P puntuaren koordenatuak (xy. vy, Z) 1zanik, kosinu 7uzentzaileak hauexek dira:
rx=—jﬂ_‘ g=2. y=%‘¥ (8- 55)
Hemendik x,, v, eta z, bakanduz eta clipsoidearen ekuaziora eramanez,

Loy + LABY + KUy = 1. (8 — 5362)
Beraz. azkenean hauxe geratuko zaigu:

1‘.:!]{:\":*'!?2,62"'!{]);‘ (8—56b)

Formwla honi Poinsot-en formuia deritzo. eta dakusagunez, beronen bidez e ardatzarckiko
inertzia-momentua kalkula daiteke.

8.7.5. Steiner-en formula

Formula honen bidez bi ardatz paralelorekiko inertzia-momentuen arleko erlazioa
adierazien da. Zehazki, bi ardatzetako bat masa-zentrotik pasatzen da (8. 14, irudia).

8.14. trudia. Sieiner-en formularen azalpena.
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8.14. irudian ageri den bezala, a ardatza masa-zentrotik pasatzen da eta b ardatza ¢
ardatzaren paraleloa da. Bien arteko distantzia d da. lzatez, [, eta I, erlazionatu nahi ditugn.
zplanoa a eta b ardatzen perpendikularra da.

a

MZ j, 3 -

é y

8,15, irudia. g eta b ardatzak erreferentzia-sistema egokian.

Problemaren formulazioa errazteko, 4 ardatza Oz ardatz gisa hartuko dugu, O puntua
masa-zentroa izanik (8.15. wrudia). Gainera, Ox eta Oy andatzak planoko edozein ardatz
perpendikular izan daitezke, baina, berriro ere errazteko, Oy ardatza « eta b zuzen parale-
loek osatzen duten planoan hartuko dugu. (Egindako errazketek ez diote orokortasunik
kenduko gure problemari).

Honela eginik eta P delakoa solidoaren edozein puntu izanik, puntu honetatik 2 eta b
ardatzetara dauden distantziak ondokoak dira,

d,=x*+y*, (8 — 57a)
d, -—-sz +(y—d)*, (8 -57b)

eta inertzia-momentuak,

1= m{<+32)= m,.zm,dj,, | 8 - 584)

I, —Zmd,,,_zm Xyl +d® ~2yd)=
—Zm x4y +Zmd —ZdZmy, (8 ~ 58b)

Hemen 2 m.y; =0 da, jatorria masa-zentroan baitago. Beraz,

Ib:Em,-(xf+yf)+d?‘(zm,). (8-359)
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Azkencan hauxe dugu:
fo= 1+ M
Adieraypen bornt Steiner-en fornnda deritzo.

8. 7.6, Inertzia-momentu polarra

Fisika Orokorra

(g o

Bukatzeko. Kalkulu askotan lagungarria gertatzen den magmiude berni bat definituko

dugts: puenty harekiko inerizia-momentu polarra.

Demagun 8.16. irdiko sohdo zurruna, Ondoko eran detinituko dugu O punmarékiku

(atorriarekiko) inerzia-momentu polarra:

fo= J r-din,
° At

X

{8-06l

8,16, trudia. (7 puntuarckike inerivia momenn polarra delintizcko magnitideak,

Tkus daitekeencs, inertaa-momentven amzera dehinito dugu. baina ardatz buterako distan-
triak jarri ordez, puntu baterako distantziak jareiz. Hortaz, hauexek datz ditzakego:

I_r,” =1 + J:_:dm.

Af

Lo=1, +J-,\':dm‘

1\

lo=1, +J.‘.\"dm.

M
et hirvrak atalez atal batur.

M=l . +i v +1,.

hao da.

-

Formula honek evraztn epiten du zenbait inertzia-momenwiren Kalkalua

(8--62a)
(8 - 62In

(8 — H2¢)

{8 -63

(8- 06d)
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8.7.7, Adibidea
Esfera homogeneo batek bere zemrotik pasatzen den ardatz batekiko duen inertzia-

-momentua kalkulatuko dugu adibide modura.

8.16. irudian ikus daitekeenez, simetriaz,

Lo=1,=1.
Beraz,
I 2
fpo=53!_v — In=§[po.
z i
N
Y
%
‘; d?'
!
- "I'""'-I‘H- <. r
I o ! R ~, -
: y y
;
[
’J'
X a X b

8.17. irudia. Esferaren inertzia-momentuaren kalkulurako gaiak.

Lehenengo, ba, ardatzen jatorriarekiko inertziz-momentu polarra kalkulatuko dugu.
Horretarako, dm elementu gisa, r erradiodun eta dr lodieradun azal esferikoa hartuko dugu

(8.17.b},
dm = parridr.

Honelatan, ba, hauxe izango da inertzia-momentu polarra:
2 * R _3( 4 3
Lo= J‘rz dridr = 4;:[#& =p4n—= -( —xR3]R2 = - MR’
0 s p P 0 p 5 5 d 3 5
Azkenean, aurreko emaitza erabiliz, ardatzarekiko inertzia-momentua ondokoa izango da

2 2.,
I, =21 =ZMR".
T3S






9. gaia

- Solido zurrunaren dinamika

Aurreko gaian solido zurrunaren definizioa eman dugu, eta, bide batez, solidoaren azter-
keta dinamikorako beharrezkoak diren magnitude berezi batzuk definitu eta aztertn ditugu,
hala nola inertzia:tentsorea, inertzia-momentuak eta beste. Halaber, solidoaren abiaduren
erermia aztertu dugu, hitz batez, sofido zurrunaren zinematika. Baina ebiadura horiek eta
berorien aldakuntzak {azelerazioak alegia} ez ditugu solidoaren gainean eragiten ari diren
indarrekin erlazionatu. Hauxe da, hain zuzen, oraingo gai honetan solido zurrunaren
dinamika azterizean eginge duguna.

9.1. SOLIDOAREN DINAMIKAREN EKUAZIOAK.
INDARREN SISTEMAREN TORTSOREA

Azter ditzagun, lehenik eta behin, solidoan eragiten duten indarren portaera eta eragina.
Indar batek solidoaren puntu batean eragitean, puntu horren higidura aldatzeko joera du.
Baina solidoaren partikulen arteko distantziek konstanteak izan behar dutenez, pastikula
guztiak indar horren eraginpean geratzen dira. Hau da, F indarrak i partikulan eragiten .
badu,

o=k e ml=k - ©-1)

lotura-baldintzak bete behar direnez, indarraren eragina j eta £ partikuletara ere hedatzen da
(9.1. irudia). '

9.1. irudia. { puntuan zuzenki diharduen indarrak j eta & puntuetan ere eragiten du,
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Hori dela eta, bereria gertatzen da solidoaren dinamika, beste partikuia-sistemena-
rekin konparaluz, eta horregatik kasu honetan teknika bereziak erabilizen dira higiduraren
arterketarako, hala nola inerizia-tentsorca eta beste.

Edozein modulan. gainezarmenaren printzipioan oinasrituz eta indarrak Kurtsoreak
direla kontean hartuz, indar-sistemaren eraging aztertzean, 2.4, atalean kurtsore-sistemak
aztertzean tkusi genuen biltze-modua erabili behar dugu. Hau da, indar-sistema osou
solidoaren edozein puntutara laburbii daiteke. puntu horretan indar erresultantea (F) cta
momentu erresultantea {7 emanik.

Kurtsore-sistemen propietateak (ikus 2. gaia) kontuan edokiz. F eta T direlakoek
ondoko berezitasunak dituzicla esan dezakegu:

- F delakoa espazioko aldaezin bektonala da.

1 aldatuz doa puntuaren arabera. Kasurako T, delakoa A puntuarekiko momentua
izanik. B puntuarekikoak balio hau izango du:

T, =T, +FXAB=1, + Fx(r,-1,) S-2)

¥-ren norabides duten zuzenak. T bereko puntuen leku geometrikoak dira.

- 1. F biderkadura espazioko aldaezin eskalarra da.
Ardatz zentralean T minimoa da eta E-ren porabidea du.

— 1t eta F bikoteak tortsore 1zeneko multzoa osatzen du. Tortsore honek definitzen du
solidoaren dinamika. solidoak dituen loturekin batera.

Honelatan, ba, solido zurrunaren dinamika aztertzeko, indar-sistemaren tortsorea
kontstderatu beharke dugu; hots, higiduraren aldakunizen sortzailea © eta ¥ bektoreek
osaturiko tortsorea izango da.

Tkus dezagun orain nolako eragina duen tortsoreak. Solido zurruna, berez, partikula-
-sistema bat da. Beraz, 7. gaian partikula-sistemet buruz emandako legeak beteko ditu,
Erreferentziakotzat inertzia-sistenta bat hartzen badugu. 7.2. eta 7.4, ataletan adicrazitako
legeak beteko dira; hau da, alde batetik:

P vy

=Ma,,.. —
dt di e ©-9

Beste alde batetik. ondoko erlazioa beteko dute ardatzen jatorriarekiko momentu angelua-

rrak {L delakoak) eta indarren momentuak {7 delakoak):
dL
T=—0. G- 4
r { )

Bi ekuazio horiek dira solido zurrunaren —eta beste edozelin sistemaren-— dinamika (hau da.
denborarekiko eboluzioa edo higidura, azken batez) arautuko duten oinarrizko eknazioak,

9. 1. 1. Masa-zentroarekiko ekuazioak

Aurreko ekuazio biak inertzia-sistema baten jatorriarekiko idatzirik daude. Hala cre,
askoz ere praktikoago gertatzen da ekuazio horiek masa-zentroarekiko idaztea, eta horixe
da orain egingo duguna. Bi kasu aztertuko ditugu:
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a) F = 0 denean. Kasu honetan,
Ma,,=0 = a,, =0 G-

Beraz, jatorria masa-zentroan edukiz inertzia-sistemake ardatzen ardatz paraleloak di-
tuen erreferentziazko sistema —7. gaian € deituriko sistema— sistema inertziala da. Beraz,

masa-zentroarekiko _
=2 ©-6)
4t

erlazioa beteko da (aurreko gaiko notazioa erabilirik).

b} F # 0 denean. Kasu honetan masa-zentroarekin doan sistema ez da inertziala; hori
dela eta, ezin aplika dezakegu lehengo metodeoa. Dena den, ondoko arrazenamenduaz
ikusiko dugunez, onderio berdintsura helduko gara.

MZ8

MZ

9.2. irndia. § sisterna inertziala da. MZ5 ez da inertrizla, baina § sistemare-
kiko paraleloki higitzen ari da.

Bi sistemetako ardatzak elkarren paraleloak dira binaka; § sistema inertziala du, MZS5,
ordea, ez da inertziala, jatorriak (MZ-k) azelerazioa baitu. Beraz, S sistema inertzialaren
jatorriarekiko momentuel dagokienez,

A .
g 9_7
" 9-7}
da. Baina L. eta T ondoko moduan daude erlazionaturik L' eta 1 direlakoekin:
L=RxMV+ Y r/xmy, =RxMV+L’, 9-9)
7=1+F xR, 9-9)
1=1T+RxF. 99— 10

(9-8) denborarekiko deribatuz,

Ls

iﬂ—‘zkxMWRme‘{‘f;

9-11
" ( }
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Bestalde,
: iR
R:i—--:v (9—12)
ot
dener.
RxMV=VxMV=40. (9-13)
Beraz. gurrcko (9-11) adieravpenera eramanik.
i‘El----R><MA+dL—-zB‘.><F+f{-l—’—_ (9 - i4)
dt di di

(9 7y eta (9-- 10y kontuan hartaz, azkenean hauxe dugw:
+ dl‘r’
T=—o

. {9 — 153
(ft

Hots, adierazpen hae bei betewzen da, masa-zentrog abindurz Konstantez zein azelerazioz
higite arren. Baldintzy bakarra ondokoa da, alegia, masa-zentroarekin doazen ardatzek e
dezatela birarik egin. Bi kasoctan aztertotakoa laburbilduz, puntu honetan solido
rurrunaren oinarrizko ckuazivak asterty ditugu. Havexek dira preseski

F=MA. (9 - 16a)

dIJ , dl;’
T=— c¢do T = .
dr dr

(9 - 16y

Dena den. ekuazio horiek ez dira lehen tkustaldi batcan pentsa hiekeen bezain
sinpleak. Zailtasunen iturria, solido zurranaren kasuan momentu angeluarrak abtadura
angeluarraren funtzioun hartzen duen forma da. Izan ere, aurreko gaitik dakigunez,

L=1w (G- 17)

da. Hemen, 1 delakoa incrizia-tentsorea da (ez da, beraz, eskalar bat), eta horrela L eta @
bektoreak ez dira zertan norabide berekoak izanik. Hori dela eta, kalkuluak korapilatu
egiten dira kasurik orokorrenean,

Guk. lchen maila honetan, zenbait kasu bereri aztertuko ditugu, adibide gisa. Horien
artean, biraketa askea eta ardatz finkoaren ingurvan biratzen ari den solidoa aukeratu
ditagu. Ikusiko duguner, kasu horietan kalkuluak erraztu eginen dira neurri batex.

Edozein modutan, eta solidoaren dinamika aziertzen ari garenez, oso haliagarria
gertatuke zaigu solidoaren cnergia zinetikoak abiadura angeluarraren funizican hartzen
duen adierazpena ikustea, eta horixe da hurrengo puntuan egingo duguna.

9.2. SOLIDO ZURRUNAREN ENERGIA ZINETIKQA

Solido zarruna partikula-sistema bat denez, ondoke eran adierazten da beraren energia
zinetikoa masa-zentroaren koordenatuen eta masa-zentroko sistemaren bidez (ikus 7.5
atala}:

1

2 I £3
EtZEMV'JrZ-Z—m,U;. (918}
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Masa-zentroaren sisterna paraleloarekiko (MZS-rekiko) energia zinetikoa adierazten duen
bigarren gaia K, letraz izendatuko dugu:

1
E, Ezimiv;? (9-19)

Kalkula dezagun, ba, F'i-ren balioa. Gorputza solido zuttona denez, 8.4, atalean ikusita-
koaren arabera,

vi=@oxy (9 -20)

da, masa-zentrogren abiadura milua baita masa-zentroaren sisteman. Bestalde,

2

v =v v/ = {oxr} {exr) 9-21)
eta ondoke berdintza kontuan edukiz,

(AxB)-(CxD)=(A C)-(B-D)~(A-D)-(B-C) ©—22)
hauxe dugu: '

& -(w_‘x‘.’ﬁ-w_‘.y{%—wzz{)z. (9-23)

. s 2
o ={x1)}-(oxr)=o’,
E'-ren adierazpenean ordezkatuz, honelaxe idatz dezakegu azkenean solido zurrunak
masa-zentroarekiko duen energia zinetikoa:

E = %(Ina)f +1,0] + L@l +2,00,+2,0,0 +2,00) 9-24)

ey
Dena den, aukeratu dugun erreferentzia-sisterna masa-zentrotik pasatzen den edozein
izan daiteke. Bete behar duen baldintza bakarra hauxe da, alegia, erreferentzia-sistema
inertzial batekiko biranik ez egitea. Ardatzak inertzia-ardatz nagusiak badira, F',~-ren
adierazpena itxura honetakoa da, aurreko gaiko notazioa erabiliz {ikus 8.5. atala):

.1
El = E(I,wf + Lo} + Lw?), o 8-25)
hemen
L=, 1, ,=0L L =0 6 =0, o, =0, 0, =0, (9-26)
deituz, eta bestalde
L,=1. =1I,=0 ©-27)

Ko T THk Yolo
direla kontuan hartuz,

Edozertara, ikusi berri dugun ardatz nagusiei buruzko adierazpena erabiltzen da ia
beti. Kasu honetan, ba, demagun @ bektoreak ardatz nagusi baten norabidea dueia etengabe
{adibidez O'x, ardatzarena), Orduan,

0,=0, =0
0, =0, =0 —>E;=%l,m2. ' (9-28)

w, =0, =0
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Biraketa-ardalza nagusia ez bada, £, = 1/2(/, &) da cta Poinsot-en formulaz erraz. lor
daiteke /. Dakusaguncz, Kaso horretan oso adierazpen erraza ageri da encrgia zinetiko osoa
adierazichko:

E=tmvielio (9 - 29)
N l) “) L]

9.2.1. Energia zinetikoa eta lana

Bukatzeho. wzter dezagun sisternaren gaincan egiten den lanaren eta energia zingti-
coaren grleko erlazioa. 7.5 salean ikusi genuency, 7ein partikula-sistemaren kaswl
k ieko erl 7.5, atalean ikusi genuencz, edorein partikula-sistemaren kasuin
ondokoa 1daz dezakeou;

Wnpe + Wome = Ein - Ei 4. (9-- 3

Buina solidoak dituena loturak kontuan harturik. W, = ( izango da, hots,

W

hne

il
=3 | ¥, dr, =0, 19 -31)
1

:

veren, F; cta r; elkarren paralelosk direpez eta ry) = ¢, denez, F eta dr, perpendikularrak
baitira. cta, beras, F, - dr, = O baita, Honelatan, ba.
"vkalnp-l = Ei.B - P‘k A tg - 32}
Bestalde, kanpo-indarrak kontserbakorrak direneko kasuan,
‘Vl;.".npu = I:Ip.i - E;J.H (%- 33
idaty dezakegu. eta azkenik, energia mekanikoari dagokioner,
(E,+ ) =(E+Ep=L (9 - 34
Horixe da solido zurrunari dagokion energia mekanikoaren kontserbazioaren printzi-

pioa. £, delakoa kanpo-indarrei dagokien energia poteniziala izanik.

9.2.2. Adibidea

Masat bereko kuboa, exfera, zilindrea eta eraztuna aldapa berberean behera uskatn
dira, altwera beretik etu wldivire berean (9.3, irudia). Kuboa labainizen ari do, marriska-
durarik gebe. Beste hirvrak evrotutzen ari dira energiarik galdu gabe. Zein ordenatan
helduko dira behera?

4.3 irudia. Law gorpotzak modu bercan askaw dira



Solido zurrunaren dinamika

197

9.1. taula
kuboa esfera zilindroa eraztuna
1
E = % MV: 11, = %MRZ fie =3 MR? Ly, = MR
1% 4 1%
o= o =— o =—
R R R
_1 2 2 * 1 _I_ z }./_2. P 1 2 v
E,(—EMV + =10 E"_E(ZMR 2 EK-E(MR )TRT
2
Ek=lMV2+—I~EMR2£7 E;=—1~MV2 E;*—I—MVE
2 25 R 4 2
E = [1 + l)Mv’f E = [3 + l)MV2 E = (l + }—)MW
5 2 4 2 2
E, =%MV2 E, = %Mvz E = %Mvz E, = MV?

9.1. taulan adibideko gorputzei dagozkien energia zinetikcen adierazpenak jarri dira
masa-zentroaren abiaduraren funizioan, balio horiek lortzeko metodoa azaldurik. Beraz,
taulako emaitzak kontuan hartuz, masa-zentroko abiadura berbera edukiz, ondoko eran
satlkatuko genituzke energia zinetikoak, txikienetik handienera:

{3 -35)

Azter dezagun orain energiaren kontserbazioa. Lan egiten duen kanpo-indar bakarra
grabitatearena da (hau da, kontserbakorra). Beraz, E, = 0 aidaparen behealdean hartuz,

Ek. kubea < Ek, esters Ek. gifindroa Ek, craziupa*

E=E +E =Mgh+0=0+E,. (9-36)
S
Eotan nehean
Kasu guztietan, behean gorputzak duen energia (K} hauxe da:
E, =Mgh. (9-37)

Ondorioz, behera heltzean honelaxe sailkatu ahal izango ditugu abiadurak, txikienetik
handienera:

kuboa: < MV? = Meh
2
7 2 _ ,
esfera: — MV = Mgh
3 10 ' > V>V >V, >V, {9-38)
zilindroa ; %Mv: = Mgh
eraztuna: MV} = Mgh

Eta sailkapen honek edozein altueratarako balio du, Hortaz, kuboa helduko da lehena,
esfera bigarrena, zilindroa hirugarrena eta eraztuna azkena.
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9.3. BIRAKETA ASKEA

Sclidoaren gainean inolako mdarrik ez momentunk eragiten ez badu (F = 0, T = 03 sohdo
hori libreki hiratzen ari deln diogu. Kasa horetan ondoko ekuazicak betetzen dira; bateuk:

Fzm%}zo-av:kma G- 39)
. 1

Beraz, masa-zentroa abiadura konstantez ari da higitzen, eta bertan erreferentzia-sistenta
inertziala aukera dezakegu. Bestetik,

_ d‘J
dr

T =0 — L =ktea. (9 — 40)

Gainera, F = @ denez, T momentuak edozein puntutan balio du zero. Hortar, edozein
punturekiko momentu angeluarrak ere konstante diraw.

Energiari dagokionez, kanpo-indarrik ez dagoenez,
Wi = 0. (9-40

Ondorioz,
E, =kiea (9 - 42)

da, hots, energia zinctikoak konstante dirau.

Hiru ckuazio horick dira. hortaz. sohdoaren higidura askearen enarrizko ckuuzioak.
Horick erabiifiz ebazien da problema.

Ekuario horietan oinarritunik, azter dezagur L-ten ¢ta @-ren anteko erlazioa, Daki-
Funez,

L=l (9_ 4%

Baina hemen 1 delakon inertzia-tentsorea da, hots, €z da eskalar bat. Eta aurreko gaian
ikusi genuenez —ikus 8.4, atala—, oro har, L-k eta -k norabide desberdinak dituzte.
Gainera, solidoa higitzen ari denez, I tentsorearen elementuak cre aldatuz doaz. Horrela, L
bektorea konstantea izan arren, kasu orokorrean o ez da konstantea izango.

Hala ere, lehen uncko biraketa-ardatza inerizia-ardatz nagusia bada, adibidez. O'x,
ardatza, ondokoa idatzi ahal izango dugu:

L=/ (9 — 44)

Hemen [, = 1 delakoa inerizia-momentu nagusia da. Eta definizioz, @ eta L bektoreak
norabide berekouk dira.

Bestalde, L. = ktea denez, ez dago arrazot berezirik @-k erc konstanie iraun ¢z dezan.
Beruz. baldintza horiek beteaz,

= Kiea. {9 - 45)

Denz dela. ikusi dugunez, ® bektorea konstante izan dadin. leben uneko bigidura
angeluama inertzia-ardalz nagusi baten inguruan gertats behar da.
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9.4. ARDATZ FINKOAREN INGURUAN BIRATZEN ARI DEN
SOLIDOAREN HIGIDURA

Kasu honetan, kanpo-indarren bidez, beharin egiten da solidoa ardatz finko baten inguruan
biratzera. Beraz, biraketa hau ez da askea izango, eta oro har F # 0 eta T # 0 izango dira.

9.4. irudia, Ardatz finkoaren inguruan biratzera beharriko solido zerruna.

Alboko irudian F, eta F, bektoreek ardatzaren euskatrietan egiten diren indarrak
adierazten dituzte (hemen kasu sinpleena aukeratu dugu, hau da, marruskadurarik gabe
* biratzen ari den solidoarena). Horiez gain, bestelako indarrek ere eragin dezakete, hala nola
grabitatearenak, Zer esanik ez, nahiz eta irudian e ardatza horizontalki irudikatu dugun,
biraketa-ardatzak edozein norabide eduki dezake.

Azterketan 9.1, ataleko ekuazio berberak erabili behar dira, kasu orokorrean F = 0 eta
1 # 0 direla kontuan hartuz. Tkus ditzagun gerta daitezkeen zenbait kasu berezi.

9.5. trudia, Masa-zentroz biraketa-ardatzean ez dagoeneko kasua.

9.4.1. Masa-zeniroa €7 dago biraketa-ardatzean
Masa-zentroak ibilbide zirkularra du; beraz,
Solidoaren gaineko indar guztien erresultantea (kanpokoak eta ardatzari eusten diotenak
kontuan hartuz) honelaxe erlazionatuko da masa-zentroaren azelerazioarekin:
F=Ma,,=0. (9-47)
Kasu honetan korapilatu egiten da higiduraren azterketa, eta ez gara hemen horretaz
luzatuke. Soilik aipatu, ardatza ‘estatikoki orekaturik’ ez dagoela esaten dela eta teknikako
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9.4.2. Masa-zentroa biraketa-ardatzean dago
Kasu honetan.
Ay = 9 -48
da. ela, ondorioz, sohidoaren gaineko indar erresultantea nulua da. hots,
F=Ma,, =0 (9 -- 49)

Nola interpreta daiteke hori? Honela: nahiz et kanpo-indarrak eragiten egon, eus-
karriek cgiten dituzten indarrek (F, eta F. direlakoek) orckatu cgiten dute sistema
-—indarrei dagokienez- — eta erresultantea nulua da. Sistema estatikoki orekatrik dagoela
esaten da.

indarren crresulanten nulua izan arren, momentuak ez do zertan nulua izanik.
Edovein modutan. F = 0 denez. T aldaczing da eta balio beru du espazioko edozein
punturekiko. Kasu honetan bi azpikasu berezi aztertuko ditugw:

a) Biraketa-ardatza inertzia-ardatz nagusia da
Ardatz nagusia izantk,
L=lo={ou (9 -5
Bestalde,
e dL d{1wu) dw

= —é—:f{_-—-—u_ {9_51)
dr dr dt

zeren 1, cta u konstunteak baitira.
Azelerazio angceluwrraren definizioarcen arabera,

oo de o Llde (9 - 52)
dt di

Beroz, era honetan erlaziona dezakegu bektorialki indarren momentua azelerazio
angeluarrareXin:

T=/ow {9-53)
Hemendik bi ondorto atera daitezke:

~ Euskarrietako indarrek hartzen dituzien balioei esker. T momentoak birnketa-
ardatzaren norabidea du.

- Indarren momentuaren moduluak ondoko erlazioa du sohidoaren arelerazio
angeluarrarckin

T, =1a (9-54)
Bukatzcko, ikus dezagun 7, = {§ deneun gertatzen dena:
7,=0 = =0 - w=kia. (9 - 55}
Prozesu hau alderantziz ere azier dadleke, hau da, aztertzen art garen kasuan,

w=kea = 1,=1. (0 - 563
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Masa-zentroa biraketz-ardatzean egonik, horrez gain biraketa-ardatza inertzia-
-ardatz nagusia denean, ardatz, finkoaren inguruan biratzen ari den solidoa dinamikoki
orekaturik dagoela esaten da.

Hemen zergatikoz azalduko ez dugun arren, diegun ezen, ardatza dinamikoki
orekaturik dagoenean, euskarrietan egiten diren indarrek ez dutela biraren abiadura
angeluarraren menpekotasunik eta, abiadura angeluarra edozein izanik, balip bera dutela.
Horregatik, makina eta motor guztietako errotorcak orekatu egiten dira dinamikoki {eta,
lehen esandakoaren araberz, estatikoki ere).

b} Biraketa-ardatza ¢z da inertzia-ardatz nagusia
Momentu angeluarraren eta abiadura angeluarraren arteko erlazioa hauxe denez,
L=1w, (9—57)
oraingoan L-k eta @k norabide desberdinak dituzte.

Dinamikaren ekuazioa hauxe denez,
dL

'r:—dT, (% -58)

momentuak e ardatzaren norabidean duen osagaia kontsideratuz, ondokoa idatzi ahal
izango dugu osagai horri dagokionez {ardatza finkoa baita):

T‘(im—] _ 4L 9-59
©Ndr), dr’ ©-59

lkus dezagun zenbat balic duen L, delakoak.

9.6, irudia. Biraketa-ardatza inertzia-ardatz napusia ex dencko kasurako
arerketa.

Har dezagun, adibidez, Oy ardatza e ardatzean. Hori eginez,
Le = L_\' = ".r_\"f’-?r + Jlr\\a}\ + l'r_v‘-_wlg. (9 - 60)

{ikus 8.4. atala). Bistakoa denez, /,, eta /,; inertzia-biderkadurak ageri zaizkigu, Oy delakoa
ez baita ardatz nagusia. Baina 0 = aj denez {w, = ©. =0},

Lo =l,0= L0 (9-61)
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Beraz,
4, do 9~ 62)
Coodt T dr
Hots, kasu honetan ere honelaxe adieraz dezakegu:
7. =10 (9-63)

alegia, (9-54) adierazpenaren anizera. Noski, kasu honetan e ardatzarekiko osagaiak baino
ez ditugu kontuan hartu adierazpen horretan. Beste norabideetan bestelako erlazio batzuk
daude. Horretan datza, hain zuzen, aurreko kasuarekiko desberdintasuna,

9.5. ZENBAIT ADIBIDE

Gai honen azalpenarekin bukatzeko, adibide bi aztertuko ditugu, aipaturiko puntu teori-
koak prakiikan nola aplikatzen diren ikusteko, '

9.5.1. Biraketa askea

Gorputz solido bat indarrik eragiten ez duen eta hutsik dagoen espazioalde batera
Jaurti da, lehen unean bere masa-zentroak Y abiadura izanik, eta abiadura ungeluarra ®
balivkoa izanik.

— Zein magnitude kontserbaruko dira jaurti ondoren?
— Zein haldintzatan kontserbatuko da 07
Argi dagoenez, teorian aztertu dugun biraketa askeari dagokio problema hau, alegia.
F=8 1=0.
Beraz,
F=MA=0 —- A=0 — V=LXktea,
hau da, masa-zentroaren abiadurak konstante iraungo du. Bestalde,

4

= =0 — L =ktea.
dt

T

denez, momentu angeluarrak ere konstante iraungo du.
Energiari dagokionez,
Wians =0
denez,
_ E, = ktea,
hots, gauza bera gertatzen da energia zinetikoarekin.

Kasurik orokorrenean ez dago hiru horiez besteko kontserbazio-legerik. Esate bate-
rako, abiadura angeluarrari dagekionez,

L=I®
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denez, L. = kiea den arren, ®-k ez du, kasu orokorrean, konstante irauten (ikus 9.3. ataia).
Hala ere, hasierako ®-k ardatz nagusi baten norabidea badu,
L = Iiﬁ)

dela kontuan harturik, kasu honetan L-k eta @-k norabide berbera dutenez, m ere
kontserbatu egiten da. Baina horretarako baldintza bat jarri duguia kontura gaitezke.

9.5.2, Disko baten higidura-aldoketaren azterketa

Atboko 9.7, irudian adierazi den diskoa @& abiaduraz biratzen ari da e ardatz nagu-
siaren inguruan. Qreka dinamikoan dagoela, A eta B puntuetan (F, -F) indar-bikotea
aplikatzen da, irudian azaidu den eran. Nolakoa fzango due diskoak pairatuko duen higi-
durg-aldaketa?

.

-F

" 9.7, irudia. 9.5.2. adibideari dagokion diskoa.

Oreka dinamikoan dagoenez, diskoak duen momentn angeluarra hauxe da:

L=1Lo=1ok
zeren ¢ ardatza inertzia-ardatz nagusia baita.
Bestalde,
dL
tT=—
dt

denez, indarren momentua hatixe izango da, harturike erreferentzia-sisteman:
= -FHi,
Beraz, momentu hau aplikatzean,

-Fhi=—,
!

dL = -Fhdii.
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ikus daitekeenez, momentu angeluarraren aidaketa (41) momentuaren (1.) beraren perpen-
dikularra da. dL 1 L, eta hori etengabe gertatzean, momentu angeluarra norabider aldatuko
da baina ez moduluz {(higidura zirkalar uniformean azclerazio zentripetuak abiaduraren
norabidea aldatzen duen modu berean). Bestalde. biraketa-ardatza inertziako nagusia
izanik, momentu angeluarrak abiadura angeluarraren norabide berbera du. L/@. Ondorioz,
biraketa-ardatzaren biraketa bat gertatuke da, d€, Oy ardatzaren inguruan hain zuzen, 9.8.
irudian grafikoki ageri denez.

w |

9.8. irudia. Ox norabideko indar-momentuak Gy inguruko hirsketa sorarazien
du.

Hain zuzen erce, L + 41, bektoreak 46 angelua osatuko du L bekiorearekin Oxz
planoan. Beraz. diskoaren ardaiza Oxz planoan higituko da. Oy ardatzarekiko biratuz. Hori
da e ardatzaren higidura.

fkus daitekeenez, intuitiboki pentsa daitekeenaz besteiakoa da sortzen den higidura.
Intuitiboki pentsatuz. lehen ikustaldi batean ¢ ardatzak Ox ardatzaren inguruan biratu
beharko duela dirudi; baina kalkuluak eginez, Oy ardatzaren inguruan biratzen duela
tkusten da.



10. gaia

Estatika

Puntuaren eta partikula-sistemen dinamika aztertzean, indarren eta higidura-aldaketen
arteke erlaziosk aipatu ditugu. Orain dinamikaren kasu *berezi” bat, mugako kasu bat
aztertuko dugu: higidurarik ez dagoenckoa. Azterketa hau Estatika izeneko atalean egiten
da. Horixe da, hain zuzen ere. Estatika: «gorputzen pausagunea aztertzen duen Mekanika-
ren atala». Gal honetan ikusiko dugunez, Estatikaren muina indar-sistemaren orckan datza,
bai partikularen kasuan eta bai solido zurrunaren kasuan.

Dena den, higidura kontzeptu crlatiboa dely dakigunez, erlatibotasun hori kontuan
eduki beharko dugu. Gainera, Newton-en printzipioak sistema inertzialekiko emanak
direnez, kontuan eduki beharko da hor inertziskoak ez diren sistermnak erabiltzean. Kasu
horretan, 3. gaian ikusi genuen sistema ez-inertzialen dinamikan (5. 9. atala} finkatuko
gara, noski, indarrak zehazterakoan.

10.1. PUNTU MATERIAL BATEN OREKA-BALDINTZAK

Bi pausotan azteriuko dugu arazo hau: lehenik, erreferentzia gisa sitema inertzial bat
hartuz, eta gero, sistemy ez-inertziala kontsideratuz.

16.1.1. Sistema inertziala

Partikuia puntualari Newton-en legeak aplikatzen zaizkio. Orekan, a = 0 da; beraz,
indarrek bete behar duten baldintza hauxe da:

S E =0 (10-1)

Partikula puntual baten gainean eragiten ari direnez, indarrak konkurrenteak dira,
konkurrentzia-puntua partikula bera izanik. Beraz, puntu horrekiko:
7=0. {10-2)

Baina baldintza hori ez duguy erabiliko partikularen kasuan, partikularekin beti eta halabe-
harrez bete behar baita. Honelatan, ba, indar erresultantearen baldintza, (10-1), baino ez
dugu. Baldintza hori bektoriala denez, hiru baldintza eskalar ageri dira:
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Y F =0, (10 - 32)
> F, =0, (10 - 3b)
Y E.=0 (10 - 3c)

Baldintza horretaz gainera —hots, a = 80—, puntwa geldi egon dadin. abiadurak ere
nijua izan behar du:

v=0. (10 - 4)

Dena den, abiaduraren erlatibotasuna kontuan hartuz, v = ktea ere orekatzat hariu behar
dugn, kasu honetan ere indar-sistema orekan baitago.

10. 1.2, Sistema ez-ineriziala

Kasu honetan indar ‘benetakoez’ gainera, indar ‘irudikariak’ hartu beharko ditugu
kontuan, hau da, irertzia-indarrak. Sistema ez-inertzialen dinamika aztertzean (5.9, atala},
partikularen higidura arautzen duen ekuazioa ondokoz dela ikusi genuven:

ma’ =ma-mA =mOXr -mxa(@xr)-2mnoxv'. {10~ 5)

Estatikan ari garencz, kasu honetan ‘estatika erlatiboan’,
a=0 (16-6)

Ekuazic honetan, gaiek ondoko esangura dute. Batetik, ma edozein sistema inertzialetatik
neurtzen den indarra da. ‘Benetako’ indarra edo indar erreseltante ‘erreala’ dela esan ohi da.
Bestalde, ~mA, —-m@xr’, ~ma{@xr'jeta ~2m@x v’ ere konisideratu behar ditugu,
eta hauek guztiok inertzia-indarrak ditugu, kontvan hartu beharrckoak, sistema ez-
-inertziziean baikaude.

Beraz, estatika ez-inertzialean partikularen oreka-baldintzak hauexek dira:

ZFi.henctaknak +Z F, udikariak 0. (10 - 7)

10.1.3. Zenbait adibide

Aurreko lerroetan ikusitakoa hobeki ulertzeko, partikularen estatikari buruzko adibide
pare bat jarriko dugu. Lehena, sistema inertzial batekikoa, eta bigarrena sistema ez-inerizial
batekikoa.

* «Plana inklinatu batean m masadun partikula bat dage marruskadurarik gabe.
Planoak o angelua osatzen du horizontalarekin. Zer modulu eduki behar du pla-
noarekin 9 angelua osatzen duen ¥ indarrak, partikula geldi egon dadin?». {ikus
10.1. irudia). '
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10.1. iradia. Adibideko plano inklinatuke partikuia,

10,2, irudian ageri den bezala, eragiten ari diren indarrak {partikularen gainean,
noski} hauexek dira:

W =mg :pisua
N : plancaren normala (marruskadurarik ez baitago)
F : kalkulatu beharreko indarra.

¥ W=mg

18.2. irudia. Indamen eskemna.

-

Hirurak planokideak eta konkurrenteak dira. Beraz, oreka-baldintzen arabera,

Kalkuluak errazteko, irudian ageri den Oxy sisterna hartuko dugu erreferentziakotzat.
Bertan,

EF;._‘ =0 — Fcos@-mgsine=0,
ZE}_:() — N+Fsin@-mgcosa=90.
Bi ekuazioko sistema hotretatik, F eta N kalkula ditzakegu. Preseski, lehen ekuaziotik,

mesing
F= T2
cos o

+
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eta bigarrenetik,

N =mgcosa — FsinB = mgcoso — M
cosé
N~ mgeos{a +8) ‘
cosB

Hortaz, problema ebatzita dago.

* «m masadun gorputz bat, erpinean o = 60°-ko angelua duen kono baten barnean
dago, erpinetik 1 distantziara. Konoa biraka ari da bere ardarzaren inguruan
abiadura angeluarraz. Konoaren eta gorpurzaren arteko marruskadura-koefiziente
estatikoak p = 0,25 balio du. Zer mugen artean alda daiteke konoaren abiadura
angeluarra, gorputza konoarekiko geldi egon dadin?». (lkus 10.3. irudia).

L3, irudia. » masadun gorputza © abiadura angelvarraz biraka dagoen
konoarcn gaincan.

Kasu hau sistema ez-inertzial batekiko estatikarena da. Hain zuzen. © Konstantea dela
kontsideratuko dugu. inertzia-indarren kalkulua errazteko.

Beherantz jausten hasten dencko muga aztertuko dugu lehenik. Konoarekin higitzen
den behatzaileak (B delakoazk) geldirik dakusa m masa. Beraz, indarrak {benetakoak eta
inertziakoak) orekan daude, behatzaileak darabilen erreferentzia-sisternan.

Inertzia-indar bakarra indar zentrifugoa da. zeren
A=0, ©=0, v =0

baitira.
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10.4. irndia, B bebaizaileak {cz-inertziala) kontuan hattu behar diten indarrak,

gorputza beherantz jausten hasteko denean,

Bestalde, marruskadura-indarraren balioa hauxe izango da:

F, < pN.

Zehatzago hitz eginez, beherantz erortzen hasteko mugan, balio hau izango du,
F, = uN=025N,

eta gorputza beherantz erortzeko mugan dagoenez, indar horren noranzkoa goranzkoa da,
10.4. irudian ageri den bezala. Guztira, B behatzailearen sistemarekiko oreka-baldintzak

hauexek dira:
me’r — Ncos30+0,25Nsin30 =0,

¥y
—mg+ Nsin30+0,25N cos30=0.

7
Bi ekuazio hauvetatik @ eta N kalkula ditzekegu. Hain zuzen, @ honi @, deituko diogu eta

behera jausteko muga adierazten du. Kalkuluzk e¢ginez, beraren balica hauxe dela tkus

daiteke: ;
iz

@, :1,43\ ;

X
14.5. irudia. 8 behatzatieak {ez-inertziala) kuntuan harty behar ditwen

indarrak, gorpuiza gorantz higitzen haslen denean.
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Azter dezagun orain gorantz labaintzen hastcko muga. Kasu horretan, gorantz higi-
tzen hasteko muga adierazten ari garenez, F,, delakoak beheranzko noranzkoa edukike du
eta beraren modulua hauxe izango da:

F, = uN =0,25N.

Dena dela, oraingo normalaren balioa eta lehengoarena desberdinak dira, eta berdin
gertatzen da e-rekin.

Aurreko kasuan eginike arrazonamenduaren antzerakoaz, orcka-baldintzak hauexek
direia ikus daiteke:

yi mw’r—Ncos30+0,25Ns5in30 = 0,
Z: —mg+ Nsin30+0,25Ncos30=0.

Sistema honetatik @ eta N kalkulatuko ditugu. Orainge @ honi @, deituko diogu eta
goiko muga adieraziko digu. Kasu honetan lortuko dugun emaitza hauxe da:

ig

Y1

Beraz, partikula geldi egon dadin, abiadura angeluarraren balioak ondoko eran egon
behar du mugatunik:

w, = 2,64

S WS .

10.2. SOLIDO BATEN OREKA-BALDINTZAK

Dakigunez, bi dira solidoaren dinamika aravtzen duten ekuvazioak:

- F= %]—) = Ma,,, . Indar-erresultanteak translaziozko higidura-aldaketa sortzen du.
t

- T= % Biraketazko higidura-aldaketa sortzen dutenak indar-momentuak dira.
t

Beraz, oreka lortzeko, bi baldintza behar dira;
Y E =0, (10 —8a)
3> 1,=0. (10— 8b)
Zer esanik ez, indar erresultantea nulua bada, indar-momentu crresultanteak balio herbera

du puntu guztietan; eta batean rulua bada, beste guztietan ere nulua izango da.

Idatzitake baldintzak bektorialak direnez, izatez, espazioan sei baldintza eskalar

ditug:
ZF‘*:O’ > F, =0 ZFH=O, (10 - 9a)

Zr,, =0, Zr,._,_z{), ¥ 1, =0 (10 - 9b)
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Indar guztiak planckideak direneaj, sei baldintza horiek hirutara laburtzen dira. Oxy
ardatzak aipaturiko planoan harturik, hirk baldintza hauek ditugu:

Y E =0, (10 - 10a)
> F =0, | (10 - 10b)
> 7.=0, ' (10 - 10¢)

10.2.1. Adibideak

* «l luzerako eskailera bat marruskadurarik ez duen horma baten kontra jarri da,
horizontalarekin 60° - ko angelua osatuz. Zoluaren marruskadurari esker,
eskailera ez da eroriko. Hormak ez du marruzkadurarik. Eskaileraren pisua W
badu, zenbat baliv dute hormak eta zoluak eskailerari egiten dizkioten indarrek?»

S

AN AN

J“ib

ALY

Y

LY

i,

x
a b K

10.6. irudia. a} / luzerako eskailera hormaren kontra jarririk. b) Eskaileraren
gainean eragiten ani diren indarrak.

10.6.b. irudian eskaileraren gainean eragiten ari diren indarrak adierazi dira:

W pisua {masa-zentroan).

F,eta F, B puntuan eragiten duen indarraren osagai bertikal eta horizontala. Guzti-
ra, hauxe da zoluak eginiko indarra. Indar horrek ez du normalaren
norabidea, mammuskadura baitago.

F A puntuan hormak eginiko indarra. Hormaren perpendikularra da, marrus-
kadurarik ez baitago.

Indar guztiak planokideak dira eta, horregatik, ([0-10) ekuazioak erabili beharko ditugu:
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SN F - R-F=0

D E > -W+E=0,

> (ta) .o W%cosﬁ(}— Flsin60 =0,

Sistema honetatik /|, £, eta F; kalkula daitezke:
Fl = Ws

F = W cot 60

={0,29W,

E = LC‘; 89 . 0,20,

* «10.7. irudike ziviak 10 kg-ko masa du, lurrarekiko duen marruskadura-koefi-
tiente estatikoa p = 0,3 izanik. Kalkula bedi esferak izan dezakeen masarik
handiena, ziria higi ez dadin. Ziria irauliko ez dela onartuko da»

6{}0
AT TS P

lw

a x  MFm, s

10.7. irudia. a) Ziriaz 212 esferaz osatoriko sistema. b) Bi solidoen gainean
eragiten ari diren indarrak,

Eskuineko 10.7.b. eskeman bi solidoen gainean eragiten ari diren indarrak adierazi
dira. Bi solidoek orekan egon behar dute. Arter ditzagun banan-banan.

Esfera. Hiru indarrek konkurrenteak izan behar dute, esfera orekan baitago. Beraz
nahikoa da EF,. =0 egitea, alegia,
X Nisin 60 =0,
¥ Nyieos 66 - W, =0,

Beraz, bi ekuazio dituguo.
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Ziria, Iravliko ez dela dakigunez, ez dugu zertan erabilirik ZT" ={ baldintza.

Trauliko ez dela esateak, azken batez, N, delakoak oreka lortzeko behar duen posizioa
hartuko duela esan nahi du. Indarrei dagokienez,

S F =0
eginez,

X Nsin 60 - uV, =0,
¥ Nycos 60+ N, - W, =10,

Horrela, denetara, lau ezezagun hauek dituzten lau ekuazio ditugu:

N N, N, eta W,

Lau ekuazioetako sistema hori ebatziz, erraz lor dezakegu W .-ren balioa, eta aldi berean
gorputzen arteko vkipen-indarrena ere. Emaitza hauek lortuko dira:

N,=363kg, N,=4,19kg,
N,=12,1kg, W,=21ke.

10.3. SOLIDOAK ETA LOTURAK

Solideek harreman edo lotura bereziak izan ditzakete beste gorputzekin. Lotura horien
bidez mugatu egiten da nolabait sclidoaren higidura. Edezein modutan, problemak
ebazteko, ‘kendu’ egiten dira loturak eta horien ordez beste gorputzek loturetan solidoari
egiten dizkioten indarrak jartzen dira, ‘lotura-indarrak’ alegia. Zer esanik ez, lotura-
-indarrek bete egiten dute akzio-errcakzicaren printzipioa, solidoen arteko ukipenez
sortutako indarrak baitira.

Galdera honetan lotura-moten sattkapena egingo dugu, bide batez mota bakoitzari
dagozkion lotura-indarrak adieraziz:

N N

VT T

SIS S IS TS
& b

14.8. irudia. Marruskadorank gabeko lotura.
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7B | |

a | b

HL9. irudia. Marruskadurarik gabeko lotura,

a} Ukipen hutseko loturak. Bi solido elkar ukitzen ari dira. Ukipen hau marruska-
duraz edo marruskadurarik gabe izan daitekeenez, bi azpimota daude.

a.1) Marruskadurarik gabeko ukipena. Kasu honetan lotura-indarrek gainazalen
perpendikularraren norabidea dute (ikus 10.8. eta 10.9. irudiak}.

a.2) Marruskaduradun ukipena. Kasu bonetan indarrak ez du normalaren
norabidea. Bi osagai jartzen dira (ikus 10.10. irudia):

- N, osagal normala.

- F, < pN (estatikan), norabidea gainazalaren ukitzailea da eta higitzeko jocraren
aurkakoe noranzkoa du, gainazalen elkarrekiko higidura erlatibe posiblearen aurka-

koa, jakina.
v
—
T 77T
N N
HN
TITTTTTTTT TSI T T
a ' b

10.10. irudia. Marruskaduradun vkipencan marruskaduraren kansagatiko
osagai tangentea eduki behar da kontan.

Normalaren kokaiekuaren arazoa ez da problema, gorputza iraultzen ez bada. Behar
den lekuan egonen da, 21: ={) izan dadin.

b} Puntu finkoa duen solidea. Indarrak edozein norabide har dezake, puntu finkotik
pasaturik, noski (10.11, irudia). Kalkuluak errazieko, indar horren osagaiak erabiltzen dira
gehienetan: F, F.
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a b

10.11, irudia. Puntu finkoa duen solidoa.

¢} Sokak. Masa gabeko soken kasuan, sokak zuzentzat hartzen ditugn. Tentsio-
-indarra ager daiteke soilik, eta tentsio horrek balic berbera du sokaren edozein puntutan
(10.12. irudia).

10.12. irndis. Masa gabeko soka.

Sokaren masa kontuan hartzean, tentsioa aldatuz doa puntutik puntura {10.13. irudia).

mg

10,13, irudia. Masadon soka.

d) Barrak. Kasu honetan barrak tentsio eta konpresio-indarrak egin ditzake, baita
beste edozein noranzkokoa ere, barra zurruna bada. Horrez gain, barra horman ongi
finkaturik badago, indarraz gainers momentu bat ere sorrarazten du loturak (10.14. irudia).
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AL
JL

W

a b

\\\\\\\\\\r\\\\\\\\\

10.14. irudia. Horman finkaturiko bara zurrona.

Galdera honi amaiera emateko, zenbail kasutako indarren eskemak adieraziko ditugu.
Kasu hauetan guztiotan, loturak dituen solido baten estatika aztertu da (10.15., 10.16. c1a
10.17. irudietan}.

R

T
T
\T
N
mg% l N
b t i
r/
Mg
F
a 3 b
10.15. frudia. a) Gorpuiz sohdoen sistema, b} Indairen eskema,

NY

J Y

)

Q.

T
N N

N

N

N

N

a Mg b

FOL16, irudia. a) Gomuatz solidoen sistema. b} indarren eskema,
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a b

10.17. irndia. a) Gorputz solidoen sistema. b) Indarren eskema.

10.4, LAN BIRTUALEN PRINTZIPIOA

Oraingo sail honetan, solidoez osaturik dauden eta martuskadurarik gabekoak diren siste-
men oreka aztertzean interesgarri gerta daitekecn ebazpide bat azaltzen da. Ebazpide honek
ez die czer kentzen ez gehitzen avrreko sailetan ikusi ditugun ekuazio orokorrei; izan ere,
horiek kasu guztietan baitira aplikagarriak. Ebazpide honen interesgarritasuna honetan
datza, alegia. zenbait problema bereziren ebazpena nabariki errazten duela; besterik ez.

Demagun orekan dagoen sistema mekaniko bat. Oro har, solidoez osaturik dagoela
kontsideratuko dugu, eta solido horien artean lotura batzuk daudela. Orekan egonik,
sistema horretako partikula guztiak ere orekan daude. Sistema horretako ¢ partikularen
gainean hiru eratako indarrek eragiten dute:

ki . . T .
F™  Kanpotik eragiten ari diren indarrak.

F“  Bame-indarrak. Sistemako beste partikulen kausaz sortutakoak. Preseski, §
partikulari j partikulak egiten dion indarra F; deituko dugu, F, indarra { parti-
kulak j partikulari egiten diona izanik. F,; = —F; dela suposatuko dugu, eta
gainera, indar horick bektorearen norabidea dutela (hots, akzio-erreakzicaren
printzipioa). Hortaz. i partikularen gaineke harne-indarren erresultantes ondo-
koa izango da:

=3 F, (10-11)
4

3] . . . A .
F, Loturetan sistemari egiten zaizkion indarrak.
Zer esanik ez, orekan;

kaan + F}h::r + Ff!ul = 0 (10 _ 12}

Kontsidera dezagun orain kontzeptu berri bat; desplazamendy birtual infinitesimala.
Berau, «loturak apurtu gobe geria daitekeen desplazamendua da». Zer esanik ez, sistema
orekan dagoenez, desplazamendu hori ez da goiko indarrek sortua. Nolabait esateko, asma-
kizun matematikoa da; horregatik deritzo “birtual” eta ez “erreal”.
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i partikularen posizio-bektorea r; izanik, dr; desplazamendu birtual infinitesimala
izendatuko dugu. dr; infinitesimala denez, eta loturak apurtzen ez direnez {definizioz),
desplazamendu birtual horretan egiten den lan birtuala hauxe izanen da (i partikulan):;

&'VZFE'&'IZOZ(F[-km+F:-bm+F;m)'&f- (10-13)
Eta sistema osparena:
Z(F}kan LI'E-har +Fi.|01)'5rj ={}. (10— 14)
Azier ditzagun banan-banan gai hauek:

- z F™ -&r,: Indar hauek guztiok ij bikoteka bil ditzakegu. Honela,

F, or,+F, &,=F, & ~F, o, =F, (&,- &) =F, or,. (10-15)

Eta solidosk aztertzen ari garenez, [ eta j partikulen arteko distantriak konstante
iraun behar du; hortaz, F; eta r, perpendikularrak dira. Beraz,

F,- &, =0. (10— 16)
Eta guztira,

Y F e =0, (10-17)

- E F™ . &, desplazamendu birtualak loturak apurtu gabe gertatzen direnez, F'*
i indarrak desplazamenduen perpendikularrak dira, loturetan marrus-
kadurarik ez badago. Kasu honetan lotura-indarrek ez dute lanik

egiten. Beraz,

D P =0. (10 - 18)

Honela, (10-17) eta (10-18) adierazpenak {10-14}-ra eramanez, azkenean hauxe
lortuko dugu:

ZF"”“-&;:O. (10— 19)

Hauxe da, hain zuzen ere, lan birtualen printzipiva: «Orekan dagoen eta solido zurrunez
asaturikoa den sistema bateko loturetan marruskadurarik ez badago, kanpo-indarrei
dagokien lan birtuala nulua da».

Prinfzipio honen aplikamodua adierazteko, adibide batzuk jarriko ditugu,
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10.5. ADIBIDEAK
168.5.1. Bi barraz osaturiko sistema

* «Lan birtuglen printzipioa erabiliz, kalkula ezazue 10.18. irudiko F eta P indarren
arteko erlazion, oreka-posizioan & = 30° izan dadin. Barrek pisurik ez dutela eta
loturetan {A, B eta C puntuetan} marruskadurarik ez dagoela onartko da».

RS

PR LAY

10.18, frudia. Bi barraz osaturiko adibideko sistema.

Esandakoaren arabera lan birtualen printzipioa aplikaiuz,
:E:Iikﬂl.eia:: Q.

Kanpo-indarrak F eta P dira. Beraz,

P" &'B+F&‘A =O

y 3 ¥
L3y, A
i
Y !
o
B
x| 1] d
l "i il !
a b

10.19. irudia. Indarrer eskemna.
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Eta P-k ¢ta F-k bertikalaren norabidea dutencs, 10,19 irudiko erreferentzia-sistema hartuz,
hauxe dugu:

~P8vy+ Féy, = 0.

Posizioari dagokionez, desplazamendu birtualak kontuan hartuz, askatasun-gradu bakarra
dugula ikus dezakegu. zcina o angeluaren bidez adieraz dezakegun. Beraz, 8y, eta dvy
kalkulatuke ditugu o-ren fupizioan, eta horretarako, iehenik v, eta v, kalkulatu behar
ditugu.

v, = lcosa,

v=lcosa — I —tI—Isinay =1|cosa ~~2sina — sin“er|.

Desplazamendu birtual infinitesimalak havexek dira:
v, = —Isinaxda,
) cosafl — sing)
5}.‘” =} singx + ————_—?!
v2sing —sin' o

Sex.

Honelatan, ba, P-ren eta F-ren arteko erlazioa hauxe izango da:

P v, sinct
TS . cosa{l - sing) -~
Foo® ina+ ————)
N 2sing — sinTo
Lta orekan o = 307 dela esan digutenez, emaitza hauxe da;

Pl roop
F 2

10.5.2. Lau barraz osaturiko sistema
* <1020 jrudiko lau barrak berdinak dira eta beren artean giltzaturik daude
mrtturretan, plano bertikal batean eta marruskadurarik gabe.

Lor bedi ezker eta eskuinaldeka giltzaduretan egin behar diren F indar bertikal
berdinen balioa, irudiko posizioan sistemak oreban iraun dezan.

Zein izango da O puntuko giltzaduran eginiko erreakzioa’s.

Irudietan sistema mekaniko horren gainean egiten ari diren indarrak adierazi dira. Lan
birtualen printzipioak dioenez,

¥F.-6r,+F-0r+P - 8r,+P . 6r, +P-8ry+P-Or,=0.

F. 5(['_,\, g3+ P &I’A +r+ry+rg =14
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10.20. irudia, [.au barraz osaturiko adibideko sistema.

Irudiko erreferentzia-ardatzez baliaturik, behar ditugun bektoreen adierazpenak idatzike
ditngu:

F = Fi,
| P=-Pj,
{rM +1, =-2lcosaj 8(ry +1,, )= 2sinodo]
. —
¥, +T, +T, +T, =—4icosqj 5(1} +r, +I,+ rﬂ.) = 4isinadag.

Lan birtualen ekuaziora itzuliz,
(Fj) - (2lsinadagy + (-P§) - (disinadog) = 0,
Flsinadog — Palsinadaj = 0.
Azkenean, ondoko emaitza lor dezakegu:

F=2P.

Dena den, O puntuko giltzadurako erreakzioa lortzeko, ezin dezakegu lan birtualen
printzipioa erabil, zeren, aipaturiko puntuz finke dagoenez gero, desplazamendurik egiteko
aukerarik ez baitauka. Beraz, estatikako lehenengo legea aplikatuko dugu, hau da,

Y F,=0,
~4Pj+ 2 2Pj+ Ri+Rj=0.
Hemendik emaitza hau lortuko dugu:
R =0, R =0

Honelatan, ba, & puntuan ez dago errecakziorik; hots, bertako guskarria kenduko bagenu
ere, sisternak orekan iraungo luke berdin-berdin.
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19.5.3. Gilizaturike bi barraz eta masa batez osaturiko sistema

* «10.2]. irudian adierazi diren MA eta MA' barrak guztiz berdinak dira eia M
puntuan giltzaturik daude, marruskadurarik gabe. Puntu horretatik zintzilik,
barren pisu bereko zama bat jarri da. A puntuan gilizadura finko bat dago eta A'
puntuan eskuineko barra zoru gainean euskarritu da, baina finkatu gabe. E7 dago
inolako marruskadurarik.

Lor bedi A' puntuan egin behar den F indar horizentala, irudian erakutsi den
posizican sistema mekanikoa orekan egon dadins.

10.21. irndia. 2} 10.5.3. adibideko sistema. b} Indarren cskema.

Alboko 10.21.b. irudike eskeman, sisteman eragiten ari diren indarrak ikus daitezke.
Aplika dezagun lan birtualen printzipioa:

P‘&B+P‘&M+P‘&B'+F‘&A'+N'&‘A'=0,
P.Xry+ry, 4150+ (F+N) - or, =0

Erreferentzia-ardatzen bidez, honelaxe adieraziko ditugu bektore horiek:

P=-Fj,
F =-Fi,
N = +Nj,

T+ T +Fy = %(COS i + sinag) + Hcos od + sino) + (% leosad + %sinaj}.
Iy 40y +rp = 3lcosod + 2lsingj,
r,.= 2lcosod.

Desplazamendu birtualak ondokoak izango dira:

&rp +1,, 41,) = (-3isinad + 2lcosaj)be,

or, = -2sinadod.
Guztira, emaniko balic guztiak lan birtualen ekuaziora eramanez,
~Pj - {-3lsindi + 2fcosof)der + (~Fi + Nj) - (-2isinadod) = 0.
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Ondorioz, emaitza hau lortuko dugu:
F = Pcota.

Berez, hauxe da probleman eskatu digutena. Baina lan birtualen printzipioa aplikatu
ondoren, ikus dezagun nolakoa izango litzatekeen ebazpena, estatikako funtsezko ekua-
zicak erabiliz. Lehenengo eta behin indar guztien erresultantea (planoke bi osagaiak) eta
indarren momentua anulatu egiten direneko baldintzak ipini beharko genituzke, hau da,

Y F,=0 - R-F=0,
> F,=0 - R+N-3P=0,

Z‘:,-: =0 - N‘Zlcosa—Pgicosa—Pfcosa—P%cosaz(}.

Baina ikus daitekeenez, hiru ekuazio eta lau ezezagun daude, R, R eta N eta F alegia.
Hortaz, beste ekuazio bat falta zaigu. problema hau matematikoki ebatzirik gera dadin.
Hori egiteko, eskuinaldeko barraren oreka aztertu beharko genuke, adibidez, M puntuareki-
ko momentuak hartuz. Honelaxe, hain zuzen:

i
—Flsino + Nlcose — PE cosa =0,

Ekuazio honetatik eta aurreko multzoke azkenetik, erraz atera daiteke F indarraren balioa,
F = Pcota.

Zer esanik ez, lehengo balic berbera lortu dugu. Hala ere, bistakoa denez, estatikako fun-
tsezko printzipioak erabiltzean, lau ekuazio planteatu ditugu, eta lehenengo biak alferrekoak
gertatu zaizkigu. Kasu honetan, metodoak alderatuz, argi eta garbi nabari da lan birtualen
printzipioaren erabilerak davkan ahalmena, F indarraren balica zuzenki eman baitu.






11. gaia

Elkarrekintza grabitatorioa

Bostgarren gatan zenbait printzipio orokor eman ditugu, Newton-en Mekanikaren fegeak
deritzenak, hain zuzen ere. Beraietan, indarrak azaldu dira gorputzen arteko higiduraren
aldaketen kausa. Beraz, Fisikaren helburu nagusienetarikoa indar horien ikerketa da,
preseski. Eskala makroskopikoan, ukipen-indarrek alde batera utzirik, bi indar-mota nabar-
men ditzakegu soilik: elkarrekintza grabitatorioa eta elkarrekintza elektromagnetikoa.
Eskala mikroskopikoan, aldiz, beste bi daude: elkarrekintza shula ets elkarrekintza
bertitza. Liburu honetan lehenengo biak aztertuko ditugu soeilik, gai henetan elkarrekiniza
grabitatorioa azterturik; geroago, elkarrekintza elektromagnetikoa 18tik 24ra bitarteko
gaietan aztertuko dugu.

11.1. GRABITAZIOAREN LEGE UNIBERTSALA

Gaur egun dakigunez, elkarrekintza grabitatorica Lurretik hurbil dauden gorputzen higi-
duran, itsasgora eta itsasbeheretan eta planeten mugimenduan igarizen da batik bat.
Interpretazio zuzena Newton-ek eman zuen, mendeetan zeharrcko eztabaida argiturik,
Berak frogatu zuenez, gorputz guztien arteko erakarpen-indarrak sortzen dira, eta horrela,
gorputz. baten pisua, gorputz horren eta Lurraren artean dagoen erakarpen-indarraren
neurtia da. Kontzeptu horrek, errotik iranli zituen ordura arte Lurraz eta izarren higiduraz
zeuden iritziak, eta Fisikaren historian arc berri bat abiarazi zuen. Horregatik, oso interes-
garria dateke, Newton-en ebazpenera heldu arte historian arlo honetan emaniko pausoak
ikustea, laburki bada ere.

Antzinadanik arreta handienaz aztertua izan da Astronomia. Gizona, unibertsoaren
zentro gisz kontsideratzen zuten greziarrek, eta, Lurrean bizi zirenez gero, unibertsoko
erdigunca Lurra zela uste zuten. Beste planetlak eta Eguzkia bera ere Lurraren inguruan
biraka zirkulu zentrokideak cginez higitzen ziren, ustez. Hala ere, teoria hori ez zetorren
bal behaketa esperimentalekin. Kristo ondoko II. mendean, Pioloméo-k beste teoria bat
proposatu zuen: Lurra peldi zegoen, baina planeten ibilbideak ez ziren zirkunferentziak,
askoz ere eite korapilatsuagokoak baizik. Gaur egungo hitzetan, Lurrean kokaturiko
sistema inertzial batetik deskribaturiko higidura planetaricaren azterketa hurbildua egin
zuen Ptolomeo-k.
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XVI. mendera arte Prolomec-ren teoria hor izan zen nagusi. Mende horretan, Nicolaus
Koppernigk poloniarrak (1473-1543} beste teoria hau azaldu zuen: planeta guztiak (Lurra
barne} Eguzkiaren inguruan ari dira biratzen. Teoria horri heliozentrikoa deritzo, eta,
izatez, jadanik Kristo aurretiko III. mendean proposatu zuen Aristarko Samoskoak (K. a.
320-2503, Koppernigk-en teorfan eta Tycho Brahe-ren (1546-1601) neurketetan finkatuz,
plancten higiduran erregulartasun batzuk aurkitu zituen Johann Kepler alemaniarrak (1571-
1630}, eta bere izenaz ezagunak diren hiru legeetan bildu zituen.

11.L1. Kepier-en legeak

Planciek Eguzkiaren inguruan duten higidurari buruzko neurketa esperimentaletan
finkatuz, Kepler-ek honako hiru lege hauek plazaratu zituen:

{. Planetak orbita eliptikoetan higitzen dira Eguzkiaren inguruan, Eguzkia foku
butean egonik.

2. Edozein plancturen Fguzkiarekiko posizio bektoreak elipsearen azalera berdinak
estaltzen ditu denbora-rarte berdinetan. Edo gauza bera dena, planetek beren
orbitan duten Eguzkiarekiko abiadura areolurra konstantea da.

3. Orblta osatzeko behar duten periodoaren karratua Eguzkirainoko batez besteko
distaniziaren knboaren proporizionala da.

\\\\\\.
\\\\\

N

1L.1. irudia. Kepicr-cn bigarren legea: Denbora-tarte berdinetan, Eguzkitik
planetarako bekiorcak azalera berdinak estaitzen ditu,

11.1.2. Grabitazioaren lege unibertsala

XVIL. mendean, Kepler-en lege enpirikoak oinarritzat hariuz, Newton-ek ondokoa
ondorioztatu zuen: «Planetek Eguckiarekiko duten higidura, Eguzkiaren eta planeten
arteko indar baten ondorica da».

Ondorio honetara heltzeko, ikus dezagun arrazonamendua zein izan omen zen:

1. Kepler-en lehenengo legeak dioskunez planetek Eguzkiarekiko duten higidura lana
denez gero, planeten gainean eragiten duen indar-eremua zentrala da.

2. Bigarren legetik, planetaren ibilbidea zirkularra deneko kasu berezian, ondokoa

dugu:

2
A:lrzﬁ:ktca = g—f—?=0, : -5
2 4t dr
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non A abiadura areolarra den.

Azelerazioaren adierazpena hauxe da koordenatu polarretan:

a=au, +ad, {1-2
non, higidura zirkularraren kasuan {r = R = ktea dela kontuan hartuta),
o =T ’(dejz w* (11-3)
I — — — = —J . —
Todr dr
2
2]
4, =2%40, 406 _, (11-4)
dr di dt
diren. Beraz,
a=-@ru, (11-5)

Koppemigk-en erreferentzia-sistema inertzialtzat harturik, hauxe dugu:
F=mga, (11 -6)

non F Eguzkiak planetaren gainean eragiten duen indarra, m, planetaren masa ineriziala
{geroxeago definituko dugu horren esangura modu zehatzean) eta & Koppernigk-en
erreferentzialarekiko planetak duen azelerazios diren.

Hori horrels izanik,

o

F=-moru, =-m 22 ry _ (A1-T)

e

(honetaz, ikus 5.8. atala}.

3. Orbitaren pericdoaren karratua Eguzkiaren eta planetaren arteko batez besteko
distantziaren kuboaren propertzionala da, hots,

T2ee s (11-8)
Beraz, azkenengo formulan sartuz, ondokoa lortuko dugu:
Fo—liy (11-9)
2
Azkenez, hauxe dogu indarraren adierazpena:
Fo iy (11-10)
¥

Hortaz, planetaren ibilbidea zirkularra deneko kasuetan, planetaren higiduraren sortzailea
Eguzkiak planeta horren gainean eragiten duen ondoko motako indarra dugu:

— Indar zentrala.
— Indar erakarlea.

— Planetaren masaren proportzionala, eta Eguzkitiko distantzigren karratvaren alde-
rantziz proportzionala.
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Planeten higidura zirkularra izan ordez eliptikoa dencan ere, Kepler-en legeak
oinarritzat hartuz, Eguzkiak planeten gainean eragiten duen indarra, planetaren higiduraren
sortzailea alegia, hauxe izanen dugu:

F=-#

"y
Lu, .
r

(1r-113

Newton-ek edozein gorputz biren kasurako orokortu zuen emaiiza hori. Hau da,
edozein gorputs biren artean elkarrckintza bat dago, eta horri elkarrekintza grabitatorioa
deritzo. Beraz. A eta B gorpuizak baldin baditugu, akzio-erreakzicaren prinizipioaren
arabera, A gorputzak B delakoaren gainean eta B gorputzak A gorpuizaren gainean indar
grabitatorio bana egiten dute, eta indar bi horiek balio bereko modulua, norabide berbera,
baina aurkako noranzkosk dituzte,

Horrels, bada, Newton-ck gorputz gurtien arteko elkarrekintza mota berekoa zela
adieraziz, grabitarioaren lege unibertsala postulata zuen: «Gorputs biren artean sortzen
den eltkarrekintza grabitatorioa, beren masen zuzenki proportzionalak eta bien arteko
distatziaren karratuaren alderaniziz proportzionaluk diven bi indar erakarie berdinen
bide: adierazten da»,

Formula batean adierazirik, honelaxe azal daiteke lege hori:

m’
—u, =-F, (11 —12}

B =y

non m eta » partikula bien masak diren, eta » horien arteko distantzia diren; bestalde, u,
bektorea, bi partikulak lotzen dituen zuzenaren norabidcko bektore unitarioa da, 11.2.
irudian argi ikus daitckeenex:

! r =

11.2. irndia. Bi gorputzen arteko indar grabitatoriock b gorputzak lotzen
dituen surenaren novabidea dule.

Horrez gain, emandake eriaziocan agert den y konstanteart, grabituzioaren konstante
unibertsala deritzo; horri buruz geroxcagoe mintzatukoe gara.

Ohar gaitezen. hataber, elkarrckintza grabitatorioa deskribatzen duten indarrak era-
karleak direla beti. Aldiz, geroago tkusike dugunez, indar elekiromagnetikoak erakarleak
edo aldarazaileak izan daitezke.



Elkarrekintza grabitatorioa 229

Tortsio-haria
Ispilua q
r
n © '
\ o,
B
m

Eskala

113, irudia. Cavendish-en tortsio-balanizaren eskema.

11.1.3, Cavendish-en tortsio-balantza

Aurreko lege unibertsalaren zuzentasuna esperimentalki dago frogatuta. Horrélaxe
finkatu da ¥ konstantearen balioa:

y=667 10" mkg s, (11-13)

Nabaria denez, elkarrekintza grabitatorioa ahula da oso, eta indartsu ager dadin, masa
handiek egon behar dute (esaterako, planeta cta izarren masek).

Interesgarria datekeenez, Cavendish-ek ydelakoaren balioa nola neurtu zuen aipatuko
dugu, bera izan baitzen y konstatearen lehenengo neurketa zehatza egin zuena, gaur egun
Cavendish-en tortsio-balantza deritzon tresna sentikorraren bidez (11.3. irudia).

Tresna horrek ziri horizontal baten muturretan m masadun platinozko edo urrezko
esfera bi ditu, eta ziria zintzilik dago bere erditik hari fin batetik. Hari horri helduta, ispilu
txiki bat dago, zeinak argizpi bat islatzen duen eskala batera. Balantza erabiltzeko, m
masadun bi esferen ondoan M masadun esfera bi ipiniz gero, grabitate-indarren eraginez,
indar-bikote bat sortuko da, haria eta ispilua biraraziko dituena. Beraz, ispiluan islatuko
den izpia eskalan neurtuz, grabitate-indarraren balioa ezagut dezakegu, eta Newton-en
formula erabiliz, y delakoarena. Harja bihurtu eta tortsionatu egiten denez, tortsio-balantza
dela esaten da.

11.2. MASA INERTZIALA ETA GRABITAZIONALA.
BALIOKIDETZA-PRINTZIPIOA

Gorputz baten masa inertziala gorputzaren gainean eragiten duen indar erresultantearen efa
gorputzak hartzen duen azelerazioaren arteko erlazio konstantea da. Horrela, erlazio kons-
tate horretan eta Kepler-en lege enpirikoetan oinarrituz, Eguzkiak planeten gainean egiten
duen indarraren adierazpena aurkitu zuen Newton-ek, eta ondoren, edozein gorputz biren
kasurako orckortu zuen.
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Bestalde, edozein bi gorputzen artean eragiten duen indar grabitatorioa aeurtzen
baldin badugu {esperimentu hau tortsio-balantza baten bidez egin daiteke: Cavendish-en
balantzaren bidez, esaterako}, esperimentua mota bereko esfera desberdinez errepikatuz,
bien arteko indar grabitatorica esferen bolumenaren proportzionaia dela ondoriozta daiteke.

Hori dela eta. gorputz bakoitzaren masa grabitazionala defini dezakegu (m,}, zeina-
rekiko erakarpena indar grabitatorioaren proportzionala den. Beraz, ondoko erlazio hau
idatz dezakegu:

F,= “mjpngflz(ﬁz), (I1-14)

non m, cta i1, gorputz bien masa grabitazionalak diren, eta fi{r,), gorpulz bien arteko
distantziaren funtzio bat.

Bestalde, esperimentu honetan masa berberak erabiliz, indar grabitatorioa zentrala eta
bi gorputzen arteko distantziaren karratuarekiko alderantziz proportzionala dela ondoriozia
dezakegu, hots,

m, hi,
F,=-y——%u,=-F,. {11 -15)

hz

non ¥ proportzionaltasun-konstantea den.

Honela eginez, gorpulz baten masa inertziala (m,) eta masa grabitazionala (m,) modu
desberdinetan definitu ditugu.

Newton-ek postulatu zuenez, Eguzkiaren eta planeten aiteko elkarrekintza et edo-
zein bi gorputzen artekoa izaera berekoak direla onartzen badugu, honako ertazio honetara
iritsiko gara:

ey (11 - 16)

Hau da, edozein gorputzen kasuan, beruren masa grabitazionalaren et masa inertzia-
laren arteko erlazioak balio berekoa izan behar du beti,

~ Bertan jarri dugun k delakoa 1 balickoa aukera dezakegu, beste magnitude fisikoen
unitateak era egokian hantatuz gero. Beraz, beste hitz batzuetan adierazita, masa inertziala
eta masa grabitazionata balio berekoak direla postuiatuko dugu:

my; = m, = . (117
Horixe da. preseski, masa inertzialaren eta masa grabitazionalaren baliokidetza-prinizipioa.

Ohar gisa, diogun ezen lehen aipaty dugunm 7y konstantearen balioa,
y= 6,67 - 10-"m*%g-s? hain zuzen, baliokidetza-printzipioa cnartzen badugu finka
daitekeela soilik (k = 1 eginez, alegia}.

Bide batez, esan beharrekoa da ecen antzinake Mekanikak onartu egin zuela
prinizipio hau, baina ez zuela interpretatu. Horrexegatik, printzipio honi interpretazio
baliagarria emateko adibide ezagun bat jarriko dugu, bi igogailuri buruzkoa, hain zuzen ere
(11.4. irudia).
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N T kg b

P=mg F=mg

a b

11.4. irudia. a) Lehenengo igogailua inertziala da baina bertan g baliodun
creiny grabitatorioa dago. b) [gogailua -g azelerazivaz higitzer ari da.

Derragun bi behatzaile desberdin igogailu itxi bitan dandela. Lehenengoa, B,
izendatuko duguna, Lurraren erakarpen grabitatoricaren pean dago. Bigarrena, B,, ostera,
grabitaterik ez dagoen espazioalde batean dago, baina beraren sistema (igogailua) —g
azelerazioa pairatzen ari da.

Biak partikula berberaren higidura aztertzen ari dira. Batetik, B, behatzailea sistema
inertzial batean dago; beraz, honako indar han neuwrtuko du (pisua):

P=mg. {11 -18)
Bestetik, B, delakoak, sistema ez-inertzial batean dagoenez gero, inertzia-indar hau neurtu-
ko du:
F,=-ma=mg. {11 -1%
Eta, balickidetza-printzipioaren arabera:
P=mg=F =mg=mg. {11 -2y

Emaitza horretatik abiatuz, ondorio honetara irits gaitezke: «Behatzaile batek ezin
dezake igarri bere luborategia eremu grabitatorio uniforme baten barruan dagoen ala e7».
Eta, aurreko hori orokortuz, «Naturaren lege fisikoak grabitate-eremu uniformearen eta
sistema azeleratuen arteko desberdintasun dinamikoa ez igarizeko modukoa izateko eran
idatzi behar dira». Hauexek biok dira, hain zuzen, baliokidetza-printzipioaren enuntzia-
tuak. Baliokidetza-printzipio honek garrantzi handia du Erlatibitatearen Teoria Orokorra
formulatzerakoan, baina liburu honetan, aipamenaz gain, ez gara horretaz luzatuko.

11.3. EREMU GRABITATORIOA

Elkarrekintza grabitatorioa matematikoki aztertzeko, eremu bektorial berezia definitu ohi
da espazioan: eremu grabitatorioa. Tkus dezagun nola defimtzen den eta nolako propieta-
teak dituen.
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11.3.1. Eremu grabitatorioa

Esan dugunez, M masa cspazioko puntu batcan jartzen bada, beraren eragina espazio
osora hedatzen da; horrela, beste puntu batean m masa jartzen bads, indar hau jasango du,
M masa dela kauvsa:

F=-y——u,. (1 -21)
.

Hort horrela izanik, ondoko moduan definitzen da eremu grabitatorioaren intentsitateq:
«Espazioko puntu batean eremu grabitatorioak duen G intentsitateq, puniu horreian
Jjarritako masa-unitateak pairatzen duen indarra das.

Kontuan hartzckoa da G eremu grabitatorioa eremu bektoriala dela, eta, definizioak
berak dioskunez, m dagoen puntuan balio hau duela:

c-F__ M, (11-22)
3

i

M P
@ . .

[1.5. irudia. M masak P puntuan sorturiko eremu grabitatorioa.

Erraz nabari daitckeencz, G cta u, bektoreak norabide berekoak baina aurkako
noranzkokoak dira {ikus 11.3. irudia). Bestalde. demagun m,, #,.... masak ditugula, eremu
bana sortzen dutenak. Jakina, gainezarmenaren printzipioa erabiliz, P puntuan legokeen m
masak ondoko F indarra pairatuko Tuke:

1 2 5

F=F +F +..=~y by, —y 252w, —..=~my 3 —tu,. (11 =23}
r ¥y :

aon r; delakoa m partikularen eta mi; delakoaren arteko distantzia den, eta u, delakea
partikula biak lotzen dituen zuzenaren bekiore unitarioa (11.6. rudia).

Beraz. ercrnuen definizioa erabiliz, P puntuan dagoen eremua hauxe izango da:

¥ e, .
G=—=-¢3 Blu,=G,+G,+..= ) G, (11 -24)
m - r -
I i )
Hots, ondorio honetara iritsiko gara: G eremua masa guztiek sortzen dituzien cre-
muen batura da, etz hori lortzeko, cremuen kasurako ere, gainezarmenaren printzipioaz

balia gaitezke.

11 1 1 1 [ 1 . E I | L .o
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H'@mz

[1.6. irudia. Masa diskretucn banaketar sorturko eremu grabitatorioa.
Modu berean, eremua sortzen duen masa jarraitua deneko kasuan, dm elementu
diferentzial bakoitzari {11.7, frudia} dagokion eremua ondokoa da,
dm

3
r

4G =—y %y (11 -25)

eta intentsitate osoa aurreko adierazpenaren bolumen osorako integrazioaren bidez lor
dezakegu:

G:jdGz—yJ.(iTur. (11-26)

1.7, irudia, Masa jarraituarcn kasuan dm elementuarni dagokion cremua,

A.l. eranskinean aipatuko denez, eremu grabitatorioa espazicke lerro orientatuak
diren indar-lerroen edo korronte-lerroen bidez adieraz daiteke grafikoki, puntu bakoitzean
indar-lerroak eremu grabitatorioaren intentsitatcaren ukitzaileak izanik (ikuos 11.8. irudiak}.
Espazioko puntu bakoitzetik lerro bakar bat pasatzen da, eta eremu grabitatorioaren inten-
tsitatea handiagoa den lekuetan, lerroen kontzentrazio handiagoa ere agertzen da. Ohar
gisa, diogun ezen ercmu elektriko eta magnetikoen kasuetan hitzarmen berberaz baliatzen
garela; baina grabitazioarcn kasoan sertzen diren indarrak crakarleak direnez gere, eremu
grabitatorioari dagozkion indar-lerroen noranzkoa beti eremua sortzen duen masarantz doa.
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a b

11.8. irudia. a} m masa bekarraren eremu grabitatorioar dugozkioo indar-
-lerroak. b} Bi masen ststeman dagozkionak.

11.3.2. Gauss-en teorema

Aurreko puntuarekin loturik, atal honetan Gauss-en teorema aztertuko dugu eremu
grabitatorioaren kasurako. Kasu orokorra sakonkiago ulertzeko, eta ondoriora iristeko
emango ditugun urratsak hobeki ulertu ahal izateko, ikus A-3 eranskina,

Demagun gainazal iau infinitesimal bat. Gainazal honen puntu batean eremu
grabitatorioak G balioa badu, dS azalerz-elementua izanik, gainazal infinitesimala
zeharkatzen duen G eremuaren fluxua hauxe da (ikus 11.9. irudia):

db =G dSs. (11-27

ds G

dd=G-dS

11.9. irudia. 48 gainazal lavan zeharreko fluxvaren kalkuiua

11.10. irudia. Gainaral finituaren kasuan inicgrazioa egin behar da.

Gainazal finituz denean (11.1). irudiza). integratu egin behar da aurreko adierazpena,
fluxu osoa lortzeko:
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<I>=HSG-dS (11-28)

non irizpide bat hautatu behar den. dS bektorearen noranzkosa finkatzeko (ikus eranskina},

Gainazal itxietan, Gauss-en teorema aplika dezakegu. Beraz, eranskinaren arabera
r-dS
ﬁ — =4m
s r

betetzen dela kontuan hartuz, § gainazalak inguratutako esparruan dagoen m partikula
puntual batek sorturiko eremu grabitatoricaren fluxua ondekoa da:

ﬁG-dS:—cim.

(11-2%

(11 - 30)

% G

RN

11.11. irudia. Gainazal itxicn kasuvan Gauss-cn teorema aplika dezakegu.

Eta gainezarmenaren printzipioaren endorio modura:

(D:%G‘dS:—élms,
5

(11-313
m, delakoa gainazalak bere barnean gordetzen duen masa osoa izanik.

Emaitza hau baliagarria dugu oso, simetria esferikoa duten zenbait kasutarako,
adibidez. Esandakoa baicztatzearren, ondoko adibidea aztertuko dugu.

11.3.3. Masa esferikoak sorturiko eremu grabitatorioa

«Demagun R erradioa eta M masa dituen esfera solido eta homogeneoa, eta lor
ditzagun:

a) esferaz kanpoko puntu batean sorturiko eremu grabitatorioaq,

b) esfera barneko puntu batean sorturikoas.

a} Ondoko 11.12, irudian nabaria denez, simetria dela eta, G bektoreak erradiogren nora-
. bidea izango du, eta, noski, lehenago ikusi dugunez, beraren noranzkoa masaranzkoa

izango da. Bestalde, simetriak hauxe ere halabehartzen du: r erradicko esfera zentroki-
deko gainazaleko puntu guztietan eremuak modulu berbera eduki behar du.
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11.12. irudia. M masa esterikoak ingureko £ puntuan soriuriko cremui.

Beraz, esfera horretan zeharreko fluxua honelaxe tor daiteke. Kontuan harturik
G =-Gu, {11 -3
dS = dSu,. (11 -33)
direla. r crradiodun esferan zeharreko fluxua hauxe izango da:

= §$6-a5 = —ff Gas =-cff as =G4, (11 -34)

zeren S azaleraren balioa 474 baila.
Bestalde, Gauss-cn teorems erabiliz,
&b = 47 (11 -35)
da, non M delakoa R crradioko esferaren masa osoa den.

Azken emaitlza bi horiek batera jarriz, ondorio honctara irits gaitezke:

c=" (11~ 36)
"
Beraz, bektoriatki idatziz,
Gz—ﬁf-u,. (11 =37

b) Esferaren barruko puntuen kasurako ere, simetriari buruz esandake ohar goztick modu
berean balio dute. 1 1.13. irudian ikus daitekeenez:

11.13, irudia. Esferaren barfuko puntuciako eremu grabitstorioaren kalkulu-
rako elementoak.
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Beraz, r erradioko esferako puntu guztietan (r < R izanik) G eremuak modulu berbera
du, eta lehen egin dugun bezalaxe, esfera horren azaleran zeharreko fluxu osoa hauxe
izango da:

e dS=-can? 11-38
@ ﬁGdS Gam?. ( )

Bestalde, Gauss-en teorema aplikatuz,
¢ =4ryn (11 -39
non m delakoa r erradiodun esferaren masa osoa den.

R erradioko esfera homogeneoa denez, m masaren balioa honelaxe lortuko dugu:
4

M=_—aR’p 3
3 - m=L_m (11-40
4, R —-40)
m=§?rrp

zeren p masa-dentsitatea konstantea baita,

Aurreko balio hori kontuan hartuz, eta fluxu osorako lorturike emaitza biak konpara-

luz,
G= % . (11-41)
hots, P puntuan dagoen eremua hauxe da:
G:—ﬂjrur. (11 -42)
R

Azkenez, esfera homogeneoak barnean eta kanpoan sorturiko eremu grabitatorioaren
tankera 11.14. irudian dagoen modura adieraz dezakegu grafikoki.

Gy

M M
G= _7}{5’ = -'}’;-2—

11.14. irudia. Masa csferikoak sorturiko eremu grabitatorioa (zeinu eta guzii)
erradioaren funizioan.

Dakusagunez, Gauss-en teorema erabiliz, erraz kalkulatu dugu esfera hatek sorturiko
eremu grabitatorioaren intentsitatea, espazioke edozein puntutarako. Horrez gain, aurreko
emaitzak direla medio, berriro ere irits gintezke Newton-en legearen adierazpenera.
Honetan datza, batik bat, Gauss-en teoremaren garrantzi handia.
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11,4, ENERGIA POTENTZIAL GRABITATORIOA
ETA POTENTZIAL GRABITATORIOA

Atal honctan, izenburuan aipatu diren magnitude fisiko bi horiek aztertuko ditugu, horien
ezagupenak beste problema inferesgarri batzuk ikertzeko posibilitateak emango baitizkigu.
11.4.1. Energia potentzial grabitatoria

Demagun m' masako partikula m partikuiak sorturiko eremuan higitzen ari dela. Ikus
derzagun, bada, zenbateko lana egingo duen eremuak m' masake partikula 1 puntutik 2
puntura pasatzean {ikus 11.15, trudia).

2
m d
1

1G

,
5 "2
m
a

[1.15. irudia. | puntutik 2 puntura pasatzean ercmuak partikubaren gainean
egingo ducn lanaren kalkulurako clementurako elementuak.

Eremuak egingo duen lan infinitesimala hauxe da:
dW=F-dl=m'G - dl = m'Gdicos8 = -m'Gdr. (11 -43)

Beraz, G eremuarer moduluaren adierazpena erabiliz,

2

aw = -y 22 gy, (11 - 44)
¥

Horretan finkatuz. eremuak bide osoan egingo duen lana ondokoa izango da:

W=—~-Lr:}’ !

‘ 1
mT dr = }mm’[— - —]‘ {11 —45)
r ,

hof

Ongi dakigunez, eremu kontserbakorren ezaugarri garrantzitsuenetarikoa hauteman
dezakegu aurreko emaitzan, lanak ez baitu 1 puntutik 2 delakorako bidearen menpeko-
tasunik; ordea, hasierako eta amaierako puntuen menpekoa da soilik.

Honetara heldurik, honelaxe definitu ohi da energia potentzial grabitatorioa:

’

HIM
E,,Z—J’—r +K, (11 — 46}

non K delakoa konstante bat den.
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Beti bezala, energia potentziala konstante batez indeterminaturik dago, lana energia
potentzialen kendura gisa agertu baita. Hala ere, ohituraz, partikula biren arieko elkarrekin-
tza grabitatorioa aztertzean (eta beste kasu batzuetan ere bai; ez guztietan, baina) batetik
besterako distantzia handituz doanean, E, energia zerorantz doala onartzen da (ohituraz);
hots, hizkera matematikoan:

row  E—=0 (11-47
Beraz,
E (r—ow)=0=K eginez, (11 -48)
mm’
£, =1 (11 —49)

11.4.2. Potentzial grabitatorioa

Aurreko atalean frogatu dugunez, eremu grabitatorioa kontserbakorra da; beraz,
eremu potentzial bater gradiente gisa adieraz daiteke (ikus 6.7. atala), alegia,
G =-gradV, (11 =50}

non V delako eremu eskalarran potentzial grabitatorioa deritzon.

m masa baten r distantziarako potenizial grabitatorioa formula honen bidez lor
daiteke:

v=-y (1-51)
s

non beti agertzen zaigun konstante gehigarria infinituan potentzial nutua izateko moduan
aukeratu dugun,

Masa bat baino gehiago ditugunean, gainezarmenaren printzipioa aplika dezakegu;
horrela, masa diskretuen kasuan honako adierazpen honetara iritsiko gara;

V=—72% (11-52)

i [

Modu berean, masa jarraitua den kasurako, honelaxe kalkulatuko dugu potentzial
grabitatorica, bolumen-integral hori masa dagoeneko bolumen osora hedaturik:

V:_yj%”i_ (11 -53)

Bestalde, behin potentzial grabitatorioak balio berbera dueneko puntu guztiak batera
hartuz gero, gainazal ekipotentzialak lor ditzakegu. Alegia, gainazal ekipotentzialak
potemzial grabitatorioaren balio berbera duten puntuen leku geometrikoak dira. Partikula
puntual bakarraren kasuan, gainazal horiek esferikoak dira, partikula puntuala esferen
zentrea izanik. Gainazal horiek aurreko 11.8.2 irudian puntuka marrazturikoak dira.

Horrez gain, eremu kontserbakor guztietan gerfatzen denez, eremu grabitatorioaren
norabidea gainazal ekipotentzialen perpendikularra da puntu bakoitzean, Alegia, 11.8.a
irudiko indar-lerroak erradialak dira,
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V eta E, eremu eskalarren arteko erlazio erlazica erraz atera dezakegu bien adieraz-
penak kontrajarriz, hots:
B )

v=—o, (11 - 54)

m

Beraz, G delakoa masa-unitateko indarre den moduan, potentzial grabitatorioa masa-
-unitateko energia poteniziala dela esan dezakegu.

115 INDAR ZENTRAL KONTSERBAKORREN ERAGINPEKG HIGIDURA.
KEPLER-EN PROBLEMA

Atal honetan, indar zentral kontserbakorren pean mugitzen ari den partikula baten abiadura
a7tertuko dugu. Honezkero, distantziaren karratuaren proportzionala den indar baterako
partikularizatzeari ekingo diogu, berau baita grabitazioari dagokion kasua. Horrels eginez.
planetek Eguzkiarekike duten higidura edo satelite artifizialek Lurraren inguruan dutena
ezagut dezakegu, adibidez.

[kerketa erraztearren, bi gorputzez osaturiko sistema aztertzera mugatuko gara.
Planetek Egurkiarekiko duten higiduraren kasuan, espazioan dauden beste planeta edo izar
guztien eragina arbuiagarritzat jotzen dugula esan gura du horrek.

7.3, atalean azaldu denez, bi gorputzen higidura crlatibou azterizean, lehenengo gor-
putza sistema inertzial batcan finko balego bezala eta bigarrena masa laburbildua deritzona
clkarrckintzazko indarraren eragin pean mugituko balitz bezala azter daitcke problema
{gorputz bakarraren problema baliokidea deritzo horri).

Oroit gailezen masa laburbilduaren adierazpenar, gorpulz bicn masak m eta m'
direneko kasuan:

- mm’, (11 - 5%)
m+m

Oram, m' >> m haldintza betetzen dela suposatuko dugu. Hauxe da, hain zuzen ere,
Eguzkia-planeta edo eta Lura-satelite artifiziala sistemetan gertatzen dena. Xasu hotretan,
4 = m dela jar dezakegu, alegia, planctaren cdo satelite antifizialaren masa.

11.5.1. Indar zentral kontserbakorren peko higidura

Suposa dezagun masa handiarekin {m’'-rekin) batera doan sistema inertzialaren
koordenata-jatorrian kokatuta dagoen behatzaile bat m masakoe gorputzaren higidura
aztertzen ari dela (' ia mugitzen ez dela jo dezakegu, eta, ondorioz, bertako sistema iner-
tzialtzat har dezakegu). Koordenatu-jatorriarekike indar-momentua nulua denez {indarra
zentrala baita),

L = ktea (11 - 56)

da, non L delakoa jatorriarekiko momentu angeluarra den.
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Le (% -
ke x

11,16, irudia. Indar zentralen eraginpeko higidura lavaren adierazpena,
higidura gertatzen an deneko planoan,

Hori horrela bada, 3. gaian frogatu denez, higidura laua dela eta abiadura areolarra
konstantea dela ondorioztatuko dugu (1 [.16. irudia}, hau da,

ﬁ=ir2ﬁ=l\:tea. (11 -57)
d 2 4t
Beraz,
@ _ L (11 -58)
dr 2m
Zeren )
L=mrl=— 46 (11 -59)
dt

baita, k bektore unitarios planoaren perpendikularra den Oz ardatzari dagokiona izanik.

Bestalde, 11.16. irudian erraz nabari de.aakeguner r posizio bektorea duen m masako
gorputzaren abiadura hauxe izango da:

_dr, ,.d0

1)_dru,.+;d u, {11 - &Gy
Honelatan, u, eta u, bektore unitarioak elkarren perpendikularrak direfa kontuan
hartuz, . )
v = (E{) + rz(ffﬂ)_ (1t —61
dt dr}’ —on
Orain, d6/dt delakoaren eta L momentu angelvarraren moduluaren arteko erlazioa erabiliz,
ary L
2
vio=l—1 . 11-62
(df) m’r? ¢ )

Eta, azkenez, gorputz bien arteko indarra V(r) potentzialetik eratorria bada, hanxe dugu
higitzen ari den gorputzaren energia osoa:

1 (drY  I?
E=—m| < | +Z54v0) : 11—
Zm(dz) mre " (11-63)

zeinak, energiaren kontserbazio-legeak dioskunez, konstante dirauen.
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Beraz, ondoko bi ekuazio diferentzial hauexek atera ditngu:

dr_ 2l e (vt (11 - 64)
di \nm 2mr
49 __L (11-65)
dt  ar

Ekuazic bi horietan oinarriturik, orbitaren ekuazio diferentziala lortzeko. aski da reta
& koordenatuak ertazionatzea, denborarekiko menpekotasuna alde batera utzirik:

46 = _ Ldr . (11 - 66)

H 2
-'?U‘: .I 2_ E-v(r)--- L 5
\;’ m mr

non £ eta L, lehen esan dugunez, konstanteak diren.

Integrazioa egin ondoren,

9:_[ , Ldr Y (11 - 67)
; , 12 L
mre j——(E—V(r)—-z- - 2]

\. m
dugu, &' konstantea izanik.

Geroagoko kalkuluetarako komenigarria izange zaigunez, u = 1/ aldagai-aldaketa
burutuko dugu. Horren arabera, era honetara eman ahal izango dugu orbitaren ckuazioa:

gzef_J‘ o de _ (11— 68)
Y 2mE 2mV{w) )
VoI I

Jakina, hauxe da orbitaren ekuazioa V(r) potentzial zentralerako, L # ) dencko
kasuetarzko. Erraz froga daitekeenee, L =0 denean, ibithidea zuzena izango da, eta indar-
-zentrotik pasatukoe da.

Indar grabitatorivaren kasuan, V = —&r ' motako potentziala sartu behar da aurreko
emaitzan, indar grabitatorioen eraginpean higitzen diren gorputzen higidura ezagutzeko.
Problema honi Kepler-en problema deritzo, eta hurrengo atalean avtertuko dugu.

11.5.2. Kepler-en problema

Bi partikularen probleman gaudela, bietako baten masa bestearena baino askoz
handiagoa delako hurbilketari jarraituz (M >> m}, Kepler-cn problemari dagokion indarra
honelakoxea izanen da:

LA (11 -69)
=
V = —kr | potentzial batetik eratorria, hain zuzen.

Problema honetan, & horren balioa ondokoa da:
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k:}mM‘ (11—?0)

Bestalde, lehen egin dugun aldagai-aldaketa berbera erabiliz, honako hau da potentziale-
rako adierazpena:

V= —ku. {11 -71)
Eta, balio hau orbitaren ekuazioan sartuz,
3:9,_-[ S (11-72)
'\I L3 L2

Integral hori ebazteko, Matematikak eskaintzen digun bidea honako hau da: g, & eta ¢
direlakoak konstanteak izanik,

dx b+2ex
= } (11-73)

I
= arceos| -
J‘\.(ai»b.r+c.vc3 N [ N7

idatz dezakegu, non ¢ = »* - 4ac den, ¢ < 0 eta b — 4ac > 0.

Gure problemari aplikatzeko, konstante horien balioak ondokoak izango dira;

a=2E (1-74)
IE
2mk
b= 'L’; i (11 -75)
c=-1. {11 -76)
Beraz, g delzkoari dagokionez,
2mk Y (., 2EL '
= 1+ —=| €11-77)
4 ( 12 ) ( mk’ )
Eta, azkenean lortuko dugun emaitza, honako hau izango da:
L'u_ 1

6 =6 - arccos— K. (11-78)

2EL?
Sl
mik

Bukatzeko, alderantzizko aldagai-adaketa eginez (u = 1/r ordezkatuz), orbitaren ekuazioa
lor dezakegu:

1 omk|, | 28D ,
:z?[H\]Hm—zms(Bwﬂ)} (11 =79}

edo beste konstante batzuen bidez idatzita,

p
- . 11-80
4 1+£cos(6-6") ¢ )
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+

nonp p-—— eta £=1+"— diren.
ik mk”

i

Beraz. jatorrian kokaturiko foku batekiko konikaren adierazpena erdietsi dugu, €
delakoa exzentrikotasuna izanik.
Henaine heldu garelarik, derragun ezen orbitaren tankera £ magnitudearen menpekoa
dela, ondoko eskemaren arabera:

e>l, E>{

: hiperbola;
e=1, E=0 : parabola;
e<l, E<{} s clipse;

e
=0, F=- ;1[2 : zitkunferentzia,

Eredu honetatik atera ditugun ondorioak bat datoz 11,17, iruditik aterz ditzakegunekin:

iy oo
[}
‘l 2mr z
i
‘\
\\\
V \"-._ -------- El = 0
\ r
J,-:'""-:: E3
%‘ E,
e’

11,17, irudia. Kepler-en problemari dagokion energia potentzial eraginko-
raren irudia.

Irudi honetan, V = —kfreta V'

V + Lf2ms?, energia poienizial eraginkorra deritzona {ikus
6.8, atala), dira hain zuzen ere. Modu honetan, lehenago 6. gaian ikusitakoagrekin bat
egintk, hauxe idatz dezakegu:

1 2
E=V’+~:pz(£) . (11 -81)
2\ dt
Adierazpen honetan omnarriturik, energia osoaren baliven araberako orbita posibleen
azterketa cgin dezakegu, energia potentzial eraginkorraren grafikoak erabiliz,
iy £ < (1. orbita eliptikoak eta zirkularrak.

L1.18. wrudietan dakusagunez, eta energia 7inetikoak positiboa izan behar duenez, bi
distantziaren artean mugaturik geratuko da higidura (r, " r” r,).
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v
A 5
E I r
4 [
a

11.18. irudia. a) Energia negatiboari dagokion cskema. b) F energia
negatiboar dagokion orbita eliptikoa.
Kasu berezi gisa, E = -mk¥2L} denean, hots, energiak balio minimoa duenean,
orbitak zirkularra izan behar du derrigorrez (11,19, irudia).

v

E

11.19. irndia. Energia minimoari higidura zirkularra dagokio {r=r).

Orbita zirkular hauetan, masen artekeo distantziak konstante iraun zhal fzateko, indar
zentrifugoak eta grabitatorioak balio berekeak izan behar dute, hau da,

b4
e =y (11 -82)

r r

hortaz, energia zinetikoa ondokoa izango da,

l . 1 mM
£ 2 27
eta energia osoa,
1 mM  mM mM  mk’
E =—y—— _y —=_ —-:————40, (li_84)
e AR 2r 2L

eta hori energia osoak har dezakeen baliorik txikiena da.
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i) E > {); orbita hiperbolikeak

Ostera, energia positiboa denean, orbita irekia da, eta planeta infinituraino urrun
daiteke, bertan oraindik cre abiadura ez-nulua izanik:

E=tmp—y™ o0 (11 -85)
2 r
r — oo kasurako limites buruturik,
E:%mv;m, (11 -86)
2E .
bertan v, = (-~ izanik.
Vom
v'i
E
: lm!’
e ’
7 I

a b

11.20. irudia. &) Energia positiboari dagokion eskema. b) Energia horri
dagokion orbita hiperbolikoa.

iiiy £ = {); orbita parabolikoak

Hauetan ere, orbita irekia da, eta infinituraino hel daiteke ‘planeta’, infinitvan duen
abiadura, ordea, nufua izanik:

M
E=0=2myt-y™ (11 -87)
2 r
eta ¥ — oo kasurako limitea buruturik,
%mviz(} = v, =0, (11-88)

Aurreko kasu orokorretik abiaturik, modu berean azter daiteke Lurretik jaurtikitako satelite
artifizialekin gertaturikoa (ikus 11.21. trudia).

Demagun sateliteak bere ibilbideko punturik altuenean (h altueran) v, abiadura
horizontala duela. Energia osoa hauxe izango da:

, mi

E:%mvé_)’m. (11—89)
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Elipseak
E<Q

11.21. irudia. Lurraren satclite artifizial posibleen orbiten sailkapen eskema-
tiko.

Eta lehentxoago esandakoaren arabera, E delakoa positiboa, nulua eta negatiboa izan arau,
ibilbidea hiperbolikoa, parabolikoa edo eliptikoa izanen da, hurrenez hurren, Proiektilen
higidura ere, problema honen barnean azterturik dago, 11.21. irudian ikus daitekeenez.

11.6. ZENBAIT ADIBIDE

11.6.1. Lurraren gainazaleko potentzial grabitatorioa
Lehen ikusi dugunez, Lurrak sortutako eremu grabitatoricaren energia potentziala,
masa osca zentroan kontzentraturik balego bezala kalkula daiteke:
g, =y (11-90)
?. .

Eta R Lurraren erradica izanik, lurrazalaren gainean # altueran dagoen edozein punturen
erradioa r = R + /1 eran adieraz daitekeenez,

E =— . 11-91
£ YR+k ( )

11.22. irudia. Lurraren gainazaleko bi punturen azterketarako hurbilketa.
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Beraz, | puntutik 2 puntura pasatzean {ikus 11.22. irudia} burutuke den lana honako
hau izango da:

. h —h
W=F __b-w = n;——__J___g_____ Il—-92)
oy =M (R+R,)(R+h) ¢
Bestalde, #, 7ein h, << R dircla kontuan harturik,
W=y%§(h,—hg}m. (11 -93)

Baina, g = yM/R® lurrazalean gorpuiz askeek pairatzen duten azelerazioa da, grabitazica
dela kausa. Horrexegatik, era honetan idatzi ohi da energia polentzial grabitatorioa,
lurrazaletik larregi aldentzen ez diren masetarako:

E,=mgh. {11 -54)

11.6.2. Lurretik jaurtikitako gorputzen ihes-abiadura

Thes-gbiadura infinituraino heltzeko behar den abiadura minimoa da. Minimoa i1zate-
ko, energia osoak nulua izan behar du:

E:-l-mui-yﬂ:(}. (11 -95)
2 R

non R Lurraren erradioa eta v, delakoa ihes-abiadura diren. Beraz,

o= 21310 s (11-96)
VR

lkus daitckeencz, thes-abladurak ez du gorputzaren masarcn menpekotasunik.

11.6.3. Lurraren zentrotiko r distantziatik pausagunetik askatutako
gorputzak lurrazalera heltzean izango duen abiadura

Indar grabitatorioa kontserbakorra denez gero,

[ 3 mM 1 N mM
E=z—mv -y — =—mU; ~ ¥ —. {11 -97
PR AP SR ™
Haslerako abiadura nelua izanik, v, = 0 da; beraz,
1 « | ]
—muy, =mwmM| ———|, (11 -98
2 ° r [R r)
v, = ;w{ljj (11— 99)
Y R r/)

Kasu berezi gisa. infiniutik datorkigun gorputzaren heltze-abiadura azter dezagun.
¥ — co limitea aurreko emaitzan sartuz,

v, = ;‘zﬂzs,imo*mfs, (11 -100)
Y R

cta kontserbakortasunak agintzen duen legez, thes-abiaduraren balio berekoa da, hain
ZUZen.



12. gaia
Elastikotasuna

Hamargarren gaian solidoaren estatika aztertzean, puntu desberdinetan cginiko indarren
arteko oreka zen aztergai nagusia. Oro har, indarrak kurtsoretzat harturik, berek sorturiko
kurtsore-sistema aztertu genuen, bere osotasunean. Hala ere, bertan ez genuen aztertu
solidoaren zati edo parte batean eragiten duten indarrak zein diren, ¢z eta indar horiek
gorputzaren forman duten eragina cre.

Izatez, han zurruntzat hartu genuen solidoa, alegia, indarren eraginpean ezer de-
formatuko ez balifz bezala, eta hori lehenengo hurbilketan soilik da egokia, hots, indarrak
txtkiak direnean. Hala ere, gorputz errealak ez dira zurrunak, deformagarriak baizik.

Lehenengo mailan, gorputz errealak solidoetan (deformagarriak) eta fluidoetan ba-
natrzen dira, nzhiz eta bien arteko banaketa erabat zehatza ez den. Nolabait esateko, solido
deformagarriek eite aski definitua dute, kanpo-indarren eraginez eite hori aldatu egin daite-
keen arren, denboralki bederen. Solido errealen portaera da, hain zuzen, gai honetan
aztertuko duguna. Ostera, fluidoek ez dute eite definiturik eta oso indar txikiz, 1a lanik egin
gabe, eite hori aldatu egiten da, daudeneko ontziarena hartzeraino. Fluidoen ezaugamak eta
propietateak hurrengo gaian aztertuko ditugu.

Solidoen kasura itzuliz, diogun ezen orain arte erabilitako ‘solido zurrun' kontzeptua
credu matematiho ctubilgurria baine ez dela, zeren, azken balez, malerta erregla deformatu
egiten baita karpo-indarren eraginpean, gehiago edo gutxiago. Deformazioa solidoaren
barneko molekulen arteko indarrekin erlazionaturik dago, noski. Dena den, gai honetan ez
gara portaera molekularraz arituko, magnitude neurgarriak aztertzeaz baizik.

12.1. SOLIDOAREN BARNEKQ ESFORTZUAK

Ingurure jarraituetan (bail solidoetan zein fluidoetan) bi eratako indarrak eduki behar
ditugu kontuan: bolumen-indarrak eta gainazal-indarrak.

Bolumen-indarrak bolumen edo masaren araberakoak dira, kanpoke cremu batek
sortuak. Adibide gisa, pisua aipa dezakegu. Gorputzean zehar hedaturiko indar horiek
adierazteko, ingurune jarraituen kasuan magnitude intentsibo bat erabiltzen da: bolumen-
-unitateko indarra edo, bestela esanda, masa-unitateko indarra, aurrekoarekin dentsitateaz
erlazionatzen dena. Hain zuzen ere, pisuaren kasuan masa-unitateko indarra f = —gk da, g
delakoa grabitatearen azelerazioa izanik. Era honetako indarrak eremuak aztertzen direnean
tkusiko ditugu.
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Bestetik, gainazal-indarrak ingurune jarraituaren barne-tentsioen adierazleak dira eta
bertako elementu bat hartzean beraren gainazalean eragiten dutenak dira. Azken hauek dira
gai honetan aztertuko ditugunak, eta ikusiko dugunez, kasu honetan ere magnitude intentsi-
boak erabilike ditugu, gainazal-unitateko indarrak zlegia, esfortzu edo neke izencz ere
ezagunzgk direnak.

Adibide baten laguntzaz abiatuko gara, orekan dagoen solido baten barnean eragiten
duten gainazal-indarrak aztertzera.

A Al A
i }
f i |
F ! F|F FEiF (= F
s 1S - - ::(F: —
= =
I b F i
l i U'EI
a b

12.1. irudia. a) § sekziodun barra F tentsioaren eraginpean. b} A planoko
tentsio-¢gaera,

Demagun barra bat, S sekzio uniformeduna, F indarren bidez tentsio-egoeran dugula
{12.1. irudia). Azter dezagun sekzio normal bati dagokion plano baten tentsio-egoera, A
planoa muturretatik hurbilegi ez badago, tentsioa uniformeki banatuta dagoela jo dezakegu.
Baldintza horietan, honela definitzen da gainazal horretako tentsio-egoera edo nekea :

s=L£ (12— 1)
S

Kasu honetan neke hori tentsiozkoa da eta gainera normala, indarraren norabidea

gainazalaren perpendikularra baita.

Hurrengo 12.2. irudian konpresio-egocran dagoen barra hat adierazi da. Bertako nckea
lehengo modu berean definitzen da eta, noski, hau ere nermala da, nahiz konpresiozkoa
izamn.

AI Al IA

| | |

i
F : F| F E—} Fi— F
— IS e | e (g )2 S

)] ol

I | i

[ i F |

! o=

! | S

a b

122, irudia. ) § sekziodun barra [7 konpresicaren eraginpean. by A plancko
konpresio-egoera.
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Dena den, hasierako kasura itzuliz, ikus dezagun zer gertatuko den, bestelako A’
plano bateko tentsio-egoera aztertzean (12.3. irudia).

A N4
~ F N

F T F E\\ F
iy ~ fr— ity —.'

~ ~ F F \
~
N~ \ N

12.3. irudia. Tentsioan dagoen barraren kasuan, A' planoari dagokion indar-egoera,

Oraingean indarraren norabidea ez da gainazalaren perpendikularra, eta, kalkuloen
erraztasunerazko, norabide normalean eta (norabide) tangentzialean deskonposa dezakegu:

Fy=FcosB, F,=Fsing (12-2)

Indar hauek 8" azalera duen A’ gainazal lauan eragiten dute eta horrela neke normala (o) eta
neke tangentziala (T) —azken hau ebakid®ra-tentsioa ere deitua— defini ditzakegu sekzio
horretan, ondoke eran:

FN

o=-x, (12-3

3 ‘
5

) | T=r (12-4)

Dakusagunez, horrela definituriko nekea ez da magnitude bektoriala, zerbait korapi-
latsuage baizik, eta sekzio horretako nekea definitzeko, indar erresultanteaz gain (F)
gainazal-elementnaren bektore unitarioa (u,) ere ezagutu behar da. Izatez, nekea bigarren
ordenake tentsorea da, eta solido baten bameko neke-egoera adierazteko, neke-tentsorea
{edo esforizu-rentsorea ere deitua) eman behar da.

Ingurune jarraitu baten barneko esfortzuak nolakoak diren ikusteko, bestelako adibide
batzuk jar ditzakegu. Kasurako, demagun kubo baten gainean bi indar-bikotek eragiten
dutela gainazalen norabide tangentzialean, 12.4. irudian adierazi den bezala. Solido hori
orekan dago; halaber, orekan daude bertako elementn guztiak, Oreka hotretan oinarrituz,
solidoaren barneko plano desberdinetako nekeak azter ditzakegu; horrela, A planocan
konpresioa dagoela eta B planoan tentsioa dagoela ikus dezakegu.
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124, irndia. Kuboaren gainean bi indar-bikotek evagitean, kuhoaren barneko
plano desberdinetan sortunko nekea.

Hurrengo gaian ikusiko dugunez, orekan dauden fluidoek ez dute inolako ebakidura-
-tentsiorik, zeren bestela plunoak elkarrekiko labaimzen hasiko bailirateke. Hori dela eta.
hidrostatikan, fluidoen orekan alegia, gainazsl-indar gurtiak konpresiozkoak dira eta, hain
zuzen, ncke normalari presio hidrostatikea deritzo eta balio berbera du puntu bateko
norabide gurtietan, 12.5, irudian adicrazi dencr.

12.5, irudia. Hidrostatikan. fluidoen plano guztien egoera berdina da, konpre-
siozkoa, Konpresio horren balioa presio drostatikoa da.

Bukatzeko, hurrengo adibidean. tentsio egoeran haga baten harneko elementu baten
neke-cgocra adieraziko dugu. 12.6. frudian ikus daitekeenez, orokorki, gainazal guztictan
neke normala eta neke tangentziala ageri dira.

u, Uy ohh
A rd T,
Fas
F N F x t
e < > —
\v/ T T
o, Cu

12.6. irudia. a) Haga bat tentsiopean. bl Plano desberdinetan neke normala
{7, ) cta ncke tangentziala (1) agen dira,
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12.2. DEFORMAZIO UNITARIOAK

Solide errealak ez dira guztiz zurrunak; ondorioz, indarren eraginpean aldatu egiten dira
solidoaren barneko puntuen arteko posizio erlatiboak. Hain zuzen ere, erlazio bat dago
solidoaren deformazioen eta neke-egoeraren artean eta horixe da atal honetan axola diguna.

Oro har, bi eratako deformazioak azter ditzakegu: luzetarakoak eta angeluarrak.
Lehenengo pauscan, modu orokorrean definituko ditugu., Demagun solidoaren barneko
hire puntu ditugula, A, O eta B, lerro berekoak ez direnak {12.7.a irndia). Indarren
eraginpean A', 0' eta B' posizioetara pasatu dira. Solido hori deformatu egin dela esango
dugu, baldin 04 ede OB distantzictariko bat aldatu bada {luzetarako deformazioa) edo
AQOB angelua aldatu bada {deformazio angeluarra).

By 18
f
|
/
[ =
—_-A
2 ¢ ...AI
AT T,
8
a b

£2.7. irndia. a) Solide deformagarriaren hiry punturcn posizic-aldaketa.
b) Deformazic angeluana.

Azterketarako, deformazio unitarioak {edo intentsiboak) hartzea komeni zaigu, han
da, luzera- edo angelu-unitateari dagozkionak. Honela, deformazioaren eraginez hasieran J,
luzera duen elementua {4, + Al) edukitzera pasatzern bada, [uzetarako deformazio unitarioa
modu honetan definitu ohi da: )

£=—. _ (12-5)

Era berean, hasieran #/2 angelua osatzen duten OA eta (OB zuzenkiek deformazioaren
ostean (2 — Ag¢) angelua osatzen badute (12.7.b irudia}, deformazio angeluar unitarioa
honela definitu cohi da:

¥=tan Ag (12-6)
(kontuan eduki angelu txikietan tan Ag =~ sin Ag = Ag dela).

Orain erraz ikus dezakegu nola aurreko atalean aipaturiko neke-mota bakoitzari
deformazio unitario berezia dagokion.
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12.8. irudia. a} Tentsioari dagokion luzeturako deformazioa. b) Ebakidura-
-tentsioart dagokion deformazio angeluarra,

Batetik, 12.8.a irudian tentsioan dagoen makila bat adierazten da: argi dagoenez,
Tuzetarako deformazioa izango du. Tentsiopean egon ordez konpresioan balego, gauza bera
egingo genuke, baina makila luzatu beharrean laburtu egingo litzateke. hots, Al negatiboa
izango litzateke, Bestetik, 12.8.b irudian ebakidura-tentsioen eraginpean dagoen elementu
bat adierazi da; bertan deformazio angeluarra ageri da soilik, lehenengo hurbilketan aldeen
luzera konstantetzat harturik.

Aurrcko atalean adierazitako kasuei bukaera emateko, presio hidrostatikoz sorturiko
deformazic berezia aipatuko dugu. Kasu honetan bolumen-unitateko deformazioa aztertu
ohi da; alegia, V, hasierako bolumena presicaren eraginez AV balican aldatzen bada, bolu-
men-unitateko deformazioa honako hau izango da:

_&Y

£ .
A

(i2-1

'12.3. MATERIALEN PORTAERA

Orain arte, gorputz sclideen bameko esfortzuak alde batetik eta deformazioak bestetik az-
terty ditugu, elkarrekin zerikusirik ez balute bezala. Hala ere, material bakoitzaren kasuan
lotura estua dago horien artean, esperimentalki froga daitekeenez. Dena den, material
guztiek ez dute portaera berdinik, ez eta hurrik eman ere. Adibide gisa hiru material berezi
aipatuko ditugu: metal harikorra, metal ez-harikorra eta kautxua. Kasu guztietan tentsio
hutsean dauden materialen portaera kontsideratuko dugu, erraztgsunaren izenean, eta
nekearen eta deformazinaren arteko erlazioa adierazten duen kurba aztertuko dugu.

Metal harikorraren kasuan, kurba horrek zenbait parte desberdin dauzka. Hain zuzen,
12.9.a irudian ikas daitekeenez, OA tartean nekea eta deformazioa elkarren proportzionalak
dira; hortaz, OA tartea zuzena da, eta A puntua propoertzionaltasun-muga. A ela B puntuen
tartean ez da proportzionaltasunik gordetzen; baina, hala ere, eragiten diharduen tentsioa
edo nekea desagertzean, materialak hasieran zeukan luzera berreskuratzen du, nolabuit
esateko OB Kurba atzeranzko noranzkoan eginez, hots, B-tik O-ra. Gauzak horrela, OB
tartean materiala elastikoa dela esaten da, B puntua elastikotasun-muga izanik.
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12.9. irudia. Metal harikorraren deformazioaren kurba.

Hortik gorako nekeak eragitean, deformazio unitarioa askoz arinago handitzen da eta,
¢lastikotasunari dagokionez, 0so portaera desberdina dauka. Hain zuzen, demagun C
puntura heltzean kendu egiten dugula tentsica gradualki (12.9.b); orduan ez da C puntutik
© puntura berriz kurba berberean zehar itzultzen, €O kurbatik baizik, hau da, esfortzua
kentzean hasierakoa baino handiagoa den luzera geratuko da, edo bestela esanda, defor-
mazio iraunkorrg lortuko da. BC tartea ia horizontala da eta makila asko luzatzen da nekea
kasik handitu gabe. Fenomeno horri fluenrzia deritzo eta B puntuari dagokion nekeari,
fluentzia-nekea.

¢ puntutik aurrera pasatzeko, berriro handitu behar di nekea, eta D puntura heldu
arte portaera elastikcan baino askoz deformazio handiagoz lortzen da. Ostera, D eta E
puntuen artean, nekea moteldu arren ere, deformatuz diran materialak, harik eta £ puntuan
apurtu egiten der arte. B eta £ puntuen artean materialak portaera ez-elastikoa edo plasti-
koa duela esaten da.

Elastikotasun-mugaren eta etendura-puntuaren artean deformazio harndia badago,
materiala harikorra dela esan ohi da. Preseski, metal askoren kasuan {urrea, kobrea,..)
harikertasuna oso praktikoa gertatzen da. Ostera, muga horien arteko deformazioa txikia
bada, materiala hauskorra dela esaten da,

£ 0% &
a b

12.10. irudia. a) Burdinurtuaren diagrama. b} Kautxuaren diagrama.
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Alboan dauden 12.10. irudietan, burdinurtuari {meta} ez-harikorra) eta kautxuari
dagozkien portaerak adierazi dira. Burdinurtuaren kasuan, alde batetik proportzionaltasuna
1a berehala desagertzen da, eta bestetik ez da fluentziarik agertzen. Apurturaren prozesua
¢re modu hauskorrean gertatzen da. Kautxuaren kasuan deformazio unitariozk askoz ere
handiagoak dira, nahiz eta proportzionaltasunik agertzen cz den. Bestetik material hau
elastikoa da, zeren esfortzua desagertzean hasicrako luzera berreskuratzen baitu. Hala ere,
fenomeno oso interesgarria gertatzen da tentsioa desagertzean. Hain zuzen, 12.10.h irudian
adierazita dagoenez, beste bide batetik itzultzen da hasierako puntura. Neke hazkorreko eta
beherakorreko kurben desberdintasun horren kausaz, histeresi elastikoa gertatzen da,
histerest magnetikoaren antzekoa. Proportzionaliasuna dago histeresi-zikloaren azalerarcn
{kurba bien arteko azalera) eta materialaren barnesn galduriko cnergia elastikoaren artean.
Energia hori bero gisa agertzen da. noski. Horrelako kautxu edo goma batzuen histeresi
handia oso baliagarria izaten da bibrazioak xurgatzeko, makina batzuen oinarrietan
adibides.

124, HOOKE-REN LEGEA, ELASTIKOTASUN-MODULUAK

Material harikorrak aztertzean ikusitako proportzionaltasun-aldeak garrantzi handia du
fisikan eta ingeniaritzan. Alde horretan Hooke-ren legea betetzen da, nekearen cta
deformazio unitaricaren arteko proportzionaltasun zuzena adierazten duena hain zuzen ere.
Newton-en garaian bizi izandako Robert Hooke {1635-1703) jukintsu ingelesak azfertu zuen
lehen aldiz aipaturiko portaera, eta beraren ohorean 1zen hori eman zaio legeari. Bestelako
hitzez esanda, «nekearen eta deformazio unitarivaren arteko erlazioa konsianiea da»
(proporizionaltasunaren mugen barncan, noski) eta konstanie horrt elastikotasun-modiudua
deritzo. Edozertara, mota desberdinetako esfortznak daudenez, modulu desherdinak
definitu ohi dira kasu bakoitzean.

Lehenengo eta behin, fuzetarako neke eta deformazioak aztertuko ditugu. Esperimen-
tuak eginez ikus daitekeenez, luzetarako nekeak maila bereko deformazio unitarioak
sortzen ditu tentsioan zein konpresioan. Hain zuzen ere, bi magnitude horien arteko erlazio
konstanteari Young-en modulua deritzo eta Y letraz adierazi ohi da:

o F. iS5
Y=—=-"t— (12-8)
e Al
Deformazio unitarioa dimentsiorik gabeko magnitudea izanik, nekeak eta Young-en
maduluak dimentsio berberak dituzte eta, beraz, ‘indarra azalera unitateko” magnitudea da
(MKS sisteman, N - m ?). Ingeniaritzan kg/mm’ unitatetan eman ohi da.

Ebakidura-nekeei dagokicn deformazio unitarioa aztertzean lortzen den moduluari,
zurruntasun-modulua edo tortsio-modulua deritzo, eta G letraz adierazi ohi da:
G=F_ FONAY

F=

. (12-9)
vy tang

Unitateei dagokienez, aurrcko moduluari buruz esandakoa errepika dezakegu. Beste-
tik, material gehienetan zurruntasun-modulua Young-en moduluaren erdiaren eta herenaren
tartekoa ohi da, geroago adieraziko den 12.1. taulan tkus daitekeencz.
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Bukatzeko, presio hidrostatikoa bolumenaren txikiagotzearekin lotzen duen modulua
emange dugu, kenprimagarritasun-modulua deritzona hain zuzen:

___P
AVIY,”

(12-10)

Adierazpen horretan zeinu negatiboa presioa gehitzearekin belumena txikiagotu £giten dela
kontuan hartuz jarri da, hots, gehikuntza negatiboa 1zanik modulua positiboa izan dadin.
Modulu honen alderantzizkoari konprimagarritasun-koefizientea deritzo:

k:%:—é%?i. (12-11)
12.1. taulan zenbait materialen elastikotasun-moduluen balioak ageri dira.
12.1. taula
Zenbait materialen elastikotasun-moduluak
s | Yoot | By |
Altzairya 20 0,34 1.6
Aluminioa 0,70 8,24 0,70
Kobrea i,1 0,42 1.4
Burdina 0,91 0,70 1,0
Letoia 091 8,36 0,61
Nikela 2,1 0,77 2,6
Beruna 0,16 0.056 0,077
Beira 0,55 0,23 0,37
Wolframioa 36 1,5 2,0

Unitateak: 10° kg/mm’.

12.5. POISSON-EN KOEFIZIENTEA

Esperimentalki ikus daitekeenez, makila bat tentsiozko esfortzu baten eraginpean luzatzean,
zeharkako sekzica txikiagotu cgiten da; bestalde, konpresiozko esfortzuaren eraginpean
laburtzean, zeharkako sekzioa handiagotu egiten da. Halaber, guztira jota, trakziopean
bolumena handiggotu eta konpresiopean txikiagotu egiten dela neurtzen da. Esperimentu
askoren bidez frogatu ahal izan denez, makila zirkularraren kasuan, trakziopean zein kon-
presiopean, erradicaren deformazio unitaricaren (Arfr) eta luzeraren deformazio unitarioa-
ren (Alfl} arteko erlazioa konstantez da material bakoitzerako. Konstante hori Poisson-en
koefizienteq izenaz ezaguna da, eta honelaxe adierazten da:

_Ar;"r
AL

(12-12)
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Koefiziente hori zenbaki adimentsionala dz. Adierazpencko minus zeinua, koefizien-
tea positiboa izan dadin jarri da, erradicaren eta luzeraren gehikuntzak aurkako zeinukoak
baitira.

Azter dezagun portaera horrek dakarren bolumen-aldaketa. Makilaren tuzera era
honetara handiagotzen da:

L+ Al Al
_1_:]+T=l+g' (12-13)

Poisson-cn koefizientea erabiliz, honela laburtuko dira zeharkako Tuzerak:

+A )
TS - e, (12— 14)
’
ela zeharkako azalera, honelaxe:
S+ AS b
- =(I-ue). (12-15)

Beraz, makilaren bolumena erlazio honen arabera handiagotuko da:

V+AV 2
=1+ e}~ e} =1+g—-2us. (12 ~16)

Azken adierazpen honetan £ oso txikia dela hartu dugu kontuan, cta, ondorioz, € arbuiatu
dugu. Hots, bolumenaren gehikuntza unitarioa hauxe izango da:
AV
— =g-2ue =gt -2p). (12-17)
v
Ikus dezagun adierazpen honetatik atera daitekeen ondorio bat. Trakzioz eragiteun
£ > O denez gero, ¢ > (,5 balitz, bolumena ixikiagotu egingo litzateke, gauza guztiz bilxia
berau. Bestetik, pz = 0.5 1zanik ez litzaicke bolumen-aldaketarik gertatuko.

Esperimentalki neur daitekeenez, goma et parafinaren kasvetan p koefizienteak ia
(},5 bhalio du, eta horrela trakzioz luzaizean ez da ia bolumena aldatzén.

Bere garaian Poisson-ek modu analitiko batez, materialen eraketarzko hipotesi gisa
teoria molekuiarra bartuz, g = 0,25 balica kalkulatu zuen material isotropoen kasurako.
Esperimentalki, metajetarako antzeko balioak neurtu izan dira. Adibidez, altzairuaren
kasuan gt = 0,3 da: hormigoiaren kasuan g oso txikia da (1/8 + 1/12) eta kortxoaren kasuan
ia nulua.

12.6. MALGUKIAK

Teknologian era desberdinetako mekanismoeian erabiltzen diren tresnak dira malgukiak.
Fisikaren arloan ere oso interesgarriak dira, zeren malgukiek sorturiko indarren eraginez
higidura oszilakor harmonikoa sortzen baita,

Atal honetan malguki idealak aztertuko ditugu. Izen honekin materizlaren propor-
zionaltarun-mugaren harnean ian egiten dutenak adierazi nahi ditugu, Hooke-ren legea
betez alegia. Beraz, Young-en modulurako erabilitzko definiziotik:
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y=L£15 (12-18)
AlTL’ R
Y

F=—Al 12-19
T ( )

¥, S eta /; konstanteak direla gogoraraziz, hirurak & konstante bakar batez bil ditza-
kegu, Bestetik / luzera-gehikuntza x koordenatuaren bidez adieraziz, honako hauxe dugu,

F=lx, (12 -20)

hots, luzapena indarraren proportzionala da. Izatez, Heoke-ren legea modu honetara
proposatu izan zen hasieran; eta horixe da indar elastikoen eragina adierazteko era arrunta.

Dena den, gehienetan malgukiak helize modura jarritako burdinazko hariak dira.
Kasu honetan, izatez, kontuan harta behar dena ebakidura-esfortzua da, baina edozertara,
muga batzuen barnean, magulki osoaren luzapena indarraren proportzionalta da, eta
oraindik ere aplikagarria da F = kx indarra.

k konstanteari malgukiaren konstante berreskuratzailed edo zurruntasun-konstantea
deritzo. Dimentsioei dagokienez, indarra/luzera da, eta nazioarteke SI sisteman N« m™
unitatetan ematen da.

12.7. ESFORTZUEN TENTSOREA

Ingurune jarraitu bateko puntu baten neke-egoerz adierazieko, bektore bat baino zerbait
gehiago behar da, zeren puntu bakoitzean infinitu esfortzu defini baitaitezke, puntu hori
barnean daukan gainazal-elementu bakoitzerako bat hain zuzen. Adierazpen egokiz neke
edo esfortzuen tentsorearen bidez ematen da, eta segidan ikusiko dugunez, puntu horretatik
pasatzen diren hiru gainazal ortogonaletako neke-egoera ezagutuz, puntu horretatik
pasatzen den beste edozein gainazaletakoa ezagut dezakegu.

12,11, irudia, 45 gainaral infinitesimaleko neke-egoera.

Demagun ingurune jarraituko P puntutik pasatzen den 45 gainazal lau infinitesimala,
zeinaren bektore unitaric normala u, den (12.11. irudia). Dakigunez, gainazal horri
dagokion nekea ¢ (esfortzu normala) eta 1 {esfortzu tangentziala} nekeen bidez adieraz
daiteke, edo bestela bien baturaz lortzen den T bektorearen bidez. Guztira, 45 gainazalean
egiten ari den indarra TdS da, eta T hori u, bektorearen funizioa da, T{u,) eran adieraz
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dezakeguna. Tkus dezagun nola idatz dezakegun T bektorea hiru gainazal ortogonaletako
nekeen bidez.

12.12. irudia. Tedracdro infinitesimalaren gainazaletako nekeen adierazpena.

Demagun ingurune jarraituaren barnean PABC tetracdroaren dinamika aztertzen ari
garela, beronen PA, PB cta PC ertzak ardatz koordenatuen paraleloak izanik (12,12,
trudia). ABC gainazalaren bekiore normala n, da. beronen kosinu zuzentzailcak o, By
izanik; hots. uy = cosod + cosfli + cosyk. Beste aurpegietako bektore unitarioak i, —j, ~k
dira. Hona hemen tetraedroaren gaincan cragiten duten bolumen-indarrak ¢ta gainazal-
-indarrak:

— Bolumen-indarrak honelaxe adicraziko ditngu:

Amf = pAVE. (12 -21)
non g dentsitatea eta AV tetracdroaren bolumeng diren.

— Bestalde, aurpegi desberdinetako gainazal-indarrak ondokoak dira:
Tiu,, )AS,
T(-1AS, = -T()AS,.

T(-D)AS, = —T(DAS,, (12-22)
T{-D)AS, = -T(K)AS ..
cta azalerei dagokienez,
AS = AScosa.
AS, = AScos fB. (12 -23)
AS. = AScosy.

Beraz. bolumen- eta gainazal-indarrak kontuan cdukiz. dinamikaren bigarren
iegearen arabera,

pAVE+ AS [Tiu, ) - coser T(H) —cos BT(j—cos yF(K)| = pAVa,  (12-24)
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non a delakoa kontsideraturiko elementuaren azelerazioa den. Gaien berrordenaketa eginez
eta AS azaleraz zatituz,

T(u,) - cos &T(i}— cos ST(j) — cos YT(k) = p%(a -1 (12-25)

eta tetraedroa gero eta txikiagoa eginez, limitean AV/AS — 0 dela kontuan hartuz, azke-
nean P puntuaren ondoko erlazica lor dezakegu:

T(u,,) = T(i) cos & + T{j)cos B + T(k)cosy, (12 -26)

hots, hiru gainazal ortogonaletako neke-egoera zein den jakinik, beste edozein gainaza-
letakoa jakin daiteke.

Aurreko adierazpenaz baliatuz bestelako erara idatziko ditugu nekeak, osagai normal
eta tangentzialen bidez. Horretarako kontsidera dezagun ingurune jarraituko elementu
kubiko ideal bat, alboko 12.13. irudian dagoen modukoa.

1 9

T,
74.

= n
H T % o o,
Ty
s

X

12.13. irudia. Kubo infinitesimaiaren aurpegier dagozkien nekearen osagai
norinal eta tangentzialak.

Ondoko erara idatz ditzakegu T(i), T(j} eta T¢k) bektoreak:
TH=0i+7,j+7.k
Tgy=1,i+0,j+7,k, (12-27)
Tky=t,i+7, j+ok

Momentu angeluarraren kontserbazica erabiliz froga daitekeenez, 1., = 7, 7., =1,

ul
T,, = T,. Bestalde, adierazpen hauek T{(u,)-ra eramanez, havexek dira T bektorearen
osagaiak:

T, =0, cos+T,cos8+7, cosy,

T, =1, ,cosa+0, cosf+7,, cosy, (12 ~28)

T, =1, c0s0+T, cosfB+0 cosy,

eta emaitza hau honela adieraz datteke matriziatki:
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T, G, T, T,|(cose
T l=|t, o, 7 ]|cosB1, £12 -29)
T T, T, O, ]\COSY
T=Tu,, (12 - 30)
d\’ T.(_\' ,rl'
T= 1, O, T, | izanik. (12 - 313
T, T, O,

Honela definituriko T magnitudeari esforizuen tentsoreq deritzo eta beraren bidez
edozein gainazal hartuta. hots, u, bektore vnitarioa ezagututs, gainazal horren gaineko
neke-egoera zein den jakin daiteke. Tkus daitekeenez. bektorea baino korapilatsuago den
zerbaitez -—bigarren ordenako tentsore batez— adierazien da £ puntuko ncke-cpoera. [zan
ere, diogun ezen historikoki tentsore hitza adibide honetatik datorrela (‘tentsio’ hitzari lo-
tuta}. Bestalde, lorturike adierazpena 8.4, atalean inertzia-tentsorea aztertzean lorurikoaren
oso antzekoa da. Orduko kasuan bezala, oraingo tenisore hau ere bigarren ordenako
tentsore simetrikoa da. Orduan egiten genuenaren antzerz, simetrikotasun hori dela eta,
hemen ere norabide nagusiak defini daitezke. Hauek zer diren azaltzea erraza da. Orokorki
F{u,) eta n, bekiloreck norabide desberdinak dute. Hain zuzen, bi bektore horiek norabide
berekoak egiten dituztenak dira norabide nagusiak. Hots, norabide nagusiei dagozkien
gainazaletako nckeak normal hutsak dira, osagal normala baino ez due.

Emandako erlazio tentsorialen bitartez ingurune jarraituko P puntuko neke-egoera
definitzen bada ere, egoera elastikoa zein den jakiteko zerbait gehiago behar da. Bide
beretik abiatuz, deformario-egoera adierazteko deformazioen tenisorea detini daiteke, eta
gero, emandake Hooke-ren legearen orokorpenez, bi tentsoreen arteko erlazioa adicraz
daiteke. Dena den, liburu honetan ez gara azterketa horretun gehiago sartuko. eta eginiko
atpamenarckin geratuko gara.



13. gaia

Fluidoen mekanika

Zazpigarren galan partikula-sistemen dinamika aztertu genuen, Fz genven zehaztu, ordea,
zer eratako sistema zen, edo, hobeki esateko, han azaldutako printzipioak edozein motatako
sistemekin erabiltzeko modukoak ziren.

Hurrengo gai bietan sisterna konkretu ata berezia aztertu genuen, solido zurruna hain
zuzen. Sistema hori bere partikulen arteko loturaren bidez definitu genuen, partikula-biko-
teen arteko distantziek konstante dirauteta kontuan izanik. Hamabigarren gaian distanizia
horien aldaketak aipatu ditugy elastikotasuna aztertzean, hala ere. solido-egitura manten-
duz (solido deformagarria, hori bai). Gai honetan beste mota bateko sistema berezia
aztertuko dugu, fluidoek osatzen dutena preseski. Horretarako, lehenik eta behin, fluido
kontzeptuaren esangura definitu beharko dugu, denbora berean fluidoen ezaugarriak adie-
razten dituzten magnitudezk definituz, hala nola, biskositatea eta beste. Ondoren, fluidoen
estatikaren eta dinamikaren funisezko lege eta ekuazioak azalduko ditugu, dena Fisika
Orckorreko testu bati dagokion mailan, hau da, kasu sinpleenak azterturik.

L. FLUIDOEN PROPIETATEAK

13.1. FLUIDOQEN DEFINIZIOA ETA SAILKAPENA

Oro har, fluidoak ebakidura-tentsicen eraginpean etengabe deformatzen diren substantziak
dira, ebakidura-tentsioak nahi bezain txikiak direlarik ere. Aurreko gaian ikusi dugunez,
ebakidura-tentsioa gainazal baten gainean egiten den indarraren osagai tangenizialaren eta
azaleraren arteko erlazica da, hau da, ebakidura-indarraren eta beronek eragiten duen gai-
nazalaren azaleraren arteko erlazioa. ’

Emaniko definizica hobeki ulertzeko, adibide berezi batetik abiatuko gara. Hain
justu, 13.1. irudian adierazi den modura, bi xaftu paralelo lau ditugu: 1 delakoa geldi dago
eta 2 xaflaren gainean F indarrak eragiten du, xaflaren norabidean, Xafla bien artean
substantzia bat dago. Xaflak nahiko luze eta zabalak dira bien arteko distantziarekin
konparatuz, hegaletako efektuak arbuiatu ahal izateke moduan.

F indarrak ebakidura-tentsioa sortzen du xaflen arteko substantzian. Xaflen azalera RY
baldin bada, ebakidura-tentsio horren balioa F/S izango da.
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13.1. irudia. Eikarrekiko higi daitezkeen bi xafia lauren artean fluidoa dago.
Eskuinaldean, y-ren arahera fluidoaren pantikuick duten abiadura adierazi da.

F indarra nahi bezain txikia izanik, indar horrek goiko xafla abiadura konstantez higi-
arazlen badu, xaflen arteko substantzia fluidoa dela esaten da. Hauxe da. beraz, fluido
kontzeptuaren definizioa. [zatez, F indarrarer cta fluidoaren barne-marruskaduraren arteko
orekara iristen delako lortzen da abiadura konstantea (horretaz, gogora gaitezen 3. gaian
azterturiko muga-abiaduraz},

Fluidoen sailkapenera pasatu aurretik, praktikan, zenbait fluidok muga batzucn
barnean nahiko ongi betetzen duten lege bat aipatuko dugu. Aurrcko irudian abed prismak
fluido-clementu bat adierazten du £ = 0 aldiunean, hau da. deformatu gabe kontsideratzen
denean. Indarraren eraginez, dt aldivnezn elementu horrek ¢'b'c’d’ forma du gutxi
gorabehera. Deformazio horrek agertzen digunez, ¥ koordenatuaren arabera partikulen
abiadura linealki hazten da, b puntusk v abiadura izanik (goiko xaflurena) cla a puntua
geldi egonik {beheko xafla bezala).

Esperimentuetan ikus daitekeenez, ondoko erlazioz betetzen da aipaturiko magnitu-
deen artean:

F Y
L4 a3-1
s 4%

non y delakoa konstantea den. Adierazpen honetan ikus daitekeenez. proportzionaltasun
zuzena dago chakidura-tentsioaren (F/S) eta fluidoaren deformazioarcn abiadura angelua-
rraren artean,

Fluidoen portacra definitzen eta zehazten duen lege hori erraz orokor daiteke edozein
fluidoren puntu baterako. Horl egiteko, fluido-clementu diferentziala hartu behar da puntu
horren inguruan. Bertan, ebakidura-tentsioa 7 bada eta deformazioaren abiadura angeluarra
dwdy bada, hauxe da legea:

dv
T=t—. 13-2
L dv { }

Lege honi Newion-en biskositatearen legeq deritze cta p konstanteari, biskosiite-
-koefizientea. Lege hau betetzen duten ala ez kontuan edukiz, substantzien sailkapena cgin
dezakegu. Hain zuzen ere, horixe da hurrengo irudian adierazi dena.
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dv i
dy

fluido ideala

muga-tentsioa

13.2. irudia. Material desberdinen portaera, Newton-en legearekin konparatue.

[rudi honetan ebakidura-tentsioaren eta deformazioaren abiadura angeluarraren
arteko criazioa ageri da grafikoki. Dakusagunez, hiru eratako fluidoak aipatzen dira:

- Fluide newtondarrak. Havek zchazki betetzen dute Newton-en legea. Biskositate-
-koefizientea konstantea da, hots, koefiziente horrek ez du cbakidura-tentsio-

arekiko menpekotasunik.

— Fluido idealak. Berez, fluido newtondarren kasu bereziak dira; fluido idealen bis-
kositate-koefizientea nulua da: i = 0. Hau da, barne-marruskadurarik gabekoak
dira.

- Fluido ez-newtondarrak. Hauen kasvan ez dago erlazio lineaiik 7 eta du/dy
direlakoen artean.

Horiez gain, plastikoen jokabidea ere adierazi da trudian. [kus daitekecnez, muga-
-tentsiotik gora fluidoen antzera jokatzen dute. Bestalde, substantzia tixotropikoak oso be-
reziak dira, eta berauen kasuan, biskositateak aurreko deformazio angeluarraren menpe-
kotasuna du {inprimatzcko tintak era honetakoak ohi dira).

Biskositatearen arabera emaniko definizioaz gain, bestelako sailkapenik ere egin
daiteke fluidoen artean. Arruntena, konprimagarritasunaren araberakoa da. Labur esanda,
alde batetik {ikidoak ditugu, ia-ia konprimaezinak, eta bestetik gasak, presicarekin
dentsilatea nabarmenki aldatzen dutenak. Arrunki, likidoek berezko bolumena dutela esan
ohi da, eta gasck dauden ontziaren bolumena hartzen dutela.

Deny den, aurreko sailkapenera itzuliz, oro har, gas arruntak eta lar lodiak ez diren
likidoak fluido newtondartzat har daitezke lehenengo hurbilketan. Ostera, likido lodiak eta
puntu kritikoaren inguruko egocran dauden gasak ez-newtondartzat hartu behar izaten dira.

Aral honi amaiera emateko, inleresgarri gerta daitcke, lehengo bi xaflen kasuan mota
desberdinetako substantziekin zer gertatzen den ikustea:



266 . fisika Crokorra

— Fluidoen kasuan, goike xafla abiadura konstantez higiarazteko, nahikoa da etenga-
beke indar infinitesimala egitca.

— Tartean plastikoa ipiniz gero. eta beran xaflei itsatsirik egonik, goiko xafla mugi-
korra ez litzateke higituko muga-tentsiora heldu arte, eta hortik gainerako indar-
-gehikuntzek fluidoen kasuan bezalako eragina edukiko lukete, abiadura konstan-
tca sortuz.

- Solido elastikoen kasuan (xaflei itsatsirik egorik) deformazioak muga bat du, eta
gero, sisterna geld: geratzen da orekan. Deformazioaren eta tentsioaren ariean
proportzionaltasuna dago, aurreko gaian ikusi dugunez.

— Xaflen artean hutsa balego {xaflak bata bestetik bereizirik mantenduz), goiko xafla
ez litzateke abladura konstantez higituko, azelerazio konstantez baizik.

- Xatlen artean solido ez-itsatsia badago, solidoen ancko marruskadura agérizen da,
eta gotko xafla abiadura konstantez higiarazteko, indar finitua (ez-infinitesimala}
behar da.

13.2. BISKOSITATEA

Biskositatea fluidoen ezaugarria da. Beraren kausaz. fluidoek erresistentzia oposatzen diete
ebakidura-tenisioei. Izan ere, biskositate izencko magnitudea aurreko puntuan aipaturiko
Newton-en legean ageri da, ebakidura-tentsica eta beronen kausaz sortzen den deformazio
angeluarraren abiadura erlazionatuz:

r=p® 3-3
i 5 {13-3)
Biskositate-koefizientea fluido-mota bakoitzaren czaugarria da. Zenbait kasutan oso
handia da, alkitranaren kasuan adibidez; likido arrustetan askoz txikiagoa da (uretan
adibidez}, eta gasetan (airean, nitrogenocan...) guztiz arbuiagarria, aurrekoekin konparatuz.
Esperimentalki tkusi dencz, muga batzuen barnean, fluidoen biskositate-koefizienteak ez
du ia presioaren menpekotasunik; baina, ostera, tenperaturaren menpekotasuna du.

Bi dira, batez ere, fluidoen biskositatearen kausak: molekulen arteko kohesio-inda-
rak eta molekulen artean gertatzen den momentu lincalaren transferentzia. Azken kausa
hau, solidoetan ez bezala, floidoen ezaugarria da, zeren, dakigunez, fluidoaren barneko
plano finke bat harturik, alde batetik besterako molekulen transferentzia gertatzen baita
etengabe.

Molekulen transferentziak ebakidura-tentsioan duen efekiua ulertzeko, Streeter
liburutik hartutako adibide bat jartiko dugu. Demagun b baged ditugula bi trenbide parale-
lotan, alboko 13.3. irudian adierazi denez. Bagoick belakiak dituzte ura gordetzeko, eta
gainera ponpa batzuk ura beste bagoira perpendikalarki jaurtitzcko. Ponpak etengabe fun-
tzionatzen ari dira, modu berean bagoi bietan: horrela, bagoi bakoitzaren masak (hots, ur-
-kantitateak) konstante dirau denbora guztian.
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13.3. irudia. Molekulen transferentziaren kausaz sortzen den biskositate-
-efekiua azalizeko eredua.

Demagun A bagoia eskutnerantz higitzen ari dela hasierako aldiunean, eta B bagoia
geldi dagoela. Bigarren bagoi honi heltzen zaion uraren momentu linealak x norabidean
osagai ez-nuiua duenez, B bagoia higitzen hasike da poliki; eta, alderantziz, A bagoia
balaztatzen. Momentu linealaren transferentzia gertatzen ari da eta ebakidura-tentsio birtual
baten funtziog betetzen arl da. Modu berean, fluidoaren bamean plano finko bat kontsi-
deraturik, antzeko efekiua gertatzen da moelekulen transferentziari dagekionez, eta horrek
zerikusia du biskositate-koefizientearekin.

Biskositatearen kausa nagusiak zein diren aipatu onderen, ikus dezagun tenperatura-
ren arabera nola aldatzen den, fluido-mota desberdinen kasuan. Hain zuzen, esperimentatki
neurtu denez, likidoen biskositatea txikiagotu egiten da tenperatura goratzean. Gasena,
ostera, handiagotu. Zer dela eta portaera desberdin horiek?

Likidoetan, kohesio-indarrek askoz ere eragin handiagoa dute biskositatean, momen-
tu linealaren transferentziak baino. Tenperatura goratzean, bibrazio-maila handiagos denez,
kohesioa txikiagotu egiten da; momentu linealaren transferentzia, berriz, handiagotu.
Erlatiboki lehenengoak garrantzi handiagoa duenez, biskositatea txikiagotu egiten da.

Gasetan, ostera, alderantziz geriatzen da. Hauetan momentu lincalaren transferentzia
eduki behar da nagusiki kontuan; horregatik, biskositatea handitu egiten da tenperatura-
rekin.

Esandakoa osatzeko, biskositate kontzeptuari buruzko ohar bat egin behar dugu. Oro
har, fluidoen dinamikan erabili behar den kontzeptua da. Estatikaren kasuan deformazio
angeluarraten abiadura nulua denez, hots, fluido-geruzen arteko higidurarik ez dagoenez,
duldy = ( da, eta ondorioz ez da ez ebakidura-tentsiorik, ezta biskositatearik ere, kontsi-
deratu behar.

13.2.1. Biskositatearen unitateak

Azter dezagun, lehenik, biskositate-koefizientearen dimentsioak zein diren. (13-3)
adierazpenetik z-ren dimentsio-ekuazioa lor dezakegu:

[p]:\:dvjdy]zML_‘T". (13 -4)
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Preseski, cgs sisteman, biskositatearen unitateari poise deritzo (P laburduraz eman
ohi da). I. L. M. Poiseuille (1799-1869) mediku eta filosofo frantziarraren ohoretan ipini-
tako izcng berau, eta honela adieraz daiteke oinarrizko unitateen bidez:

ipoise=ldina-s ecom?=1g-cm)- s, (13 -5}

Polse unitatea handi xamarra denez. oso erabilia da zenfipoise izeneko unitatea:
1 zentipoise = I ¢P = 107 P, Hain zuzen, urak 20° C-ko tenperaturan 1,0 zentipoiseko
biskositate-koefizientea du.

MKS sisteman biskositale-unitatearl poiseuiile deritzo (P1),
IPl=lkg m's!=N-'s-m?, {13-6)
eta erraz cgiazia daltekecnez,
1PI=10P. (13-73

Bestalde, u koefizientea biskositate absolutua edo biskositate dinamikoa 1zenaz ere
ezaguna da. Horretaz, 13.1. taulun biskositate dinamikoaren zenbait balio adierazi dira,
batta tenperaturarckiko aldaketa ere.

13.1. taula
Biskositate-koefizienteak (1)

Tenperatura Errizino-olioa Ura Airea
{°C) {poise) {zcntipoise) {mikropoise)

0 53 1,792 171

20 9.86 1,005 181

48 2.31 0,656 160

60 0,80 (0,469 200

80 0,30 (1.357 209

100 0.17 0,284 218

13.2,2. Biskositate zinematikoa

Zenbait kasutan beste koefiziente bat erabiltzen da, ondoko eran definiturikoa hain
ZUZen:

v=H (13 - 8)
o

v delako honi biskositate zinematikoa deritzo ela biskositate dinamikoa dentsitatear. zatituz
lortzen da. Preseski, cgs sisteman biskositate zinematikoaren unitateart stokes deritzo (St}

[v]:[%}:ﬁr'h (13-9)

1 St=1cm?-si, (13- 1h
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Hemen sakonki aztertuko ez badugu ere, diogun ezen biskositate zinematikoak paper
garrantzitsua jokatzen duela fluidoen garraioaren azterketan, karga-galera deritzona kalku-
latzean (ikus 1[3.9. atala). Azken batez, garraiatzen den fluidoaren masa-unitateko galera
adierazten da beraren bidez, eta hori oso kontuan hartzekoa da fluidoen banaketarako
hodien diseinuan.

II. FLUIDOEN ESTATIKA

13.3. PRESIO HIDROSTATIKOA. HIDROSTATIKAREN FUNTSEZKO EKUAZIOA

Fluidoen Estatikaren azterketan abiatzeko, kontzeptu berezi bat definitu behar dugu lehenik
eta behin: presio hidrostatikoa, edo laburrago esanik, presioa.

Gainazal lau batean eragiten duen batez besteko presioa gainazal horren gainean per-
pendikularki eragiten duen indarra beraren azaleraren balioaz zatituz lortzen da, Beraz:
F
=, (13-10)
’ hY
Zatiketa hori limitera eramanik, § azalera gero eta txikiagoa eginez, puntu bateko norabide
batean (azaleraren perpendikularraren norabidean) dagoen presioa definitu ohi da. Segidan
ikusiko dugunee, geldirik dagoen fluido ideal batean puntu bateko presioa kontsideratzean,
presiozk balio berberz du norabide guztietan.

Hurrengo azalpena errazicko, bi dimentsiotan aztertuko dugu problema, baina azalpe-
na erraz. orokor daiteke hiru dimentsiotako kasurake. Demagun ziri formako fluido-ele-
mentu prismatiko bat (altuera unitatekoa), geldirik dagoen fluide batean (13.4. irudia). Ez
dago, beraz, ebakidura-tentsiorik, bestela desplazamenduak egongo bailirateke, Indarrak
(presiocak alegia) gainazalen norabide perpendikularrean eragiten ari dira seilik.

yi - - — 0 =
di pdl
p.dy —=
/8 i’
0 * x
1 T prdx
2

13.4. irndia. Oreka estatitkoan dagoen fluidoaren clementu prismatikoan
eragiten ari diren indarrak.
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Irudian, elementu diferentzial horretan eragiten ari diren indarrak adierazi dira, non
7. 1 dyaurpegiko batez hesteko presioa,
p. 1 dxavrpegiko batez besteko presioa,
P 1 - dlaurpegiko bater besteko presioa,
¥  pisuespezifikoa (batez besteko balioa)}
diren (irudiko plancaren vorabide perpendikularrean prismak duen altuera 1 balickoa dela
kontsideratuko dugu). Hortaz, x eta y norabideetako oreka-ekuuzioak hauexek dira:
pdy—pdising =90, (13-12)

p.dx - pdlcos® - ’d;d-" =0, (13- 13)

non, geometrikoki ikus daitekeenez,

sin@ di = dy, {13-14)
cos@dl = dx {13-1%
diren. Beraz, aurreko ekuazioak ondoko eran adieraziko ditugu:
" pdv-pay=0, (13-16)
podx - pdi -y EY =g (13-17)

Bigarren ordenako diferentzialak arbuiatuz, limitean, O puntuan norabide guziietan dagoen
presica berbera dela ikus daiteke, hots,

Po= =Py (13- 18)

Py
14

Py

e |

X 2,

13.5. irudia. Qinarrizko tetrgedroa hirg dimentsiotan.

Arazo hau hirv dimentsiotan frogatu nahi bagenu, 13.5. irudikoe elementua {tetrae-
droa) aztertuko genuke eta emaitza berbera lortuko genuke (irakuarleak ariketa modura
froga dezake hori}.
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Puntu bateke norabide desberdinetan dagoen presioa berbera dela ikusi ondoren,
goazen orain puntutik puntura dagoen presio-aldaketa aztertzera. Lehen pauso batean.
herizental bereko puntuetan presio berbera dagoela ikusike dugu.

vis T

A B

13.6. irudia. Altera diferentzialeko prisman, norabide horizomtalean cragiten
ari diren presio-indarrak.

Demagun [3.6. irudian ageri den fleido-elementu prismatikoaren oreka aztertzen ari
garela. Bertan, x ardatzaren norabidean eragiten duten indar bakarrak p.dS eta —p,dS dira.
Argi tkus daitekeenez, fluidoa orekan dagoenez,

padS—-pgdS=0 = p,=ps (13~ 19)

13.7. irudia. Altuera berean dauden A eta B puntuetan presio berdina dago.

Emaitza hori erraz orckor daiteke horizontal bereko puntu guztietara, eta, horrela,
alboko 13.7. irudian, presio bérbera dago A eta B puntuelan, A eta B puntnak fluidoaren
barneko lerro horizontal batez lot baitaitezke.

Eman dezagun orain bigarren pausoa, bertikalaren norabidean dagoen presio-aldaketa
ikusteko. Demagun 13.8. irudiko prisma bertikala. Beraren oinarriaren azalerak S balio du,
eta altuera infinitesimala du, dy. Alboko irudian, orekan, y norabidean eragiten ari diren
indarrak adierazi dira. Orekan daudenez, erresnltanteak nulua izan beharko du,

pS—{p+dp)§— 1Sdv=1, (13-20)
hots,

dp = —ply. {13-201)
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{p+dp)S
dy 7 A ¥Sdy
TpS

X

13.8. irudia. Aliuera diferentzialeko prisman norabide bertikalean cragiten arni
diren wndarrak.

Ekuazic diferentzial hori Hidrostatikaren funisezko ekuazioa da. Bertan, presioaren
aldakuntza altuerarcn aldakuntzarekin erlazionatu da. Pixka bat aztertuz ikus dezakegunez,
presicaren aldaketa fluido-elementuaren pisuaren ondorio zuzena da.

Aurreko ekvazio diferentziala guztiz orokorra da eta [luido konprimagarri zein
konprimaezinen kasurako balio du. Dena den, fluido konprimaezinen kasuan erraz integra
daiteke ekuazio hori, zeren, ¥= kiea eginez, hauxe baitugu:

jdp=—}’de, (13- 22
p=-p+K. (13-23)

non K konstantea y koordenatuaren jatorriaren aukeraren araberakoa den.

Puntu honi bukaera emateko. ohar batzuk egingo ditugu:

e« B

13.9. irudia. A puntutik 8 puntura pasatzean dagoen presicarcn gehikuntza
alwera-desberdintusunaren proporizionala da.

1. Batzuetan ohitura dago, presioaren gehikuntza sakoneraren arabera emateko. Hots, f
koordenatua gainazaletik beherantz neurtzen da. Kasu horretan era honetara kalkulatzen
da A puntutik B puntura (13.9. frudia) dagoen gainpresioa:
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Pe—Ps=0p=1h (13-24)

2. Fluidoen Estatika erlatiboa aztertzean, azeleraziorik badago, inertzia-indarrak ere hartn
behar dira kontuan, eta grabitate ‘eraginkorrak’ (irudietako g' delakoak) ez du bertika-
laren norabidea; ezta kanpoko gainazalak horizontalarena ere, g' delakoaren perpendi-
kularrarena baizik; eta hori gainazalaren puntu bakoitzean gertatzen da.

Hain zuzen, [3.10. eta 13.11. irudietan horrelako bi adibide adierazi dira. Lehenean,
fluido biskatsua biraka jarri da ontzi batean  abiadura angeluarraz. Biraka ari den
sistema ez-inertzialean fluidoa orekan dago. Indar zentrifugoaren eraginez, gainazalak
paraboloide baten forma hartzen du. Bigarrenean, ontziak azelerazic konstantea jasaten
du eta sistema ez-inertzial horretako oreka erlatiboan gainazal laua da, baina aldatsare-
kin; hots, ez da horizontala.

13.10. irudia. Ontzia biraka ari deiarik. fluidoaren gaineko gainazalak
paraboloide-citea du.

i) ]
e g )

13.11. irudia. Ontzia azeleraturik egotean, beraren sistemako grabitate
eraginkorra e da bertikalaren norabidekoa.

3. Zer esanik ez, hemen ez ditugu gainazal-tentsiozko problemak kontsideratu, fluidoaren
barneko arazoak baizik. Gainazal-tentsiozkoak hurrengo gaian aztertuko ditngu.

4. Pascal-en printzipica ere gehi daiteke, likido guztiz konprimaezinen kasnan edozein
puntutan eginiko presio-aldaketa likidoko beste puntu guztietara hedatzen dela esanez.
Dena den, arazo hau uhin mekanikoen hedapenean aztertuko da zehatzago, uhinen
hedapen-abiadura kontuan hartuz.
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13.4. FLOTAZIOAREN ARAZOA

Flotazioaren funtsa ulertzeko, Hidrostatikaren ekuazioan cinarrituko gara; bestalde, kalku-
luak eta azalpenak errazteko, fluido konprimaezinen kasoa aztertuko dugu.

[ — —

pds
—1
A YhdS
1.

ds

P x
13.12. irudia. Fluidowren barneko prisman, norabide berikalean cragilen ari
direr indarrak.

Demagun flaidoaren barneko prisma bertikal bat, zewnaren omnarriaren azalera JS den.
Horri dagokionez, 13.12. rudian y norabidean prisma horren gainecan cragiten ari diren
indarrak adierazi dira. Fluidoa konprimaezina denez. prismaren pisua pdS da. Orekan.

13, dS — YhdS + p.dS =10, (13 -25)
(4, — p)dS = WidS, (13 -26)

hau da. | eta 2 puntuen arteko presio-desberdintasuna azalera-unitateko prismaren pisua
da:

p2—p = (13-27)
Izatez, ondorio hau zuzenki lor dezakegu Hidrostatikaren funtsezko ekuazioa aplikatuz ere.

Dena den, presio-aldaketa nolakos den ikusi ondoren, kontsidera dezagun orain
fluidoaren barnean jarri den solido bat, eta tkus dezagun nolakoak diren solido horretan
cragiten duten indarrak.

Demagun solidoaren prisma bertikal bat, cta azter ditzagun bertan eragiten duten
indarren osagai bertikalak, prismaren sekzio zuzena 45 izanik (13.13. irudia).

— Beheranzkeo indarra, solidoaren pisuaren kausaz: yhdS.
- Goranzko indarra, presio-desberdintasunaren kausaz:

(p, ~ p)dS = yhdS. (13- 28)
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13.13. irudia. Sciidoaren prisma bertikalean eragiten ari diren kanpo-indarrak,

Hemen ¥ eta ¥ fluidoaren eta solidoaren pisu espezifikoak dira. Dakusagunez, 3> %
bada, solidoak gorantz egingo du eta flotatu egingo du. Ostera, % < % bada, hondora joango
da.

Prisma diferentzial horrekin egin duguna solidoa osatzen duten prisma guztiekin
eginez, erraz lor daiteke Arkimedes-en printzipioa: «Fluido baten barnean dagoen soli-
doak goranzko indar edo bultzada bat jasaten du, eta bultzada horrek solidoak desplaza-
turiko fluidoaren pisuaren balioa du». Bultzadaren aplikazio-zentroa, fluido desplazatua-
ren grabitate-zentroan jarri behar da.

Aipaturiko zehaztasun honen ondorioz, uretan dauden gorputzen orekari buruzko
zenbait iruzkin egin ditzakegu. Esan dugunez, gorpuiz solido homogeneo tat urpean
sartzean bultzadaren zentroa {(BZ) eta solidoaren grabitate-zentroa (GZ) puntu berean daude
{13.14.a irudia), Ostera, solidoa homogeneoa ez bada, bultzadaren eta pisuaien arteko
momentua azaltzen da, gorputza jarrera berezian jartzeko joera agertuz, 13.14.b irudian
adierazi denez.

a b

13.14. irndia, Bultzada-zentroaren ela grabitate-ventroaren posizioak. 2) Solido
homogeneoa. b) Solido ez-homogeneoa.

Dena dela, aurreke irudietan uretan erabat murgildurik dauden gorputzen kasuak
atpatu ditugun arren, interesgarriagoak gerta daitezke praktikan, uraren gazinazalean
flotatzen ari diren itsasontzien arazoak. Kasu horretan, oreka egonkorra izan dadin, nahikoa
da itsasontziaren grabitate-zentroa bultzada-zentroa baino beherago eta bertikal berean

&
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cgotea. [zan ere, grabitate-zentroa zenbat eta beherago egon., hobe; horregatik belaontzien
kasuan berunez lastratzen da behealdea, grabitate-zentroa beheratzeko (ikus 13.15.a
irudia). Hala ere, baldintza hori ez da beharrezkoa eta gehienetan ez da horrela izaten: zer
esanik ez, horretan garrantzi handia du itsasontziaren formak.

GZ
2/iBLf=—=| |=== BZ/——=

a b

13,15, irudia. Iisasontzien kasu desberdinetako grabitate-zentroaren cta bui-
tzada-zentroaren posizicak.

Azter dezagun 13.15.b eta ¢ irudietan ageri den kasua. Grabitate-zentroa gorago dago
bultzada-zentroa baino. Itsasontzia okertzean, grabitate-zentroa toki berean geratzen da,
baina bultzada-zentroa beste puntu batera pasatzen da. itsasontziaren formaren kausaz,
urpeko bolumena berbera izan arren. Baina BZren bertikalak itsasontziaren ‘ardatza’ GZ
puntua baino gorago ebakitzen badu (M puntuan hain zuzen), itsasontzia zutitzera daraman
indar-momentua sortuko da, itsasontziari egonkortasuna emanik. M puntu horrt metazentroa
deritzo eta 0so ondo aztertu beharrekoa da, itsasontziak diseinatzerakoan.

ITI. FLUIDOEN DINAMIKA

13.5, FLUXU-MOTAK

Fluidoen Estatikatik Dinamikara pasatzeko, fluidoen higiduren sailkapen bat egingo dugu
lehenik eta behin. Oro har, fluidoa higitzen ari denean, fluidoaren korrontea edo fluxua
dagoela esaten da. nahiz eta fluxu hitza sekzio batean zehar denbora-unitalean pasatzen den
fluido-kantitatea adierazteko ere erabili. Sailkapenean ikusiko denez, fluidoen higidura-
-motak adierazteko, oso irizpide desberdinak erabilizen dira, cia irizpide bakoitzaren
arabera sailkatze-modu bat ageri da.

A. Biskositatearen eragina kontoan edukirik

ALl Fluxu turbulentua. Fluidoaren partikulek oso ibilbide irregularrak dituzte, erabat
zurrunbilotsuak. Ebakidura-tentsio handiak sortzen dira. Ezin daiteke zuzenki
erabil Newton-en biskositate-legea. Energia zinetikoarea galera handia dagoe
(gutxi gorabehera, abiaduraren karratuaren proportzionala).

A.2. Fluxu laminarra. Partikulen higidura lamina edo xafla antzeko batzuetan
gertatzen da. eta lamina bakoitza albokoekiko labaintzen da. Newton-en legea
betetzen da. [3.16. irudian sekzio batcko lamineiako abiaduren banaketa
adierazi da.
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v

13.16. irudia. Fluxu laminarrean dagoen flvidoaren abiaduren banaketa.

B. Marruskadura eta konprimagarritasunaren arabera

B.1. Fluxu ideala. Marruskadurarik ez duena eta denbora berean konprimaezina
dena. Marruskadurank ez duenez, biskositate-koefizientea nulua da.

B.2. Fluxu erreafa. Fluxu idealaren baldintzak betetzen ez dituena.

€. Tenperatura eta beroarekiko portaeraren arabera

C.1. Fluxu isotermoa. Kasu honetan ez dago tenperaturaren aldaketarik,

C.2. Fluxu adiabatikoa. Fluidora ez da berornk sartzen eta ez bertatik ateratzen ere.
Fluxu adiabatiko itzulgarriari (hau da, marruskadurarik gabeari} isoentropikoa
deritzo.

D. Denborarekiko aldakuntza konfuan edukiz

D.1. Fluxu iraunkorra. Espazioko puntu konkretu batean fluidoaren propietateak eta
higidura bera erc denbora osoan berberak direnean, fluxua iraunkorra dela esan
ohi da. Horrelakoetan, p dentsitatea, p presioa, T tenperatura eta v fluidoaren
abiadura izanik, edozein puntutan,

P _g

8p=0 aT 0 ov
ot

2 , — =0, 13-29
ot at ot ( )

+

D.2, Fluxy ez-iraunkorra edo denborarekiko aldakorra. Aurreko baldintzak betetzen
ez direnean, hots, puntu berean denborarekin p, p, T edota v aldatuz doazenean.

E. Espazicarekiko aldakuntzaren arabera

E.l. Fluxu uniformea. Espazioko puntu guztietan abiadura berbera, hots,

v av av
'a—x—-ﬁ, —8;—0, a—z—ﬁ (13-30)

E.2, Fluxu ez-uniformeq. Abiadura desberdina puntu desberdinetan. Zer esanik ez,
fluxug ez-uniformea izan arren, iraunkorry 1Zan datteke (13.17. irudia).
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13.17. irndia. a) Fluxe aniformes. B) Fluxo ez-aniformea.

Fluxuen sailkapenarekin bukatzeko, oso praktiko gertatuko zaizkigun bi definizio
emango ditugn. Fluxu laminarraren kasurako emanak izango dira, eta gero Disamika osoan
erabiltzek.ak.

Kor-onte-lerroa. Puntu goztietan abiaduraren norabidearen ukitzailea da {13.18.a).
Erregimer. iraunkorrcan partikula batek egiten duen bidea adierazten du. Fluxu laminarrean
korronte-lerroek ez dute ¢lkar ebakitzen, erregimena iraunkorra bada,

Agei denez, honela definituriko korronte-lerroak fluidoaren partikulen abiadurek
osaturike cremu bektortataren (abiadura-eremua deiturikoaren) eremu-lerroak dira, preseski
{ikus A eranskina).

B .

a b

13.18. irudia. a) Komonie-lerroak ahaduraren novabidearen uhitzaileak edo
tangenteak dira puntu guztietan. by Korronte-hodia.

Korronte-hodia. Kurba itxi batetik {A) pasaizen diren korronte-lerro gurztick,
korronte-liodi bat osatzen dute {13.18,b irudia). Fluxua iraunkorra dencan, korronte-hodiak
finkoak dira eta horietan ez da fluidorik sarizen ez irteten,

13.6. REYNOLDS-EN ZENBAKIA

Biskositatea kontuan edukirik fluidoaren higiduraren ekuazioak aztertzean, ose ekuazio-
-sistema korapilatsna lortzen da. Hain zuzen ere, deribatu partzialak dituzten ekuazio dife-
rentzial batzuk lortzen dira, Navier-Stokes-en ekuazinak izenaz ezagunak direnak; eta
ekuazic horien soluzica aztertzea oso gauza zatla da {ikus Mekanika eta Uhinak liburus,
UEU, 1992).

Zailiasun hori gainditzeko asmoz, fluidoen fenomeno mekanikoak aztertzeko geratzen
den bide praktikoena, antzeko ereduen azterketa esperimentala egitea da. Beste eskala
batean (txikiagoa gehienetan)} sistemaren modelo edo eredu bat prestatzen da, eta gero
analogiaz, orckortu egiten dira ondorioak. Eredu-teoriaren barnean gaude, beraz, Eredu-
-teorian, bi fluido dinamikoki antzekoak izan daitezen, ondoko baldintzak bete behar dira:
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a) Sistemek edo muntatek geometrikoki antzekoak izan behar dute.

b} Korrome~lc_rroek ere antzekoak izan behar dute,

Baldiniza horiek betetzen dituzten modelo desberdinen arteko erlazioak zenhaki adimen-
tsional batzuen bidez adierazten dira. Horrela, esperimentuetan modeloen bidez lorturiko
datuak erabiliz, sistema errealean lorfuko diren emaitzak kalkula daitezke.

Parametro edo zenbaki adimentsional horietariko bat Reynolds-en zenbakia da. Beste
gauza batzuen artean, zenbaki horren laguntzaz fluxu laminarraren eta fluxu turbulen-
tuaren arteko mugak ezagut daitezkeela azpimarratu behar da. Guk adibide gisa aipatuko
dugu hemen, nahiz eta beste era askotako zenbaki praktikoagoak ere erabiltzen diren.

Fluxu konkretu baten kasuan, honelaxe defini daiteke Reynolds-en zenbakia:

v/
R= ___p’ (13-31)
u
non v : fluxuaren abiadura berezi bat,
! : Tnzera berezia,
p + fluidoaren dentsitatea eta
it : fluidoaren biskositate-koefizientea diren.
Ermraz froga daitekeenez, magnitude adimentsionala da, hots,
[R)=DM°T°. (13-32)

Zenbaki honen azterketarako, 13.19. irudian adierazi den esperimentua egin zuen
Reynolds-ek.

13.19. irudia. Reynrelds-en muntaia. Biltegi handian ura dago eta biltegi
txikitik tindakaria askatzen da.

Muntaian ikus daitekeenez, uraren hodiaren barrutik tindakari-haria sorrarazten da.
Fluxu Iaminar iraunkorrean, hari edo txorro fin hori ez da apurtzen eta zuzen bat ageri da
hodi garden horizontalean, urarekin nahastu gube. Ostera, erregimena turbulentu bihur-
tzean, txorroa apurtu egiten da eta tindakaria laster nahasten da urarekin.
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Reynolds-ek abiadura berezitzat batez besicko abiadura {V) hartu zuen eta luzera
berezitzat hodiaren diametroa (D), bere zenbaki adimentsionata honelaxe defimiturik:

Vbp
I

R= {13 -33)

Baldintza horietan, beirazko hodietan bibrazioak ekiditeko oso neurketa arduratsuak
egincz, R < 12000 mugaraino fluxu laminarra egon zitekeela frogatu zuen. Gaur egun
tresna modernoekin eta perturbazioak ckidinez, R < 40000 mugaraino ere altxatu da fluxu
laminarraren Reynolds-cn zenbakia. Hortik gora fluxua beti da turbulentua. Horregatik,
zenbaki hori fluxu laminarraren goiko zenbaki kritikotzat hartzen da.

Dena den, bodi arruntetan askoz ere akats eta perlurbazio gehiago daudener, askoz
lehenago hasten da turbulentzia, eta mugake Reynolds-en zenbakiak 2000 + 4000 balio du:
eta, horregatik, beheko zenbaki kritikotzat R = 2006 hartzen da. Hortik behergko zenbakien
kasuan, fluxua laminarra da.

13.7. JARRAITUTASUNAREN EKUAZIOA

Gaurak gehiegirik ez korapilatzeko, fluxu laminar iraunkorra aztertuke dugu. Demagun,
ba. korronte-hodi bat eta bertan §, eta 5, sekzio normalak (kalkuluak errazteko hartuko
ditagu sekzio normalak}.

13.20. frudia. Fluxe laminar cta iraunkorrean dagoen fluidoaren korronte-
-hodia mfinitesimala.

Kontsidera dezagun barneko korronic-hodi infinitesimal bat (13.20. irudia). Fluxua
iraunkorra bada, 4S5, sckziotik denbora-unitatean sartzen den masa eta denbora-unitate
berean d$, sekziotik irteten dena berdinak dira. Matematikoki idatzirik,

20,45, = pithdSs. (13 -34
non 2 eta g, sekzio bakoitzeko dentsitateak diren eta v, eta v, abiadurak.

Idatzitake ckuaziva jarraitutasunaren ckuazio diferentziala da, fluxu laminar eta
irannkorraren kasuan. Izatez, masaren Xontserbazioaren printzipicaren ondorio zuzena da,
Bestalde. korronte-hodi osorako integratuz,

[pwids, =Ip2u3ds:,. (13-35)
5 .s',
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Ekuazic honetako atalek kaudal masikoa izeneko magnitudea definitzen dute, Fisi-
karen arloan sarri erabiltzen den kontzeptua berau. Oro har, § sekzioan zeharreko kaudal
mastkoa {() honelaxe definitu ohi da:

Q=va‘dS, (13-36)

non ¢S delakoa sekzioaren gainazal-elementu diferentzialari dagokion bektorea den. Hots,
kaudal masikoa pv eremu bektorialaren fluxua da {ikus A eranskina). Fluxu laminar
iraunkorraren kasuan, jarraitutasunaren ekuazioa kaudalaren kontserbazioaren ekuazioa da.
Horrez gain fluidoa konprimaezina bada, orduan p, = p, = g denez, hauxe dugu:

5

'[v,dS, = _L:uzdsz. (13- 37)

Adierazpen honetan kaudal bolumetrikoa eman da. Batez bestcko abiaduren funtzioan
jarriz,

V.S, = V.S, {13 -38)
non ¥, eta V, direlakozk fluidoak §, eta §, sekzioetan dituen batez besteko abiadurak diren,

hurrenez hurren. Bukatzeko, ohar gisa diogun ezen kaudal hitza fluxu hitzaren sinonimo-
tzat hartzen dela sarri.

13.8. HIGIDURAREN ERUAZIOA KORRONTE-LERR(O BATEAN.
BERNOUILLI-REN EKUAZIOA. ENERGIAREN EKUAZIOA

Puntu honetan ere, kalkuluzk errazteko, fluxua laminarra eta iraunkorra dela kontsideratuko
dugu eta, halaber, marruskadurarik ez dagoela (fluido ideala). Korronte-lerro bat harturik
{13.21. trudia}, Mekanikako Newton-en bigarren legea (F = ma alegia) aplikatuko dugu.

»
%&/:_.__ A

13.21, irudia, Korronte-lerroko prisma diferenizialaren gaineko indareak,

Demagun I korronte-lerrea dugula eta kontsidera dezagun bertan fluidozko prisma
diferentzial bat (beronen oinarria &5 da, eta altuera, 4f). Korronte-lerroaren tangentearen
norabidean Newiton-en legea erabiliz eta bigarren ordenako infinitesimoak arbuiatuz,
ekuazio hau lortuko dugu:

PdS—(p + %fﬂ)cﬁ —iSdicos8 = Zar'de!\cz,; - (13-39)
g



282 Fisika Qrokorra

hemen p @ presioa,
¥ @ pisuespezifikoa eta
«, ; Inorabide tangentzialean azelerazioak duen osagaia izanik.

Kasu honetan ez dugu ebakidura-tentsiorik kontsideratu zeren, fluido ideala hartuz, barne-
-marruskadurarik ez dagoela esan baitugu, alegia, biskositaterik ez dagoela.

Eragiketak eginez, bauxe lor dezakegu:

d,
?’; dSdl + wiSdi cos 0 + L dSdla, =0, (13 - 40)
g
eta wiSd! delakoaz sinplifikaturik,
1 dp a
——+cos@+-L=0. -
Y dl cos P (13-410)

Hemen ondoko aldaketak egin ditzakegu,

cosf = ﬁ,
dt (13 -42
dv dv dl du
ag=—]=——=V—.
dr di dr dl
Horrelatan, azkenean havxe dugu:
ldp dz wvd

++ =
ydl dl g di

Horixe da, berez. energiaren oinarrizko ekuazioa modu diferentzialean idatzirik.
Aurreko ekuazioko gaiak 4l faktoreaz biderkatuz, ondoko adierazpena lor dezakegu,

]
g"?-+dz+—vd1,=:0, {13 - 44)
Y 8
eta ekuazio hau korronte-lerro batean barrena integratuz,
d v’
[Lrie =k (13- 45)
14 2g

K delakos integrazio-konstante bat da, eta korronte-lerro konkretu bakoitzaren kasuan balio
bat du. Bestalde, ckuazio hori erabat integratzeko, ¥y = ¥p) ezagutu behar dugu fluido
konprimagarrien kasuan. Adibidez, fluido konprimaezina kontsideratzen badugu, y = kica
hartuko dugu, eta orduan honake emaitza izango dugu:

£+Z+U—=K. (13—46}
Y 28
Azter dezagun adierazpen honetako gaien esangura:
_mgg

~—z= 1kus daitekeenez, pisu-unitatcko energia potentzial grabitatorioa
mg da.
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2 2
U v /2 . . . L .
- 32" i Gai honek pisu-unitateko energia zinetikoa adierazten du.
3 mg
- ply Aurreko bi gaien analogiagatik, pisu-unitateko presio-energia dela

esan dezakegu. Gai hau fluidoen kasuan agertzen da soilik, eta
solido elastikoen kasuko energia potentzial elastikoaren antzekoa
da. Berez, bame-energia potentzialaren zati bat da.

Beraz, aurreko ckuazioa korronte-lerro batean barrenako gnergiaren kontserba-
zioaren ekuazica da. Zenbait liburutan g gaiaz biderkaturik ageri ohi da, eta Bernouilli-ren
ekuazioa izenaz da ezaguna. Honako hau, preseski:

2
v
£+gz+—:ktea‘ (1347
fol 2

Bistan dagoenez, azken hau masa-unitateko energiaren ekuazioz da.

Honelatan, ba, korronte-lerro bereke bi puntu kontsideratuz (13.22. irudia), honelaxe
aplikatuko da energiaren ekuazioa (fluido konprimaezinen kasuan, noski):
2 2
LRSI & S (13 48}
Y 28 v 2g

4

13.22. irudia, Korronte-lerro bereko bi punturen kasuan energiaren kontser-
bazioa aplikatuko dugu.

13.9. ENERGIAREN EKUAZIOAREN OROKORPENA

Praktikan ez ohi da korronte-lerro bakar bat kontuan hartzen, korronte-hodi bat baizik, hots,
korronte osca. Horregatik zenbait zuzenketa egin behar izaten dira energtaren ekuazioan,
korronte errealak kontsideratzean.

v
v a b

13.23. irudia. Abiaduren banaketa. 2} Fluxu terbulentuz. by Fluxo laminarra,
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Lehenengo zuzenketa energia zinetikoa adierazten duen gaiari buruzkoa da. Autreko
13.23. frudietan, hodiaren zeharkako sckzioelan dagoen abinduren banaketa adierazi da.
Biskositatearen kaunsaz, korronte-lerroen arteko marruskadura ageri da. Hodiaren hormak
ukitzen dauden puntuetan. abizdura nuluz izango da. eta hodigren crdialdean, handiena.
Fluxu turbulentuan abizduren banaketa oso rregularra izango da: fluxu lantnarrean, ordea,
erregularra (hodi zirkularretan abiadurgk banaketa parabolikoa izango du). Dena den,
normalean korronte osoaren adierazle gisa batez besieko abiadura hartzen da, baina gero,
aipaturiko cfektuz kontuan hartzeko, zuzenketa-faktore bat (o} jarri behar izaten da.
Encrgia zinctikoaren gaia honelaxe aldatu ohi da:

UZ V.‘_
— = a_—. (13-49)
28 28

Fluxu laminarraren kasuan @ = 2 da eta tluxu turbulentuan zuzenketa-faktorcak o= 1,04 <
1.10 tarteko balioak izaten ditu,

Bestalde, fluido errcalek biskositatea dute cta horren kausaz. energia mekanikou
galduz doa. bero-cnergia sortuz. Beraz, zer esanik ez, fluidoen mekanika ongi aztertzeko.
tkuspegi termoedinamikoa oso kontuan eduki behar da.

Barne-marruskadurarekin lotuta doan energiaren galeraren kausaz, hodi horizontaletan
hedatzean, fluidoaren presioa moteldez doa distantziarekin, Honen zergatikoa azaltzea oso
erraza da. Hodiak sekzio konstantea badu eta fluidoak erabat betetzen badu, konprimaezi-
na bada (uraren kasuan adibidez), batez besteko abiadura berbera eduki behar du sckrio
gurtietan. Eta Bernouilli-ren ekuazican energiaren galera egonik, efektu horien ondorioz,
presioaren beherapena dugy, sarri karga-goelera deritzona. Karga-galera honi oso kontuan
hartu behar izaten da. adibidez, hirietako ur-banaketarako sarcak antolaizean. biltegitiko
distantziarckin presioa molelduz haitoa.

Dena den, problema sinplifikatuz. korronte-lerroetun energiaren galera dagoela esan
dezakegu. Lerro bereko | eta 2 puntuen arteko galera hori adierazicko,

E=E+G, (13~ 50)

idatz dezakegu. non G,, delakos 1 cla 2 puntuen arlean galduriko encrgia den (pisu-
-unitateko).

Bestalde, korrontcaren barruan cnergia ematen duten tresnak edo aparatuak ere cgon
daitezke, hala nola, ponpak, motorrak, helizeak cta abar. Horien eragina ere kontuan hartuz
(£, honelaxe idatz daiteke energiuren ekuazio orokorra. korronte bateke b sekzioren
artean:

E) 3

v 2. vl .
IR T I R R - R Y (13 - 51)

" M

Y 2g ¥ Qe

13.10. MOMENTU LINEALAREN EKUAZIOA

Fiutdoen szterketa labur hau osatzeko, momentu linealaren ekuazioa azalduko dugu. Orain
arte egin dugunaren antzera. arazoa errazteko, fluxu iraunkor, laminar eta konprimaczina
konisideratuko dugu. ’
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—

13.24, irudia. Korronte-hodi infinitesimala.

Demagun korronte bat eta kontsidera dezagun 13.24. irudike kerronte-hodi infinite-
simala | eta 2 sekzioen artean. 13.7. atalean ikusi dugunez, kaudal masiko infinitesimala
ondokoz izango da:

dQ=pv - dS, (13 -52)

eta fluxua iraunkorra izanik, jarraitutasunaren ekuazioaren arabera, 4Q horrek balio berbera
izango du | eta 2 sekzioetan.

Beraz, sekzio horietatik dt denboran pasatzen den masa infinitesimala hauxe izango

da;
dm = d0dt. (13-33)
Masa horrekin bulkadaren ekuazioa idatziz:
vodm — vidm = dFdi, {13 -54)

non dF fluidozko korronte-hodi infinitesimalaren gainean 1 eta 2 sekzioen artean egiten
den indar erresaltantea den. Eragiketak burutuz:

(v, — v,)dQdr = dFdt, (13- 55)
dF = (v, — v,)dO. (13 - 56)

Sekzio osorake integratuz, batez besteko abladurak V, eta V, jzanik, eta korrekzio-
-faktoreak f3, eta f3, izanik, hauxe izango da lortuko dugun adierazpena:

F=Q(8V,- 8V, (13-57)

Ikus daitekecnez, ekuazio bektoriala da, eta beraz, hiru osagai eskalarrak kontsideratu
beharko dira. Aldi berean, adierazpen honen bidez, korronte batek bera doaneko hodian
egiten duen indarra kalkula daiteke (-F, akzio-erregkzicaren printzipioaren arabera).
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13.11. SOLIDOEN HIGIDURA FLUIDO BATEN BARNEAN

Flotazioaren arazoa aztertzean, geldi dagoen gorputz solido batek fluidoaren barncan
pairatzen dituen indarrak aztertu ditugu. Orain, Dinamikaren arloan egonik, higitzean indar
haietaz gainera jasaten dituenak aztertuko ditugu.

Bi ikuspuntu baliokide kontuan izanik azter dezakegu higidura hori. Fluidoa geldi
egonik eta solidoa beraren bamean higitur edo, alderantziz, gorputz solidoa fluidoaren
korronte baten barnean geldi dagoela jorik. Zer esanik ¢z, bigarren ikuspuniua aukeratuz
gero, oso konrtuan harty beharko dugu fluidoaren fluxu-mota, hao da, laminarra ala
turbulentua den.

13.11.1. Marruskadura-indarra eta eite-koefizientea

Dudarik ere ez, higidura aztertzean, lehenik kontuan eduki behar den faktores ma-
rruskadurarena da. Aurreko ataletan fluidoaren barneko marruskadura biskositate-koefi-
zientearen bidez aziertu dugu nahiko era errazean. Fluidoaren bamean solidos sartzean.
arazoa korapilatu egiten da, beste zenbait faktore eduki behar baitira kontvan, hala nota
eite-koefizientea.

Gorputz solidoaren formak edo eiteak zerikusi handia du korronte-lerroek beraren
inguruan hartzen duten itxurari dagokionez. Ondorioz, tankeraren arabera, marruskadura
handizgoa ede txikiugoa izan daiteke, edo zurrunbilo gehiago edo gutxiago sor daitezke,
hots, horrek zerikusia izango du sortuko den fluxu-motarekin ere. Solidoaren tankerak
duen eragina eite-koefizientea deritzon koefiziente adimentsional baten bidez adierazten da.
Adibide modura, 13.25. irudian zenbait profilen eite-koefizienteak adierazi dira.

-

0,2 0.1 0,045

0,4 0,4

13.25, irudia. Zenbait profilen cite-koefinienteak.

Marruskadura-indarrak moteldu nahi direnean, gorputzari eite aerodinamikoa emalten
zaio. koefiziente txikiak lorturik. Ostera, fluidozk egiten duen indarra handis izatea nahi
dugunean —{urbina baten abarretan, adibidez—, guztiz alderantziz jokatzen da.

Oro har, solidoak fluidearen bamean jasaten duen indarra zehazki kalkulatzea ez da
erraza, baina, hala ere, badira bi formula berezi, bi kasu berezitarako balio dutenak, eta
hemen azalpen berezirik gabe emango ditugunak. Lehenengoa, Siokes-en formula da, eta
higidura erlatiboa laminarra izanik esfera bat fluidoaren barnean higitzen denean erabiltzen
da. Jasaten duen marruskadura-indarra hauxe da:



Fluidoen mekanika 287

F=6nrruu, (13 - 58)
non r esferaren erradioa, i biskositate-koefizientea eta v abiadura diren.

Fluxua turbulentua denean, beste hurbilketa bat erabiltzen da, Newton-en formula
deiturtkoa hain zuzen,

F=%kpSUZ, (13-5%

non k eite-keefizientea, p dentsitatea, § abiadurarekiko perpendikularra den sekzioa eta v
abiadura diren. Dena den, formula hav abiadurak handiegiak ez direnean erabil daiteke
soilik, halakoetan bestelako formula batzuk erabili behar baitira. Edozertara, ikus daitekee-
nez, fluxu turbulentuaren kasuan marruskadura-indarra abiaduraren karratuaren proportzio-
nala da, eta fluxu laminarrean abiaduraren lehenengo berreturaren proportzionala.

13.11.2. Antzekotasuna ete modeloak

Fluidoen kasuan higidura zehazki azterizea oso zaila gertatzen den arren, esperimen-
talki ikusi denez, geometrikoki antzekoak diren bi gorputz solidek antzeko baldintzetan
pairatzen dituzten indarrak konparagarriak dira arau zehatzen bidez. Honels, bi gorputz
antzekok fluxu tuerbulentuan fluido baten barruan pairatzen dituzten indarrak, antzekota-
sun-erlazioaren karratuaren preportzionalak dira. Lege horrek garrantzi handia dauka,
zeten horrela izanik, modelo txikietan egindako esperimentuetan oinarritu baitaiteke neurri
handiko tresnen portaeraren azterketa {auto, hegazkin edo itsasontziena, adibidez).

13.11.3. Magnus efektia

Orain arteko kasuetan ez dugu biraketa-higidura kontsideratu gorputz solidoari
dagokionez. Hori gertatzen denean, sclidoaren higidura ez da plano batean jazotzen. Adi-
bidez, futbolean baloiak ‘efekfua’ hartzen duenean gertatzen dena, Magnus efektua izenaz
ezaguna da Fisikan. Efekin horren zergatikoa ulerizeko, demagun bere ardatzaren inguruan
biraka dabilen zilindro bat dugula, higitzen ari den fluido baten korronte-lerroen artean
{13.26. irudia).

V

13.26. irudia. Magnus efektua.

Irudian adierazi denez. goialdetik doazen korronte-lerroak, zilindroaren higiduraren
noranzkoz berbera dutenez, azeleraturik gertatzen dira, fluidoaren biskositatearen kausaz;
alderantziz, behealdekoak dezeleraturik. Bi aldeen artean abiaduren desberdintasuna ego-



288 Fisika Orokorra

tean, presio-desberdintasuna ere agertuko da Bernouilli-ren ekuazicaren arabera, eta, ondo-
rioz, goialderanzko indar bat agertuko da, zilindroa harantz higitzera eramango duena,

V_\i“
a b

13.27. irudia. Hegazkin-hepoen ingumke korronteen sorrerp, a) Biskositatea-
ren eta asimetriaren ondoriozko zwrunbiloa. b)Y Hegoaren inguruko komontea.

13.11.4. Bultzada aerodinanikoa

Hegazkinen hegoen kasuan, goranzko bultzada lortzeko. Magnus efektuaren antzeko
zerbaitez baliatzen gara. Fluidoaren biskositatesren eta hegoaren asimetriaren kausar,
zurrunbilo bat sortzen da hegoaren atzekaldean (13.27.a irudia). Bamma ‘hegazkina—airea’
sisteman inolako kanpo-indarrik eragiten ez duenez, momentu angeluarrak hasieran bezala
mantendu behar du. Hori dela eta, hegoaren inguruan aurkako noranzkoa duen aire-zirku-
lazio bat sortzen da, 13.27.b irudian adierazi den bezala; gurtira sortzen diren korronte-
-lerroak 13.28. irudian adierazi dira.

A F

—
\

Q
\“\———-———'

13.28. irudia. Hegazkin-hegocn inguruko kosronte-lerroak.

Ondorioz, hegoaren goialdetik airearen abiadura handiagoa da behealdetik baino, cta
horrek behealdeko presioa goialdekoa baino handiagoa dels esan nahi du: horrela, go-
ranzko bultzada agertzen da. Bultzada aerodinamiko horrek berdin antzera jokatzen du
belacntzietan edo itsasontzien lemetan.



14. gaia

Likidoen gainazalen berezitasunak

Aurreko galan fluidoen mekanika azterizean, fluldoaren barneko korronte-lerrozk eta
korronte-hediak harfu ditugu abiapuntutzat. Hala ere, esperimentu askotan ikusten denez,
fluidoak mugatzen dituzten gainazaletan fenomeno bereziak gertatzen dira, aurreko gaian
adierazitako legeen bidez azaltzen ex direnak eta gai honetan aztertuko ditugunak. Alpa
ditzagun horrelako fenomeno batzuk:

~ Uraren gainazalean orratz bat arduraz jarriz gero, orratza bertan gera daiteke uretan
murgiidu eta hondora joan gabe, orraizaren denisitatea urarena baino askoz
handiagoa izanda ere, hots, bultzada hidrostatikoa orratzaren pisua baino txikiagoa
izan arren. Fenomeno hau are nabarmenago agertzen da, aldez aurretik orratza
koipez igurtziz gero (14.1.a irudia).

— Aurrcko fenomenoaren bide beretik, guztick dakigunez, zapatariak deritzen
intsektuak {Gerris lacustris) uraren gainean ibilizeko gai dira (14.1.b irudia).

14.1. irudia. Gainazal-tentsicarcn kawsaz, zenbait gorpuiz txiki urarcn
gainaraican egon daitczke, barrusa sartu gabe,

- Ba dakigu, halaber, likideak hodi kapilarretan gora {edo behera} egit=ko gai dircla.

— Xaboi-burbuilen sorkuntza edo xaboiztaturiko uretan sortzen diren xaflak, fluidoen
mekanikan ikusiriko propietatecz kanpo azaldu behar dira,
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Horick guztiok eta beste batzuk gainazal-fenomenoak dira, eta. funtsean, gainazal-
tentsioa derilzon propietatearen bidez azaltzen dira.

14.1. GAINAZAL-TENTSIOA

Likidoen molekulen arteko kohesio-indarrak, Van der Waals-en indarrak deritzenak,
likido-egitura posible egiten dutenak hain zuzen. oso handiak dira distantzia txikietgra, eta
tarte hatzuetan r 7 delukoaren arabera aldatzen dira,

14.2. irndia, Likidoaren barncko {A} eta gainazaleko (8) puntuctako
kohesio-indarrak.

Hori dela eta, desberdintasun nabarmena dago, likidoaren barmean {A) edo likidoaren
gainazalaren inguruan (B) dauden molekulen egoeren artean {ikus 14.2. irudia}. Likidoaren
barncke melekulak (A), norabide guztictan indar berdinez erakarria denez, erresultante
nulua du guztira. Ostera, gainazaletik hurbil dzgoen molekularen kasuan (8), inguruko
molekulen erakarpenaren erresultanteak likidoaren barnerantz orientaturik dagocn indar bat
sortzen du. Hots, kohesio-indarrek barnerantz erakartzen dituzte gainazalcko molckulak. eta
berez, berek soilik eragingo balute, likidoari ahalik eta azalerarik txikiena emango liokete.
(Gainazalaren forman eragiten duten kohesio-indar horie: gainazal-indarrak ere baderitze.

Dena den, likidoaren kantitatea oso txikia ez denean, gehienctan gainazal-indar
horiek ez dute ia eragin nabarmenik pisuarekin konparatuz (bolumen-indarra}; eta liki-
doaren belumen jakin baterako zenbat eta likido horren mugako gainazala handiagoa izan,
hainbat et hobeto nabarmentzen dira. [kus dezagun hori zehaztasun handiagoz.

Pisu-indarrak bolumenaren proportzionalak dira eta, gainazalakock ez bezala. azalera
handitzera jotzen dute. Demagun, ba, tanta csferikoak ditugula. Tanten r erradioa txikiagoa
hartzean, tanten azalera {4702 bolumena (4/3m) baino astiroago egiten da txiki. Beraz,
erradioa txikiagoa den arau, erlatiboki, gainazal-indarrek belumen-indarrek baino gamrant«i
handiagoa dute. Hori da 14.3.a irudian adierazi dena: merkuriozko tanta txikia iz erabat
esferikoa da, eta tanta handia txapalduta ageri da pisuaren nagusitasunaren kausaz,

Likidozko xafla meheek baldintza onak dituzie gainazal-fenomenoak agertzeko, pisu
txikia eta azalera handia baitute; adibidcz, ur xaboiztatuarekin presta daitczkeen xafla
finek. Alboko 14.3.b irudian O puntuan giltzaturik dagoen burdin harizko triangelu bat
dugu. Ur xaboiztatuan sarturik, triangeluari ur xabotztatuaren xafla bat itsasten zaio, QAC
guinazaly sorwnz, Esperimeniua egitearn, argl ikus duitcke 04 via OC Lurbiklu cgiten Jireli
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Hots, gainazal-indarrek xafla likidoaren gainazala ahalik efa txikien bihurtzera jotzen dute,
eta gainazal horren plancan eragiten dute.

777/'77/777% G

a b

14.3. irudia. Gainazal-indarren eta pisuaren arteko garrantzi erlatiboa. z)
Merkurioszko tanta taikia {esferikoa) etz handia {(txapala). by Ur xaboiztatuzko
xafla,

Aurreko esperimentuaren bidetik, neurketa berezia egingo dugu. Oraingoan, 14.4.
irudian ageri den modura, marko errektangeiuarra hartuko dugu «b burdin hari edo alanbre
higikorrarekin, eta likidozko xafla markoaren eta @b burdin hariaren artean jarriz. Besterik
gabe, ab higitu cgiten da, xafla likidoa txikituz baitoa. Baina pisu txiki bat jarriz, oreka lor
dezakegu. Oreka horri dagokionez, zerbait bitxi gertatzen da hala ere: ab burdin haria
batera edo bestera mugitu arren, oreka mantendu egiten da. Gertaera horrek ondokoa
adierazi nahi du, alegia, oreka gordetzeko egin behar den indarra, @b burdin hariaren
luzeraren araberakos dela,

b
%7
— m—'
F oo b

I4.4. irudia. Gainazai-tenisioa azterizeko markoa. F indarrak orekatu egiten
ditu gainazal-indarrak.

Hain zuzen, esperimentu asko eginez, F indarraren eta gainazalarekiko ukipen-
-luzeraren arteko proportzionaltasuna dagoela ikusten da. Proportzionaltasun-konstanteari
gainazal-tentsiva deritzo eta likidoaren ezaugarria da. Izatez, aurreko burdin hariaren kasuan
bi gainazal daudenez, 2 luzera eduki behar dugu kontuan eta honela definitu ohi da
gainazal-tentsioa:

o=-—, (14-1)
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Dimentsionalki F- L ' edo M- T izanik, unitateak N - m ' dira. Bestalde, esan dugo-
nez, gainazal-tentsica tikido bakoitzaren ezaugarria da, baina esperimentatki neurtu denez,
tenperaturarekin aldatu egiten da. Hain zuzen, tenperatura goratzean beheratu edo moteldu
egiten da oro har, 14.1. taulan uraren kasurako eman diren balicetan ikus dailckecnez,

14,1, taula, Gainazal-tentsioaren balio esperimentalak.

Alrearckin ukipenean Tenperatura Gainazal-tentsioa
dagocen likidoa °C N'm'
Urg 0 0.0756
Ura 20 0.0728
Ura 60 0.0662
Ura 100 0,0589
Oliba-oliva 20 0.0320
Atkohol etilikoa 20 0.0223
Bentzenoa 20 0,0289
Glizering 20 0.0631
Merkurioa 20 0.4650
Karbono tetrakloruroa 20 00268
Oxigenos -163 . 0.0157
Neona —247 0.00515

Helioa —269 .00012

14.5. irudia. Tentsimetroa,

Normalean gainazai-tentsioak neurtzeko erabiltzen den wresna, tentsimetroa deritzona
da (14.5. rudia). Honetun, burdin harizko A zirkunferentzia bat (r erradiokoa) jartzen da
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likidoaren gainazalean, balantzarekin orekatuz. Gero pisua gehitnz doa, likidotik askatu
arte, eta orduan,

P il (14-2)
22y

eginez lor dezakegu gainazal-tentsioa.

Bukatzeko, ohar bat egingo dugu gainazalen portaerari dagokionez. Lehenengo
begirada batez, mintz elastikoek dutenaren berdina dela pentsa daiteke, baina bada bien
arteko desberdintasun funtsezkorik, jarraituan azalduko dugunez,

4/ F=o0l // F = kAh

l ‘F | Y
I S— . ) b

14.6. irudia. Indarrekiko portaera desberdinak. aj Xafla likidos. b)Y Mintz
elastikoa,

Azalpenerake, lehenago ikusitako marko errektangeluarreko xafla likidoa eite bereko
mintz elastiko mehe batekin konparatuko dugu (14.6. irudia). Marko errektangeluarrean
egindako esperimentuan, oreka edozein puntutan lortzen da, indarra gainazalarekiko uki-
pen-luzeraren proportzionala delarik. Mintz elastikcaren kasuan ostera, indar bakoitzerako
oreka-posizio bakarra dago eta indarra luzapenaren (deformazio unitarioaren) propor-
tzionala da. Oso portaera desberdinak, beraz.

14.2, GAINAZAL-UNITATEKQO ENERGIA

Hasierako gaira itzulirik, likidoaren gainazaleko molekulek barneranzko indarra jasaten
dutela ikusi dugu, Alderantziz, likidoaren barneko molekula bat gainazalera eramateko,
aipaturiko indar hori gainditu beharko da, eta, azken batean, lana egin beharko da indar
horren aurka, eta lan hori ‘pilaturik’ egongo da gainazalean energia potentzial eran. Zer
esanik ez, hori egitean handiagotu egin dugu likidoaren gainazala, bertara molekula
gehiago eramanez. Hots, gainazal-tentsioak gainazalaren handitzearen aurka jokatzen du,
horrek energia potentzialaren handipena baitakar, eta horregatik likidoek energia hori
minimoa egitera jotzen dute.
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14.7. irudia. Gainazala handitzeko, lana cgin behar da.

Azter dezagun gainazala handitzean azalera-unitatea gehitzeko egin behar den lana.
Demagun lehengo marko errektangeluar berbera dugula eta Ax luzatu duguia xatla likidoz
(14.7. irudia).

F indarrak cgin duen lana hauxe da:
AW = F - Ax, (14-3)

eta, bestetik, xaflak bi alde dauzkala kontuan hartuz, gainazalaren azaleraren gehikuntza
.ondokoa 1zango da:

AS = 21Ax, (14 —4)
Beraz, gehikuntzarako azalers-unitateko egin behar den lana:

AW  FAx

=—— = {14 -5}
AS  2ihx

»

hots, gainazal-tentsioa. Alderantziz esanik, «guinazaf-tentsioa likidoaren gainazola
azalera-unitater handiagotzeko behar den erergia da»,

Azken adierazpenetik, gainazal-tentsiorako unitate gisa joule - m'? ere har dezakegula
tkus daiteke, gurretik emandako unitate-motarekm bat datorrena, hots:

A N (14 - 6
2

143,  XAFLA LIKIDOAREN KURBADURARI DAGOKION
PRESIO-DESBERDINTASUNA. IAPIACE-REN LEGEA

Gainazal-tentsioaren kausaz, likido baten gainazalak kurbadura edukitzean, tentsio bereziak
ageri dira, eta, ondorioz, orckan presio desberdinak daude kanpo eta bame-aldeetan. Dena
den, desberdintasun ki bat dago xafla likidoen eta likidoecn mugen artean eta horregatik
bizpahiru kasu aztertuko ditugu,
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14.3.1. Xafla likido diferentziala

Demagun likidozko burbuila baten elementu diferentziala, JS, alboko irudian adierazi
den modukoa.

14.8, irudia. Azalera diferentziata eta beraren proiekzioa.

Burbuilaren barneko presioa p da eta kanpokoa p,,. Azalera-elementua 4Su, izanik,
presio-desberdintasunaren kausaz elementu horrek jasaten duen indarra hauxe da:
{p—pojdSuy. (14-7)
Eta x norabidean duen proiekzioa:
{p—py)dSu,, -i={p— p,)dS cos#, (14-8)

hots, x ardatzaren plano perpendikularrean proiektaturiko azaleraren eta barne eta kanpoko
presio-diferentziaren arteko biderkadura.

14.3.2. Burbuila esferikoa

Demagun orain xafla likidozko burbuila osoa daukagula, ur xaboiztatuzkoa adibidez
(14.9. iradia). Azal dezagun holako gainazal esferikoaren erdiaren oreka.

Bi motako indarren arteko eragina aztertu behar da edozein norabidetan (adibidez x
norabidean}:

— Presio-desberdintasunari dagokiona, {p - p)AR?, zeren proiektaturiko azalera 7R?
baita.

- Gainazal-tenisioari dagokiona: 2 - 2zR0. Hemen bi aldiz kontsideratu dugu bur-
buila-erdiaren ebakiduraren perimetroa, berez xaflak bi gainazal baititu. kanpokoa
eta barmekoa.
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T

F=202zR @
ERZ X
P 2
14.9, irndia. Burbuila csferikoaren erdia eta heraren prowckrioa,
Beraz.
(p— p,)nR’ = 4nRa, {14 -9
40
(p—py)==Z. (14— 10)

R

Hots, presio-desberdintasuna erradicaren alderaniziz proportzionala da. Hori dela cta,
gauza bilxiak gertatzen dira. Adibidez, hodi baten bi mutunrelan crradio desberdineko bi
burbuila batera purzten badira, erradio txikikoak behartu egingo du airea crradio handikora
sartzen, hau da, burbnila txikia 1xikiagotu ets handia handiagotu egingo dira.

14.3.3. Tanta likidoa

Tanta likidoen kasuan gainazal bakarra dago, eta orduan. aurreko kasnan ez bezala,
perimetro bakarra hartu behar da kontuan. Horregatik, tanta esferikoaren kasuan likidoaren
barneko presioaren eta kanpoko airearen presicaren artean dagoen desberdintasuna,
ondokoa da: '

p=po = (14-11)

14.3.4. Laplace-ren legea

Tanta likidoaren eitea esferikoa ez bada, kurbadura-erradic nagusien —R, eta Ro—
bidez eman daiteke barne cta kanpoko presioen artcko desherdintasuna. honelaxe, hain
zuzen:

Ap=o| 4o (4- 12)
P=C R TR T -

L 2

Lege hont Laplace-ren legea deritzo cta, bistakoa dencz, esferaren kasuan R, = R, = R
izanik aurreko emaitza berbera lortzen da.

Emandako formula honetaz ohar bat egin behar da. Gainazalsk Konbexuuak ala
konkabouk diren. zeinu desberdinez hartzen dira erradioak; preseski kurbadura-zentroa
likidoaren barnealderantz dagoencan —tantaren kasua— crradio positiboa hartzen da, eta
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orduan gainpresioa dago. Ostera, kanpoalderantz dagoenean —hodi kapilarretako kasua,
geroago ikusiko dugunez—, erradio negatiboa hartzen da cta, izatez, kasu horretan depre-
sioa dago.

14.4, LIKIDOEN GAINAZALEN AZALERA MINIMOA

Likidoen gainazalak, tentsioaren eraginpean dagoenez gere, txikiagotzera jotzen du,
presioen desberdintasunarekin orekan jartzeko moduko azalerarik txikiena lortu arte.
Horrels, adibidez, olio astunezko bolumen txiki bat dentsitale bereko ur-alkohol nzhastura
batean xiringatzean, etkarrekin nahasten ez direnez, azkenean olioak nzhasturaren barnean
flotatzen duen tanta esferikoaren forma hartzen du, hots, azalera txikieneko eitea.
Dentsitateen berdinketa hori pisuaren cfektuak ekiditeko egiten da, horrela Arkimedes-en
bultzadak pisua orekatzen baitu.

Burdin harizko
eraziuna

14.10. irudia. Azalera minimorako joera adierarten duen esperimentua,

Esandakoa adieraztcko, beste esperimentu erraz bat ere aipa dezakegu, Hari-inguru
bat burdin harizko eraztun batean lotu dugu 14.10 irudian ageri modura, eta ur xaboiztatu-
riko ontzi batean sartu-atereaz, likido-xafla bat lortuko duga eraztunaren barnean, eta haria
xafla horrctan nolabait flotatzen egongo da (ikus @) irudia). Baina hariaren barnealdeko
xafla orratz batez ziztatzean, hari-ingurunak zirkunferentzia-forma hartuko du laster
gainazal-tentsioaren craginez, era horretara azalerarik txikiena lortuz (14.10.b irudia).

Xafla likidoen jokabide horrek, bestela analitikoki oso nekez ebatz daitezkeen zenbait
problema matematikoren ebazpenean lagun diezaguke. Demagun, esate baterako, burdin
harizko egitura batek mugatzen duen azalera minimozko gainazala lortu nahi dela. Xafla
likidoen propietateetan finkatuz, oso erraz ebatz daiteke problema. Burdin harizko egitura
ur xaboiztatutan sartuz eta xafla likidoa orekara iritsi arte pixka batcan itxaronez, xaflaren
formak berak emango dign ebazpena. Alboko 14.11. irudian, forma kubiko eta prismati-
koekin lortutako bi ebazpen ageri dira.
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b

14.11. irudia. Azalcra minimoaren bidesko ebazpenak.

14.5. TANTEN SORKUNTZA

Tanta-kontagailwaren muturrean tanta sortzean, lehenengo hurbilketa batean bederen,
kontsideratu egin daitcke, czen tanta hori bere pisua hodiaren zirkunferentziari dagokion
gainazal-tentsioak sorturiko indarraren berdina denean hasten dela erortzen (ikus 14.12.
irudia), hau da. ondoko berdintza hetetzen dencan:

mg =2ro. {14 - 13)

mg

14.12. irudia. Tania-kontagailearen muturreko lantaren sorera,

Arazoa zehsztasun handiagoz aztertzean, ordea, esandakoa oker dagoela ikus daiteke,
eta zenbait zuzenketa egin behar dira, korrekzio-faktore batez adieraz daitezkeenak. Dena
den, zuzenketa egokiak eginez, metodo horrek gainazal-tentsicak neurtzeko balio dezake.

Emandako azalpen kualitatiboan ageri dencz, gainazalcan dagoen likido-geruzak
erresistentzia azaltzen du, barneko likidoa eror ez dadin, eta zorro gisakoa da, likido hori
gorderik.

Bestalde, tanta-kontagailu berean bi likido desberdinez sortzen diren tanien pisuak,
beren gainazal-tentsioen proportzionalak dircla tkus daiteke. Hori dela eta, metodo hau
egokienatarikoa da gainazal-tentsioak neurtzeko.
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14.6. UKIPEN-ANGELUA, GAINAZAL SOLIDOEN GAINEKO TANTAK

Qrain arte, likidoaren eta gasaren {airearer) arteko bananketako gainazaletan agertzen diren
tentsioak aztertu ditugu soilik. Hala ere, gehienetan likidoak ontzi solidoetan gordetzen
dira eta orduan bestelako gainazalak ere eduki behar dira kontuan.

. solidoa-baporea xafla

14,13, irudia. Solidoa-likidea—baporea sistemetako ukipen-gainazalak.

Zehazkiage mintzatuz, 14.13. irudian adierazi denez, hiru bananketa-mota daude, hiru
ukipen-gainazal, eta horietariko bakoitzari gainazal-tentsio berezia dagokio. Xafla bakoi-
tzak zenbait molekulatako lodiera du. Ondokoak dira him xaflak, bakoifzak bere gainazal-
-tentsioa duela:

— Solidoa-likidoa xafla, zeinaren gainazal-tentsioa ¢; den.
— Solidoa-baporea xafla, o, gainazal-tentsioa duena.
— Likido-baporea xafla, o,; gainazal-tentsioa duena. Izatez, azken hau orain arte ¢

deitutakoa da.

Solidoaren alboan likidoak hartzen duen kurbadura, aipaturiko hiru gainazal-ten-
tsioen funtzioa da. Arazoa aztertzeko, kasu konkretu batetik abiatuko gara.

Lehenago aipaturiko hiru xafletako elementu txikiak hartuko ditugu, lavak balira
bezala harturik, 14.14. irudian adierazi den modura, diagramaren norabide perpendikula-
rrean luzera-unitatekoak izanik. Lau indarrenr arteko oreka aztertu beharko dugu. Batetik,
hiru gainazal-tentsiozk, eta bestetik, solidoak isolaturiko xafla-zatiari egiten dien
atxikidura- edo erakarpen-indarra, A deiteko duguna {solidoaren perpendikularra).

Oreka-baldintzak hauexek dira:

Y F=0 5 o,sin-A4=0, (14 - 14a)
ZE. =0 o 0y-0,c088-0,=0, {14 - 14b}
eta hortik
A =0 ,5inb, (14 ~ 152)
cosg=T8" % (14— 15b)

G
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14.14. irudia. Hiru xafletako goinazai-tentsioak.

Tkus daitekeencz. hasieran emandako hiru gainazal-tentsioen bidez 8 angetua kalkula
daiteke, eta halaber atxikidura-indarra. Hain zuzen, & angeluari ukipen-angelua deritzo.

Ukipen-angelua oy, cta oy, gainazgl-tenisioen menpekoa da, hots, solidoaren eta
likidoaren (honckin batera doa baporea} izaeraren araberakoa. Hiru kasu desberdin ager
daitezke. Kasu hatzuetan §° < 8 < 90° da, 14.15.a irudian bezala, ¢1a orduan Hkidoak bust
cgiten du solidoa. Beste batzuctan € > 90° da (0, < 0,,) eta orduan likidoak ¢z du solidoa
bustitzen (14.15.b). Adibidez, merkurioaren eta beiraren arteko angeloa 145° ingurukoa da
eta, beraz, merkuricak ¢z du beira bustitzen. Bukatzeko oy = 0, denean, 8 = 50°. Horixe
da uraren eta zilarrezko ontzien artean gertarzen dena (14.15.¢).

14.15. irudia. Hiru ukipen-kasu desherdin. a} Likidoak busu cgiten du sohdoa.
b Likidoak ez du sohidoa bustitzen. ¢} Mugako kasua (8 = $0°),

14.16. irudia. Bi wnia desberdin, a) Zolua busti egiien da, b) E« da bustitzen.

[N 1 + i { A .o . .
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Ukipen-angeluaz esandakoak zerikusi handia du tantek sclidoen gainean duten
formarekin, solidoa bustitzen den ala ez kontuan izanda. Hain justu, 14.16. irudian bi tanta
desberdin adierazi dira. Lehenengoan 8 < 90° da eta tanta horrek busti egiten du; bigarre-
nean, ostera, 8> 90° izanik, ez du zorua bustitzen.

Bukatzeko, ukipen-angeluaren aldaketan zenbait gaik duten eragina aipatuko dugu,
detergenteek dutena esate baterake. Hauen bidez 8> 90° izatetik 8 < 90° izatera pasa daite-
ke eta hori ose interesgarria da urarekin ongi bustitzeko eta garbitzeko, Beste gai batzuek
alderantzizke efektua lortzeko balio dute. Gai iragazgaizieak dira, hau da, iragazgaiztu
egiten dutenak; horretarako, urarekin 90° baino handiagoa den ukipen-angelua sortzen
date.

Likide batzuek ukipen-angelu ia nulua dute beira arruntarekin, berunezko beirarekin,
pyrexarekin eta kuartzo urtuzko beirarekin. Hauxe da, adibidez, uraren, alkoholaren, eterra-
ren eta azido azetikoaren kasua, besteren artean. Beste likido batzuen ukipen-angeluak
asko aldatzen dira solidoaren arabera, 14.2. taulan ikus daitekeenez.

14.2. taula. Ukipen-angeluak.

Likidoa Horma Ukipen-angelua
Beira arrunta 5°
-bromonaftalenca Berunezko beira 6°45'
(CyH;Br) Pyrexa 20°30°
Kuartzo urtuzke beira 21°
Beira arrunta 29°
(CH,L,) Berunezko beira 30°
Pyrexa 29°
Kuartzo urtuzko beira 33°
Ura Parafina 107°
Merkurica Beira arrunta 149°

14.7. KAPILARTASUNA. JURIN-EN LEGEA

Ukipen-angelua dela eta, likidoaren gainazalean bi solido bata bestetik oso hurbil jartzean,
likidoak portaera berezia eduki dezake, gorantz edo beherantz eginez. Efektu hori argi
ikusten da hodi oso finetan, kodi kapilar deritzenetan (‘ile-hodiak’ alegia).

Ukipen-angelua & < 90° bada, likidoa hodian gora igotzen da oreka-altueraraino.
Ostera, € > 90° denean, beherantz egiten du. Hodiaren bamean gainazalak hartzen duen
eite kurbatuari meniskoa deritzo, eta alboko irudietan adierazi den erakoa izan daiteke.
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g < 9Q° a 8 > 90° b

14.17. irudia. Mota desberdinetako meniskoak ukipen-angeluaren arabera.

Kalkula dezagun likidoa igotzen deneko altuera, 6 < 90° denean (14.17.a irudia).
Hodiaren barne-crradioa » izanik, ukipen-luzera 27r da. Kalkuluetarako burbilketa eginez,
hodi kapilarreko y altuerako eta r erradioko likidozko zilindroa bere likido-baporea
geruzarekin isolatuki kontsideratuko dugu, beraren gainean eragiten ari diren indarren
arteko oreka aztertzeko. Goranzko indarra ondokoa da:

F =2na0c,c088. (14-16)
Beheranzko indarra likidozko zutabearena da (menisko ingurua arbuiatuz):
mg = prryg. (14~17
Orekan:
pgar’y = 2w o, cosf (14 - 18)

_ 270,058 1
Pg r

¥ (14-19)
Hain zuzen ere, horixe da kapilartasunari buruzko Jurin-en legea. Labur csanda, likidoa
hodi kapilarrean gora igotzen deneko altuera, hodiaren erradioaren alderantziz proportzio-
nala da. Kasurako, urarekin eta 0,01 mm-ko rayonezko kapilarrean v = 1.5 mn lor daiteke.

Beheraketa kapilarraren kasuvan adierazpen berbera erabil daiteke, kasu honetan
cosB < 0° izanik. Beheraketa solidoa bustitzen ez den Kasuetan gertatuko da, hala nola
merkurioa beirazko ontzian dagocnean, orduan meniskoa beheranzkoa baita, 14.17.b
irudian dagoenaren modukoa, Hain zuzen, | mm-ko erradioa duen beirazko hodi batean
¥ = 5 mm-ko beheraketa lortzen da merkurioan.

Kapilartasunaz azaltzen dira bizitza arrunteko hainbat fenomeno ezagun, adibider
tinta paper lehortzaileetars nola pasatzen den, edo kafea arukre-koskorretan gora nola
doan, edo cta alkohotak edo gasolinak txiskeroko metxan gora nola egitea duen.



Likidoen gainazalen berezitasunak
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14.18. irudia. Xaflak mota berekoak direnean, xaflen artean indar erakarlea
sortzen da {a eta by Mota desherdinetakoak direnean (c), indar aldaratzaiica.
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Bestalde, kapilartasunaren kausaz, bi xafla solido {au eta leun likido baten gaina-
zalaren inguruan eta likidoarekin ukipenean elkarrer ondoan jarizean, erakarpen-indarra
agertzen da xaflen artean biak era berekoak direnean, alegia biak bustitzen badira edo bat
bera ere bustitzen ez bada, alboko lehenengo 14.18.a eta b irudietan ikus daitekeenez.

Ostera, mota desberdincko xaflen artean —bata busii eta bestea bustitzen ez dena— indar
aldaratzailea sortzen da {14.18.¢).






15. gaia

Higidura oszilakorra

Gure ausardia ez litzateke lar handia izango higidura-mota hau beste guztien artean
garrantzizkoena dela esango bagenu, izan ere berau guztiz lagungarri gertatzen baita
Fisikaren arlo asko eta askotako fenomenouk aztertzeko orduan. Mekanika Klasikotik
hasita, Elektrikara pasatuz, hortik uhin-fenomenoen esparrura, eta Fisika Kuantikora iritsi
arte, jokamolde oszilakorra naturaren baitan dagoela baiezta dezakegu.

Esan barik doa, kapitulu honetan barrena ikusiko duguna, higidura oszilakorrari
buruzko gainbegirada bainc ez dela, oszilazioak beren konplexutasun osoan aztertzeko
behar den lehenbiziko urratsa alegia. Bi dira horretara mugarazten gaituzten zioak, alegia,
batetik geure helburuetarako sakontasun handiagorik ez dugula behar, eta, bestetik, sakon-
kiago azierizen saiatuko bagina ere, berehala matematika aldetiko zailtasunek eragotziko
liguketela.

Beraz, atpatutako arrazoietara makurtuz, funtsezkoak diren ereduak azalduko ditugu
soilik, beraien azterketan ahalik eta urrats matematiko gutxien erabiliz, xehetasun eta
fiabardura zenbai! hurrengo ikasturte baterako utziz (ikus Mekanika eta Uhingk, UEU,
Bilbo, 1992).

i15.1. OSZILAZIO HARMONIKOAK

Hauexck dira higidura oszilakorrik oinarrizkoenak, zeren beste edozein higidura oszilakor
oszilazio harmonikoetan deskonposa baitaiteke, Fourier-en garapenaren bidez buruturiko
azterketa matematikoak argi frogatzen duenez. Beraz, nahitaezkoa da oszilazic harmo-
nikoak ondo aztertzea, eta horretan jardungo dugu lehenbiziko hiru ataletan.

Dimentsio bakarreko kasuan, oszilazie harmonikoak egiten dituen partikularen
higiduraren ekuazioa modu honetuan adieraz dezakegu:

X =A sin(ax + ¢} {(15-1)
Hona hemen idatzitako sinboloen izen etz esangura;
x: elongazioa deritzo, eta partikularen posizioa adierazten du.
A anplitudea deritzo, eta bistakca denez, clongazioaren balio maximea

ematen digu. Anplitudearen unitateak elongazioari dagozkion berberak
dira, funizio trigonometrikoak dimentsio gabekoak dira eta.
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o + @ aldiuneko fasea deritzo, eta radianetan neurtzen da.

w: maiztasun angeluarra edo pultsazioa deritzo, eta radian segundoko
unitatetan neurizen da. ¢ denbora segundotan ipintzen denean.

@ hasierako fasea dentzo, eta fasearen balioa adierazten du ¢ = 0 aldiunean.
Zer esanik ez, faseari berari dagozkion unitateetan neurtzen da, radiane-
tan alegia.

Pultsazioarckin zuzenki erlazionaturik dauden beste magnitude bi ere crabiliak izaten
dira. honako hauek preseski:

Vi maiztasuna, zeinak denbora-unitalcan burutzen den oszilazio-kopurua
adierazicn duen. Ziklo, oszilazio edo bibrazio segundoko delako unita-
tean neurtzen da, edo, laburkiago, hertzetan {1 Hz = 1 s7'). @ eta v-ren
arteko erlazioa honako hau da:

w=2nv. (15-2)

T periodea, hots, oszilazio oso bat burutua izan dadin igaro behar den

denbora. Eskuarki, scgundotan neurtu ohi da, eta definiziotik beretik
erraz atera daitekeenez, maiztasunaren alderantzizkoa da, hots,

r-l_2¢ (15 - 3)
v
x| x4
Al-= Al
ot !
R4
@ @
B = A >
2T
ol =2x - T—'"g-—«-——«—--

15.1. irudia. (szilazio harmonikoaren v cta o) adicrazpen grafikoak.

Oszilazio harmonikoa irudikatzeko, hurrengo adierazpide bt hauetaz balia gaitezke:

1} x{ewr) eta x(1) direlako grafikoen bidez. Azken batez, sinu funtzioaren adierazpen
grafikoak dira, eskalaz aldaturik. Eskala-aldaketa horrek inonge zailtasunik cz
dakarrenez, irudiak ematera mugatuko gara (15.1. irudia).

i1} Bektore biratzuaile edo fuserearen bidez. Demagun A modulua duen bektore bat.
zeina ardatzen jatorriaren inguruan @ abiadura angeluarraz biraka ari den,
erlojuaren orratzen alderantzizke noranzkoan. Hasierako aldiuncan hekioreak eta
ardatz bertikalaren beheko adarrak ¢ angelua osatu dute.
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/’\ Asin(ot + @)

o

15.2. irudia. Beklore biratzailearen bidezko adierazpena.

Alpaturiko bektoreak x ardatzean edozein aldiunctan duen protekzica kalkulatzen
badugu, ondoke balica lortuko dugu (ikus bedi 15.2. irudia),

A sin(wt + @), (15-4)

azken hau oszilazio harmonikoaren elongazioar! dagokion adierazpena izanik.
Bigarren metodo hau lehenengoa baine emankorragoea da, oszilazio bi edo gehiago
gainezarri behar direneko kasuet begira batez ere {ikus hurrengo 15.4. atala).

15.2. OSZILAZIO HARMONIKGAREN ZINEMATIKA ETA DINAMIKA

[.ehenengo eta behin ondokoa argitu behar dugu, alegia, fenomeno oszilakor jpuztizk ez
direla Mekantkaren arlora mugatzen. Beraz, litekeena da solido baten tenperatura era
oszilakorrean aldatzea; edota zilindro batean sortutako gasaren presioak, pistoi batek
eragindakoak esaterako, gorabehera harmonikoak pairatzea; edota beste hainbeste adibide.
Horrelako kasuetan ere, erabilgarriak dira segidan azalduko ditugun kontzeptuak, kasu
bakoitzar bere interpretazio egokia emanez, jakina, '

Behin surrekos finkaturik, partikulz baten dimentsio bakarreko higidura harmonikoa
aztertzeari ekingo diogu, zinematikaren ikuspuntutik. Lehenbizi, dakusagun partikularen
abiadura zein den. Horretarako elongazicaren denborarekiko deribatua egingo dugu, hau da,

vz%x;:chos((aﬂa)=Awsin|:ax+[(o+%)]. (15-5)

Argi dagoenez, abiaduraren bilakaera harmonikea da, balic maximoz A, maiztasun
angeluarra (@, eta hasierako fasea (¢ + 72} izanik.

Ondoren, lortutako abiadura berriro denborarekiko deribatuz, azelerazioa erdiet:siko
dugu. Hara: '
_dv

a=
dr

= —Aw’ sin(or + ) = Aw’ sin[ax +{@+ 1)} (15-6)

Erraz kontura gaitezkeenez, abiadura ez ezik azelerazioa ere era harmonikoan
aldatzen da, balio maximoa, maiztasun angeluarra eta hasierako fasea, Ae®, weta (¢ + )
izanik, hurrenez hurren.
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Ondoko [5.3. irudian elongazioaren denborarekiko bilakaera, abiadurarena cta aze-
lerazioarena batera ikus daitezke. Bereziki intercsgarria da aipaturiko magnitudeen baiio
minimo, nulu eta maximoek agertzen duten aldiberekotasunaz ohartzea.

M |

T

I15.3. Irudia. x{1), ¥f) eta (s} fenizioen adicrazpen grahkoa.

Lortutako adierazpenetatik cta elongazioari dagokionetik, erraz atera ditzakegu v-ren
ety y-ren arteko crlazioa, baita a-ren cta x-ren artekea ere: horretarako ¢ denbora ezabatu
besterik ex da behar. Beraz, hona hemen erlazioak, horien osagarri den 15.4. irudiaz
tagundurik:

v=wVA' -1, (15-7)
a=-a'x. (15 - 8}
x=-A x=0 x=A
v=0 U= oA v=0
a=w'A a=0 a=-0*A
{ — = - T
"y O +A 1

15.4. irudia. Elongazioak, abiadurak eta arzeleravioak oszilazioaren mutu-
fretan eld zentroan dituzien balioak.

Higidura harmonikcaren azterketa dinamikoari gagorkiols, demagun partikula
higikorraren masa m dela. cta aplika dezagun Newlon-en bigarren legea;

<+

F=ma=m—r. (15-9)
Koentuan har bedi. hcmen ez dugula erabili behar zertasun bektorialik, gure aztergaia
norabide bakarreko higidura da eta; horregatik, nahikoa da moduluaz. Bestalde, arestian

atera dugunez, higidura harmonikean ondoko erlazioa betetzen da:

a=-@%. 15— 1)
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Azken erlazio bietatik ekuazio hau lor dezakegu:
dx
——+@'x=0. (15-11
dt
Ekuario horr higidura harmonikoaren ekuazio diferentziala deritzo, eta beraren inte-
resgarritasuna Mekanikaren arloa ez eze, Fisikaren beste hainbat arlotara hedatzen da. [zan
ere, demagun zirkuitu elektriko baten azterketan ari garela, eta egindako ikerketen
ondorioz, [ korronte-intentsitateari dagokion ekuazio deferentziala lortu duguls, zeing
tankera honetakoa den,
d’I
di*

+BI=0 (B>0 etakonstantea izanik). (15-12)

Begi bistan dagoenez, ekuazio hau eta lehentxoago ikusi duguna erabat antzekoak
dira; hots, tankera matematiko berekoak dira, behinik behin. Antzekotasun horretan
finkaturik, ondokoak baiezta ditzakegu:

— batetik, zirkuituak daroan korrontea era harmonikean aldatzen da, hau da, denbora-
epe finko eta erregularretan korrontearen noranzkoa aldatu egiten da, eta aldiune
zehatz batzuetan anulatu egiten da (hain zuzen ere, noranzkoaz aldatzera doanean)
eta har ditzakeen balicak maximoa den batek mugaturik daude;

>

- bestetik, korrontearen aldaketen maiztasun angeluarra hauxe da:
w=B. (15-13)

Hemendik, erraz lor ditzakegu T periodoa eta ¥ maiztasuna.

Berrirc ere Mekanikara itzulirik, azter ditzagun, adibide gisa, higidura harmonikora,
edo, ikusiko dugunez, ia-ia harmonikora moldatzen diren zenbait kasu,

15.2.1. Malguki bati loturiko partikula

Jakina denez, malguki bat luzatzean edota laburtzean, beraren elastikotasunaren
kausaz, deformazicarekin nolabait erlazionaturik dagoen indar bat sortzen du malgukiak.
Erlazio hau mota desberdin askotakoa izan daiteke, guztion arteko sinpleena ‘linealak’
deritzen malgukiei dagokiena izanik. Beraz, honelako malguki bat erabiltzean, ondokoa da
malgukiak sortutako indarra, deformazioaren funtzioan:

F=—kx, {15 - 14

Erlazio honetan, k delakoa malgukiaren ezaugarria da, konstante elastikoa deritzona,
beraren dimentsicak |EF- L 'f edo [M - T} izanik. Bestalde, x delakoa malgukiak pairatzen
duen deformazica da, nahiz luzapena izan, nahiz Jaburpena izan. Bistakoa denez, malgu-
kiak pairatutako deformazioa eta sortutako indarra elkarren aurkako noranzkokoak dira.

Honelake malguki bati m masako partikula bat lotzen badiogu, eta hau bere oreka-
-posiziotik aldendu eta gero askatzen badugu, partikularen gainean eragiten duten indarrak
15.5. irudian ageri direnak dira {diogun, bide batez, inolako marruskadurarik ez dagoela
suposatu dugula, eta halaber, malgukiaren masa arbuiagarria dela kontsideratuko dugula).
Beraz, pariikularen higidurari dagozkion ekuazioak ondokoak izango dira:
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(A L LA L i
| N
F=—lx ~—

.

15.5. frudia. Malgukia-partikula sistema. x elongarioa izalean eragiten ari
diren indarrak.

F=-kx=ma, {15 15a)
N-mg=0. {15 - 15h)
Horietako lehenengotik, ekuazio hau lor dezakegu:
2 2
—kx:md—x - ﬂ+—k—.\‘=(]. (15~ 16}

dr® dt*  m

Azk.m ekuazio hori ikusila, hauxe ondoriozta dezakegu, alegia, partikalak oszilazio
harmonik-ak egingo ditela, eta horien maiztasun angeluarra @ = &/ m izango dela.

15.2.2. Pendulu sinplea

Labur esanda, m masa duen partikula bat, zeina ! luzerako hari batetik zintzilik
dagoen, horixe da penduiu sinplea. Lehenengo adibidean bezala, oraingoan cre ez duga
marruskadurarik kontuan hartuko, eta hariaren masa arbuiatuke dugu. Bestalde, pendulu
sinplea aztertzean, haria zurrana dela kontsideratu ohi da, alegia, ¢z dela deformatzen.

Beh:n oreka-posiziotik aterata cta aske lagata, pendulua etengabeko tiki-taka batean
hasten da, ondoko ekuazioen arabera {ikus [5.6. irudia):

F, =—mgsing = ma,, (15~ 17a)
a, =1£—i;;q_ {15 - 17h;
dr*

Bi ekvazio horietatik, beste hau lortuko dugu:

%;TSJr%sinezoA (15— 1g)

Azkenez lortu dugusa, pendulu sinplearen higidura-ckuazioa alegia, oszilazio harmo-
mkoen ekuazio diferentzialaren tankera bertsukoa da, bere-berekoa ez bada ere, 6-ren ordez
sind funtzioa baitu. Dena den. angelu txikietarako betetzen den sinf — 6 baliokidetza
aplikatuz, aise konpon dezakegu fiabardura hori, zeren sinf = 8 ¢cginez,

AL 1) (15-19)
d {
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15.6. irudia. Pendulu sinplea.

Eta hemendik hauxe ondorioztatuko dugu, hots, pendulu sinplearen oszilazioak,
anplitude txikikoak direnean, ia-ia harmonikoak direla, beraien periodoa ondekoa izanik:

2 7
Tz—"’:z:rr\F (15 - 20)
® g

Ohar modura diogun ezen pendulu sinplearen higidura aztertzean, norabide tangenizialean
eragiten duen F, ndarra besterik ez dugula kontuan hartu, norabide normalean eragiten
dutenek —hariaren tentsioak eta pisuaren osagai erradialak alegia— gure helburuetarako
ezelako garrantzirik ez dutelako. Bestalde, anplitude angeluarra txikia ez denean, sing =~ 8
hurbitketa ez da egokia, eta orduan honelaxe adieraz dezakegu periodoa:

i, b 1,

T=2r [—|l+—6; +—=8; +...}, (5-20
g 16 3072

non 8, delakoa anplitude angeluarra den (radianetan emanik, noski). Dena den, §, txikia
denean, emaitza hau (13 - 20) adierazpenekoaren 0so antzekoa dela ikus daiteke.

15.2.3. Pendulu fisikoa

Demagun 15.7. irudiko solidoa, zeina O ardatz finkotik esekita dagoen, beraren masa
m, eta (77 grabitate-zentrotik bira-ardatzerako distantzia b izanik. Solidoaren higidura
aztertzean, aurreko adibideetan egin dugun legez, inongo marruskadurik ez dagoela
suposatuko dugu,

Hain zuzen, 9. gaian ikusi genuenez, gure solidoaren biraketa-higidura ondoko
ekuazioaren araberakoa da:
2
1'=I(x=1d—?. {15-22)
dr
I delakca O puntuarekike inertzia-momentua izanik. Irudian erakutsitako posizioan, hauxe
da O ardatzarekiko indar-momentua;

T=~mgh siné. (15-23)
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¥ mg

15.7. irudia. Peadulo fisikon,

Avken ekuazio biok bateratuz. beste hau alera desakegu:

dg? N mgh
dr

sinfd=0. {15-24)

Aurreko adibidean gertatu zaigun era berean, pendulu fisikoaren higidura-ekuvazioa ez
da zeharki oszilazio harmoenikoel dagokicna, hemen ere sinf ageri baitzaigu. Hala eta
guztiz ere, pendulu sinplearen kasuan erabilitako ildo berberari jarraituz, anplitude txikiko
oszilazioak ia-ia harmonikoak direla esan dezakegu. Hurbilketa hort onartuta, hona hemen
pendulu fistkoaren higiduraren periodoa:

r=2m 57 (15-25)

15.3. OSZILAZIO HARMONIKOETAKQ ENERGIA

Berriro ere eredu mekanikoaz baliatuko gara energiaren gorabeherak aztertzeko. aldez
aurretik jakinaraziz ezen loruko ditugun emaitzak Fisikaren beste arlo askotara hedagarriak
direla. Beraz, F = —kx indar elastikoaren craginpean higitzen ari den partikula hartuko dugu
aziergai.

Geroxeago frogatuke dugunez, planteaturiko indar clastikoa kontserbakorra da, eta,
energia osoari gagozkiolarik, zati bitan banatuta kontsideratuko dugu, alegia. energia
zinetikoa eta energia poteniziala.

— Energia zinetikoa. Higidura harmonikoaren abiaduraren eta posizicaren arteko
(15-7) erlazioan oinarriturik, honelaxe idatz dezakegu energia zinetikoa:

£ :%mu2 Z%mwl(ﬁ:—.tl). {15-26)
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Bestalde, atal honetako hasieran @, & eta m magnitudeak lotzen dituen (15-16} adieraz-
pena gogoratuz, horien arabera @ =+/k/m denez, honelaxe geratuko zaigu energia
zinetikoa:

Ekzék(flz~x3). (15-27)

— Energia potenfziala. Indar kontserbakorrak zztertzean (7. gaia), ondoko erlaziora
heldu ginen:

F=_VE, (15 - 28)

P

Dimentsio bakarreko kasuan, aurreko erlazioak oso tankera sinplifikatua hartzen du,
indarraren moduluaz, hauxe hain zuzen ere:

dE
F:—ﬁ. {15-29)

Aurreko adierazpena planteatu dugun indarrari aplikatuz gero, honako energia
potenizial elastiko hau geratuko zaigu:

dE,
- =, (15— 30)

dx
dE, = kxdx, (15 - 31)

1
E, ==k’ +K. (15-32)

Integraziotik sorturiko K konstantea baztertzeko asmez, hauxe onartuko dugu
usadioari amore emanez, alegia, x = 0 denean energia potentziala ere nulua dels (£, = 0).
Beraz, x elongazicaren edozein baliotarako, hauxe da energia potentzialaren adierazpena:

1
E =—k. {15-3%)
2
Azkenez higidura harmonikoari dagokion energia osoa —hibrazio-energia cre
deitutakoa— lortzeko, berau osatzen duten zati biak, zinetikoa eta potentziala alegia, batu
besterik ez dugu egin behar, hots:

. 1 2 1
E=E +E, =2 k(A" —x") 4 —kx’ = = kA” = ktea (15-34)
2 2 2
Aurreko guztia laburbiiduz, higidura harmonikoan, eta antzekoak diren beste feno-
meno oszijakor askotan ere, energia osoa kontserbatu egiten da, energia zinetikoz eta
potentziala etengabe aldatuz doazen arren.

Energiari eskainitako atalart bukaera emateko, ondoko 15.8. trudia aztertuko dugu,
non energia zinetikoaren {goranzko parabola) eta potentzialaren (beheranzko parabola)
bilakaera grafikoki adierazi den, beraien baturak, hots, cnergia osoak, beti erc konstante
dirauela azpimarratuz,
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15.8. irudia. Higidura harmonikoaren encrgia zinetikoa eta energia poten-
tziala, elongazioaren arabera.

Ageri denez, oreka-posizioan {x = 0} energia osoa era zinetikoan dago; horrela, ener-
gia zinetikoa maximoa da, lehenago ikusi duguner, oreka-posizican abiaduraren balica
absolutua maximoa da eta. [bilbidearen muturretan (x = xA). berriz, energia zinetikoa
anulatu egiten da, puntuotan partikula higikorra, une batean hada ere, gelditu egiten baita.

Energia potentzialari dagokionez, beraren bilakaera aztertzeko nahikoa da 7. gaian
azaldutakoa hemengo kasu honi aplikatzea,

15,4, OSZHLAZIO HARMONIKOEN KONPOSIZIOA

Berrire ere eredu mekanikoart loturik, aldi berean oszilazio biren eraginpean ari den parti-
kula baten higidura erresultantea arakatzeari ekingo diogu atal honetan, eta horretarako,
ondoko kasu berezietan finkatuko gara:

1. Norabide eta maiztasun bereko oszilazio biren konposizica.
2. Norabide bereko baina maiztasun desberdineko oszilazio biren konposizioa,

3. Norabide perpendikularretan eta maiztasun berberarekin gertatzen diren oszilazio
biren konposizioa.

Hiru kasuetan gaineczarmenaren printzipioan oinarrituko gara higidura erresuliantea
lortzeko. Has gaitezen, ba, kasuok banan-banan aziertzen.

15.4.1. Norabide eta maiztasun bereko oszilazioen konposizioa

Pentsa dezagun 15.9. irudian adierazitako muntaia darabilgula, non H higikaria, M
malgukiak eraginik, B barrarekiko oszilatzen ari den. Aldi berean, B barra ere oszilatzen ari
dz norabide horizontalean kanpoko eragin baten ondorioz, aipatutako oszilazio biak
maiztasun berekoak 1zantk.
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15.9. irudia. B barra gszilatzen ari da. Aldi berean, H higikaria B bamrarekike
oszlatyren ari da.

Gure helburua hauxe da, hots, higidura erresultantea zein den erdiestea, sisternatik kanpo
dagoen edozein behatzailerekiko. Horretarako, demagun oszilazicen adierazpen matema-
tikoak ondoko hauek direla:
x, = A, sin{exX + ), €15 —35a)
X, = A, sin{ax + ), {15 35Db)
x, delakoa barrak kanpoko behatzailearekiko duen elongazioa izanik, eta x, delakos higika-

riak barrarekiko duena. Gainezarmenaren printzipioaren arabera, hauxe izango da bila ari
garen higidura erresultantearen ekuazioa:

x=x +Xx,=A, sin{ar + @) + A, sin{ax + ¢,). {15 -36)

Hain zuzen, x,(2), x,{r) eta x{#) adierazpenek emandake higidurak 15.10. irudian ageri den
modura irudikatzen dira, zein bere bekfore biratzailearen eskemaren bitartez,

A (1
]

15.1i ¥rudia. x, eta x, higiduren eta beraien konposizicaren bektore biratza:-
leen bidezko adierazpena.
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x eta x, higidurak maiztasun berekoak direncz, fasoreen @ abiadura angeluarra ber-
bera da. ¢la A, ¢1a A, bektoreek pausagunean diraute elkarrekiko, eta irudian biek
osatutako paralelogramoa bloke modura ari da biraka. Horrela, paralelogramoaren
diagonalak, A bektoreak alegia, higidura erresultantea adicraziko digu. Horren anplitudea,
hots. A bektorearen modulua, etz ¢ hasicrako fasca crraz atera daitezke kosinuaren
teorcmaren bidez, emaitzak havexek izanik:

A= AL+ Al +2A4,c05(0, — @), (15-37)

A sing, + A, sing,
A.cos, + A, cos @, '

= arcian (15-38)

Arkenez, ondokoa ondoriozla dezakegu, alegia. norabide cta maiztasun bercko oszilazio
harmoniko hiren hilketlarz, beste oszilazio harmoniko bat sortzen dela, zeinaren maiztasuna
lehenengo biei dagokien berbera den, cta zcinaren anplitudea eta hasierako lasea gotko
adierazpenctan cimandakoak diren.

15.4.2. Norabide berbera baina maiztasun desberdinak dituzten oszilagioen konposizioa

Aurreko kasuan crakutlsi dugon muntaiari berriro ere helduz. kontsidera dezagun
oraingo honetan, H higikariak B barrarekiko egiten dituen oszilazioen maiztasuna eta
barraren higidurari dagokiona desberdinak direls. Hau da, era matematikoan adicrazita,
aurrckoen ordez honako havek idatziko ditugu. @, 2 w» izanik:

Xy = A sinat, (15— 39a)
¥, = AL SInast. (15 — 39b}

Hemen ¢, = @, = 0 dela suposatu dugu. balako suposizioak ¢z baitio emaitzari orokortasu-
nik kentzen, eta, bide batez, kalkuluak nabarmenki errazten baititu.

. |

15.11. frudia. Maiztasun desherdineko bektore biratzailecn kasuan. (@ - @)
angelua aldakorra da.

Lehenengo kasuan urratutako arrazoibide berbera erabiliz, berriro ere bektore bira-
tzaileen eskemaz balintuke gara bigarren haw ebazteko (15.11 rudia), cla gainezar-
menaren printzipioa aplikatuz, hauxe izango da higidura erresuliantea:

X=X+ x5 = A syt + A, Singyl. (15 - ¥
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Kontuan hartu beharreko fiabardura garranizitsuena honako hau da, hots, x, eta x.
oszilazioen maiztasun desberdinak direla kausa, irudiko paralelogramoa ez dela bloke
modura biraka aritzen, eta, beraz, bektorearen modulua —higidura erresultantearen
‘anplitudea’ nonbait— konstante iraun barik aldatuz deala aldiunez aldiune.

Kalkula dezagun, ba, sasianplitude horren balioa edozein aldiunetan. Hain justa,
15.11. irudian ikus daitekeenez, -

I ’
A=A+ AT +2AA, cos{w, —w, ). (15 -41)

Kosinu funtzicaren balioak —1 < cos{w, — ax)t < +1 tartekoak direla gogoraraziz, sasian-
plitudearen muga absolutuak hauexek izango dira:

Ao = A + A, = cos{m -, )i =1, edo {@ — @, )t =2n7 denean;
Ama =|A — & = cos{@, —@,)t=—1, edo (@, ~@,)t =(2n+1)7 dencan.

Bestalde, A-ren aldaketen maiztasun angeluarra eta periodoa ondokozk ditugu:

2 2

w, ‘—‘|G!)| —w2|, TA =;=F&)I.
A 1 2

(15— 42)

Ondoke 15.12. iradian x{f) grafikca erakusten da, bide batez bertan A-ren bitakaera
puntuka emanez. Anplitude aldakorrei —era honetakoei zein beste eratakoei ere— anplitude
modulatuak deitu ohi zaie hizkera teknikoan.

ix

A+A Fsocm—— oo

|4, - 4]

15.12. irudia. Maiztasun desberdineko bi oszilazioen konposizicaz lortzen
den higidura.

x, ela X, oszilazioak anplitude berekoak direnean, konposizioa aski sinplifikaturik
geratzen da matematikaren ikuspuntutik, ondoren ikus dezakegunez;

X=x+x, :[2Acos(%:ﬂsin[-ﬂ%:). {15-42)
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Emaitza horri dagokion grafikoa ondoko 15.13. irudiae ageri dena da, non, bistakoa
denez, sasianplitudearen muga-balio absolutuak A, =0 eta A, = 24 diren.

[, ~ )|

15.13. irudia. Maiztasun desherdineko baina anplitude berdineko bi oszila-
zioren konposizioa,

15.4.3. Norabide perpendikularretako oszilaziven konposizioa

Azkener, 1. eta 2. kasyetan ideiak finkatzeko asmatu dugun tramankuiua beste modu
batez erabiliko dugu 3. kasu honetan. Hain zuzen, higikaria barraren alde batetik bestera ari
den bitartean, barrak berekiko norabide perpendikularrean jardungo du oszilatzen, higidura
bion maiztasuna berbera izanik (15.14. irudia). Hauven anplitzdeak A eta B letren bidez
adieraziko ditugu, norabideak bereizteko x eta y ardatzak erabiliz. Hona hemen, ba, oszilta-
zio biak matematikoki idatzita:

X = A sinax, (15— 44)
y = Bsin(mt + ). (15 - 45)
o
y pta l
A
x

15.14. irudia. Barra eta malgukiaren oszilazioak norabide perpendikularretan
gerlatzen ani dira,

Argi dagoenez, lehenengo oszilazioan hasierako fase nulua egokitu zaio. jokabide
horrek eragiketak nabarmenki errazten baititu; zer esanik ¢z, horrek ez die kentzen ezelako
orokortasunik ondorioet.

Has gaitezen goiko ekuazioetatik : denbora ezabatzen, Hara:

X (15 — 46)

. . x I
x=Asingl — SINEY =-—- = COSWHF = T
A VoA
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2
y = B(sinx cos 8 + cos axsind} - % = icos@ + \} 1 %sinﬁ. {15-47)

¥y 2cosé

A2 B AB

Xy =sin*8. (15— 48}

Hauxe du higikariaren ibilbidearen ekuazio cartesiarra, 2eina elipse-tankerakoa den,
hain zuzen ere. Hortik, era crokorrean ondokoa esan dezakegu, alegia, maiztasun berarekin
eta norabide perpendikularretan gertaizen diren oszilazio harmoniko bi konposatzean higi-
dura eliptikoa sortzen dela,

Ondoren, kasu berezi batzuen azterketa egingo dugu, & angeluaren zenbait baliota-
rako. '

- & = (. Oszilazioak elkarrekiko fasean daude, edo fase berekoak dira. Aurreko
balioa emaitza orokorrera eramanda, ekuazio'hau dugu:
2 2
£y B
—+=-2xy=0->y=—x. 15-49
PO y=- { )

Hitz guixitan esanda, elkarrekin fasean dauden oszilazio perpendikularren konpo-
siziotik, fase berekoa den beste oszilazio zuzen bat lortzen da (15.15. frudia).

]

—-———-1
!
I
t
]
L
[
;
|
!
|
1
1
|

15.15. irudia. & = © desfaseari dagokion oszilazio konposatna.

— &=10 izan barik, & = & balitz {fase-aurkako oszilazicak), ondoricak oraintsu atera
ditugunen antzekoak lirateke, ibilbidearen norabideari dagokionez salbu, zeina
15.15. rudiko paralelogramoaren beste diagonalarena litzatekeen.

Edozein kasutan ere, higidura erresultantearen anplitudea vA” + B® da, jatorritik
higikarirako distantzia, ¢ aldiunean, hauxe izanik:

r=i+y =JA + Bsiner. (15 - 50)

—~ & = a/2. Kasu honetan ere, aurrekoan erabilitako Jjokabide berberari jarraituz,
emaitza orokorrera eramango dugu 8 = /2 balioa, eta ondokoa lortuko dugu:
2 2

x, +y—2:l.
A" B

(15-51)
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Ekuazio hori {5.16. irudiko elipseari dagekio, zeina higikariak erlojuaren orratzen
noranzkoan ibiltzen duen. Hasierako higiduren anplitudesk (4 eta B) balio bere-
koak suertatuz gero, elipsea zirkunferentzia bihurtzen da, aise uler daitekeenez.

¥

15.16. irudia. §= &2 desfaseari dugokion konposizioa.

— & = 382 balitz, ondorioak aurreko kasuan agertu zaizkigunen bezalatsukoak
firateke, higiduraren noranzkoa izan ezik, alderantzizkoa litzakeke cta.

Azkenez, oszilazio perpendikularren konposizioar: bukaera emanez, aipa dezagun,
azalcko aipamena egiteko besterik ez bada ere. batu beharreko higidurak maiztasun
berekoak ez direnean gertatzen dena. Horrelako kassetako ibilbide erresultanteak eite
askotakeak izan daitezke, beti ere harrigacri samarrak diren eitekoak egia esan, oro har
Lissajous-en kurbak deritzenak. eta zenbait liburuk bitxikeria moduan agertzen dituztenak.
Chiturari jarraikiz. guk ere horietako kurba batzuk eskaini ditugu 15.17. irndian, hasterako
& fase-diferentziaren zenbait baliotarako, maiztasunen arteko zatidura 1:1, 1:2 eta 1:3 izanik.

0,:0,

F 7O\
»IRE
=SEZ

15.17. irudia. Norabide perpendikuiarreiako higidura oszilakorren konposi-
zion: Lissajous-en kurbak,

15.5. BILAKABIDE IRAUNGIKORRAK. OSZILAGAILU INDARGETUA

Orain arte oszilazio harmonikoak aztertzen aritu gara, prozesu-mota horiek zeharo teori-
koak direla aldez aurretik adierazirik. lzar cre, 15.3. atalean oszilazio harmonikoen energia
oscak konstante dirauela jkusi dugu. Haatik, errealitatean besterik gertatzen da bibrazio-
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-fenomenoetan; hots, zenbait bilakabide direla kausa, oszilagailuak darabilen energia
txikituz doa, eta honekin batera oszilazioen anplitudea ere. Adibide gisa, autoetako
indargetzaileena ipin dezakegu. Jakina denez, txasisaren eta gurpilen ardatzen arteko Iotura
malguki bidez egiten da (kasu batzuetan, malgukien ordez balaztak erabiltzen dira; gure
arrazonamenduari berdintsu dic baina). Hori besterik erabiliko ez balitz, crrepideko zulo-
gune bakoitzetik pasatzean, kotxea etengabeko oszilazican hasiko litzateke, gora eta behera,
behera eta gora, egonkortasun-egoerari ezin eutsiz eta bidaiarien erosotasuna erabat hau-
tsiz. Batere atsegina ez den efektu hori motel dadin, malgukiez gainera beste pieza batzuk
kokatzen dira txasisaren eta ardatzen artean, indargetzaileak hain zuzen ere. Indargetzailea-
ren mutur bat txasisean ezartzen da, bestea ardatzari tinkatzen zaic. Txasisa ardatzarekiko
goranzko eta beheranzko higidura erlatiboan hastean, indargetzaileak daukan enboloa
biskositate handiko fluido baten barncan higitzera beharturik dago, eta fluidoak egiten dion
erresistentzia dela medio oszilazioen energia galduz doa, bide batez higiduraren anplitudea
gero cta txikiagoa gertatuz. Zer esanik ez. moteltze-prozesua laburragoa edota luzeagoa
izan daiteke, erabilitako indargetzaile-motaren arabera,

Oszilazio indargetuen gaiari heltzeko, aipatu dugun adibidea baino egokiagorik nekez
topa genezake, eta hori abiapuntutzat harturik arituko gara. Tzan ere, ibilgailuen esckidura-
-sisteman indar-mota bik dihardute: kontserbakorra bata, malgukiak sorturikea; eta iraun-
gikorra bestea, indargetzaileen barmmeko marruskadurari zor zaiona. Lehenengoa, enboloa-
ren bere oreka-posiziotiko x desplazamenduaren proportzionala da; bigarrena, ostera,
enboloaren fluidoarckiko v abiadura erlatiboaren proportzionala. Hona hemen indar bakoi-
tzari dagokion adierazpen matematikoa:

F,=-kx  (indar elastikoa; kontserbakorra),
Fy=-Av  {marruskadura-indarra; iraungikorra).

Aurreko adierazpenetan, ibilgailuak bere esekidura-sisteman darabiltzan malguki
guztien konstante elastikoak & koefizienteak biltzen ditu nolabait; bestalde, A koefizientea
indargetzaileen bameko fluidoaren biskositatearen menpekoa da.

Masa oszilakorra —ibilgailuarena berarena, alegia— m dela suposaturik, bibrazioei
dagokien ekuazioa ondokosa izango da:

F=F +F,= ma, {15-352)
d*x

—kx-Av=m—=, {I5-53)
dt”

Y (15— 54)
dt de”

Bistakoa denez, ekuazio hort —zeinari oszilazio indargetuen ekuazio diferentziala
deritzon— ez da oszilazio harmonikoei dagokiena (ikus bedi 15.2. atala). Bien arteko des-
berdintasuna -Adx/dy gaian datza, espero izatekoa zenez, oszilazicak motelarazten dituena
bera baita. Gai berri honen agerpenak zerbait korapilatzen digu arazoa, matematikaren
ikuspuntutik bestetik ¢z bada cre. Dena den, eragiketa matematikoak sakonki aztertzea
helburutzat ez dugunez, ematiza fisikoak erakustera mugatuko gara,
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Lehenbizi, emaitza fisikoen azalpena ahalik eta era laburrenean gerta dakigun, lortu
dugun ekuazioan idazkerako aldaketa zenbait egitea komeni zaign. Hain zuzen,

— =2y - cla —’:m[; (15 -355)

ipiniko ditugu; herrela, ekuazioak honako itxura haw hartuko du:

d°x +2y dx
dr’ dr

A opx =0, (15 - 56)

Awnrera jo baino lehen, diogun ezen arestian sartu ditugun koefiziente berrietako bat,
ay delakoa hain zuzen, ez dela kocfiziente matematiko hutsa, esanguora fisikoa ere bado eta.
[zan cre, 15.2.. adibidean ikusi genuenez, +'k/m baltoa indargetzerik gabeko oszilazioen
maiztasun angeluarra Jo, eta horrexegatik @, delakoari oszilagailuaren oinarrizko maizia-
sun angeluurra Jeite ¢hi zaio,

Bewmiro ere hariarr gagozkiola, tarteko cragiketa guztien gainetik jauzi eginda, nagu-

siak diren kasu biok aipatu eta kuatitatiboki aztertuko ditugu, ondorio fisikoak zer noiakoak
diren azaltzeko asinotan:

15.5.1. Indargetze txikia

¥ < & denean, ekuazio diferentzialaren emaitza honelakoa da,
x =AeTsin(ar + @), {15 - 57)

nen A-ren eta ¢-ren balioak hasierako baldinizen menpekoak diren. Bestalde, e-ren balioa
ondokoa da:

4

w=Ao, -7 (15-58)

Alhoko 15.18. irudian kasu honi dagokion grafikoa erakuisi da. Bertan nabarmen ikus
daitckeencz, oszilazioen sasianplitudea, konstante iraun barik, denboran zchar txikiagotuz
doa {puntnka adieraziteko kurba), txikiagotze hori indargetze-prozesuaren onderio zuzena
izanik.

A 4
Asing ¥ 3

15.18. irndig. Higidura oszilakor indarpetua. Anplituden txikiagotuz doa.
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15.5.2, Indargetze handia

¥ > &, denean. Kasu honetako emaitza 15.19. irudian ageri den beheratze exponen-
tziala da. Agerian dagoenez, hemen oszilazioez mintzatzeak ere bere esangura galtzen du
erabat; izan ere, indar iraungikorraren eragina hain da handia, ezen oszilazio soil bat ere
buratzea ozlopatzen eta gaiarazten duela; alegia, elongazioaren balioa ez da zeinuz aldaizen.
Beraz, behin oszilagailua bere oreka-posiziotik desplazatu etz askatu ondoren, bertara
abiatzen da, hortik bestalderantz sekula pasatu gabe. Kasu honen adibiderik ezagunena,
zenbat bulegotako ateetan erabiltzen diren indargetzaileetan aurki dezakegu.

Ohar gisa, aipaturiko bi kasuen arteko muga-kasuz ere badagoela esan dezakegu,
indargetze kritikoa deritzonari dagokiona (¥ = @, denean). Dena den, hemen ez dugu
horretaz gehiagorik sakonduko.

x4

Age™

t

15.19. irndia. Indargetzes handia denean, ez dago oszilaziorik, cta elongazioa
esponeniziaiki motelduz doa.

Atal honetan barrena ikusitakoaren laburpen modura, diegun indargetze-prozesuak
oszilagailuari dagekion energiaren galera dakarrela, hots, higitzen diharduen bitartean
oszilagailua bere energia galduz doala, inguruneari emanez; horren ondorioz, higidura
erabat amaitu arte, bibrazioaren anplitudea gero eta txikiagoa da.

15.6. OSZILAZIO BORTXA TUAK: ERRESONANTZIA

Aurreko kasu guztietan, behin hasierako baldintzak emanik, oszilagailua bere kontura
oszilatzen an zela kontsideratu dugu, indargetze-indarraz aparteko inolako kanpo-indar
eragilerik gabe. Demagun, orain, bibratzen ari den oszilagaile indargetu bati kanpoko indar
batek eragiten diola. Biz

F, = Fcosa,t (15 -359)
aipaturiko indar eragilearen adierazpena. Beraz, 15.5. ataleko F, indar kontserbakorraz eta

F, indar iraungikorraz gainera F, indar eragilea lanean ari denean, hauxe da higiduraren
ekuazioa:

F=F,+F,+F,=ma, (15 - 60)
—kx — AU+ Fcosw,t = ma. {I5-61)
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Aurreko atalean sartutako yeta oy koelizienteak berriro erabiliz, eta urrats matema-
tiko sinple batzuk emancz. ekuazio hac lortuko dugu:
d'x dv . F
— 2y —+w,x=—TLcosw,l. (15-62;
dt dt m
Ekuazio horri aszifacio borixatuen ekuazio diferentziala deriizo. Beraren cbazpena luzeegia
denez gero. beste barik emaitza idatzi eta aztertu egingo dugu,

Emuaitza orokorra osatzen duten gaiak honako hauek dira:

a) Egoera iragankorrari dagokiona, zeina oszilazio indargetuetan azaldu dugunaren
anizekoa den. Hasieran. bibrazioaren lehenengo aldiuncetan batik bat, gai honek
bere garrantzia badu ere, laster bihurtzen da arbuiagarr, ondoren aipatuko dugun
bigarren gaiarekin alderaturik. Hortik datorkio ‘iragankor’ izens eta horrexegatik
hemen ez dugu kontuan hartuko.

b) Egoera iraunkorrari dagokiona. Izenak berak dioskunez, hauxe da iraun egiten
duen gaia eta, beraz. beronen azterketari ckingo diogu. Hona hemen, ba, emaitza
orokorraren gai iraunkorra, oszilazio bortxatuak sorrarazien dituena, ale gia:

x=Asm(ors — @) {15-63)

Tkus daitekeenez. oszilazio bortxatuen maiziasun angeluarra indar eragilearen oszila-

zioarena da. A anplitudeari eta ¢ hasierako faseari dagokienez, garatuko c7 ditugun eragi-
keta astun batzuk burutu ondoren, hauexek dira lortuko ditugun balicak:

Ao holm (15— 64)

\j'(wf —w; )1 + 4y’ ,

gozarctan—w‘z'-i%. (15— 65)
Y@

4

2

Aurreko guztia ikusirik, orain bagaude prest oszilazio bortxatuen mamiari heltzeko.
Has gaitezen, ba, oszilagailuaren abiadura erdiesten. Honakoa da:
dx @ lm
BD=—= -
dt

.- - cos{w,1 — ) = v, cos{w,1 — ). (15 - 66)
\;(wf —wy ) +4y'w]

Aurrcko adierarpena laburtzeko asmotan. abiaduraren anplitudeari v, deitu diogu:
agerikoa dencz, horrek hainbeste parametroren menpekotasuna crakusten du, hara nola F,,
@, m... parametrocna. Menpekotasun horien guztien artean, bereziki interesgarria da, @,
maiztasun angeluarrarekikoa. cta hori aztertzen jardungo dugs hurrengo lerroetan,

Lehenengo cta behin, v, = fle,) funtzioaren grafikea lortzen saiatuko gara. Beraz,
u,-ren adierazpenetik erraz atera daitekeenez:

: F
w, —» 0 egitean, v, =, ~ da. {15-67)
L,

Hitz gutxitan, @, = 0 denean, v, = § da: eta @,-ren balio txikietarake, u, cla @,
lotzen dituen erlazioa lineala da, lehenbiziko hurbilketa batean behintzat,
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Bestaldetik, ondoko hau ere argi ikus dezakegu:

@, = oo ggitean, v, — 0. {1568}

Azkenez, v,-ren balio maximoa ateratzeko, beraren w,-rekiko deribatua egin beharko
genuke. Ez dugu, ordea, homelakorik egingo, luzeeg! joko luke cta; hortaz, berriro ere
emaitza zuzenki ematera mugatuko gara. Alboke 15.20. irudian ageri denez, abiaduraren
anplitu-dearen balio maximoa @, = &, denean gertatzen da.

5] “ Urnax

W, @

15.20. irudia, Oszilagailuy bortxatuaren abiadura maiztasun hortxatzailearen
funizioan. :

Ebazpide matematiko laburrari eskainitako azpiatal honi bukaera emateko, diogun,
ezen @, = &, denean, ¢ = G dela (ikus bedi lehenago emandako @-ren adierazpena).

QOrain, eman diezaicgun ateratako emaitza matematikoei beren esangura fisikoa, Hara:

— abiaduraren anplitudea maximoa denean, oszilagalluaren energia zinetikoa ere
maximoa da;

— egoera hori suerta dadin, indar eragilearen maiztasunak oszilagatiuaren oinarrizko
maiztasunaren balio berbera eduki behar du (@, = o), eta orduan oszilagailuaren
abiadura eta indar eragilea fasean ari dira (p=0).

Beste era batean esanda, baldintza horiek gertatuz gero, alegia @, = 6 eta, beraz, ¢ = 0
direnean, kanpoko iturri eragiletik oszilagailurako energia-trukea ezin hobea da. Hori dela
eta, aipatutako baldintzak betetzen direnean, energia-erresonantzia dagoela esaten da.

Ondoko 15.21. irudian, oszilagailuaren abiaduraren eta indar eragilearen bilakaerak
erakutsi dira, energia-erresonantziaren kasuan. Bertan ikus daitekeenez, bata maximoa de-
nean, bestea ere maximoa da; bata anulatzen deneko unean, bestea ere anulatzen da; batak
noranzkoaz aldatzen duenean, bestesk ere aldatu egiten du; etab. Hitz batez, zeharo fasean
ari dira denboran zehar.

Errescnantziaren fenomenoari eman diogun gainbegirada honetan gogotik ahalegin-
duko bagina ere, nekez lortuko genuke beraren garrantzia behar den moduan azpima-
rratzea. [zan ere, teknikaren arloan, eraikunizan konkretuki, nahiz zientziaren arloan, Fisika
atomikoan batik bat, ugar jazotzen dirz era bateko edo besteko erresonantziak. Dena den,
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esandako eremuak darabilgun mailatik at dasdenez, diogun liburu henetan bertan erre-
sonantziaren adibide ezagunenetako bat ikertzeko aukera izango dugula, korronte alternoart
eskainitako gaian hain zuzen ere (23, gaia).

|

o
n

15.21. jrudia. Encrgia-erresonantziaren kasuan (&, = o3, deneun), indarraren
ela abixduraren adicrazpen grafikoa.

15.7. OSZILAGAILUAREN INPEDANTZIA

Aurreko lerroetan aipaturiko korronte alternoaren gaian ikusiko dugunez, korronte alternca
daroaten zirkuituak aztertzean, magnitude berri batzuk erabili beharko ditugu. Magnitude
horiek Elektrikan ez ezik Fisikaren beste zenbait arlotan ere lagungarri gerta daitezkeela
kontnan izanik, oraingo atal honetan horien lehenbiziko azalpena egingo dugn.

Magnitndeon sorrera zikuitu elektrikoen teoriari irmoki estekaturik dagoencz, egokitu
zaizkien izenel elektrizitate-kutsua darie argi eta garbi; halarik ere, esan bezala, korronte
alternoaren esparruaz gainera, beste zenbaitetan ere badago haietaz baliatzeko aukera.
Aurkeztu nahi ditugun magnitudeen nondik norakoa hobeki vler dadin, 15.6. atslean erahili
dugun oszitagailu bortxatuaren abiaduraren anplitudea berrartuko dugu. Hona hemen:

.ﬁ‘_m‘ {m

Y

—

{(15-69)

\,I(_w—z— mf;)z +4yw? .

Oratn, 15.5. atalean egindako ordezkapenak desegites komeni zaigu, goiko azalpenari
beste itxura bat ematearren. Hots,

=2 e Lo (15 - 70)
Fri m

direla gogoratuz, honelaxe idatz dezakegu abiaduraren anplitudea:

_Fomefm __ Fy ‘ (15 -71)

I." o L\ PR% i 2
BRI
b m m \ @,

(&}

p-
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Adierazpen horretatik abiatuta, zorioneko magnitude berrizk definitzen hasiko gara;

. k
- erreaktantzia: X = me, — —,
L3

L4

— erresistentzia: R = A,

| 2
— inpedantzia: Z = V‘[mw - i) + X =X+ R
o

L3

Esan beharrik ez dago, X, R eta Z magnitudeak lotzen dituen erlazioa 15.22. irudiko
tdangelu zuzenaren bitartez irudika daitekeela. Areago, triangeluan markatutako angelua,
15.6. atalean ageri den ¢ angelu berbera dela aise froga dezakegu, honelaxe hain zuzen:

2 a2 2 _ _
(p:arctanM = arctanw = arctanM = arctani‘ (15 -72)
27, (Al m)w, A R
Z
X
¢
R

15.22. irudia. Inpedanizien triangelua: erreaktantziz, erresistentzia eta inpe-
dantzia grafikoki adierazteko era.

Ondorioz, goiko uiangeluan, zeinari inpedantzien triangelua deitu ohi zaion, R-k eta
Z-k osatzen duten angeluak indar eragilearen eta oszilagailuaren abiaduraren arteko
desfasea adierazten du. Bukatzeko, zenbait kontsiderazio egingo ditugu ¢ angelu honek har
ditzakeen balicez:

— @ > 0 denean. Kasu honetan X > 0 da (edo ma, > &/w,), eta v atzeraturik doa
F.-rekiko bektore biratzaileen eskeman.

- @ < {} denean. Kasu henetan X < 0 da {edo mew, < k/w.), eta v aurreraturik doa
Frekiko. '

— @ = 0 denean. Kasn honetan X =  da (edo m@, = k/a,), eta v eta F, fase berean
doaz. Hauxe da, hain zuzen ere, 15.6. atalean aztertu dugun energia-erresonantzia-
ren fenomenoan betetzen den baldintza.






16. gaia

Uhinak

Fisikaren oinarrian dauden bi kontzeptu, partikularena eta uhinarena dira. Partikulatzat,
materia-kantitate txikia harizen dugu, eta, orain arte egin dugun modura, badakigu beraren
higidura aztertzen. Uhina zerbait desberdina da. Uhin kontzeptua olatuen higidurarekin
lotu ohi dugu, eta, izatez, uhin-fenomenoak zer diren adierazten digute olatuek.

Uhin hitzarekin, toki batean sorturiko perturbazioa inguruko puntuetara hedatzean
gertatzen den fenomeno fisikoa adierazi nahi dugu. Eta uhin kontzeptuaren barnean
lehenengo begiradan osc desberdintzat hartzen diren gertakariak biltzen dira, hala nols,
itsascko olatuak, soinua edota uhin elektromagnetikcak. Uhinei esker, azken batez,
seinaleak bidal daiterke puntu batetik bestera, nolabait esateko, materia bera bidali gabe.
Erraz ulertzekoa da, beraz, vhinen azterketak duen garrantzia.

Gai honetan uvhinen adierazpen orokerraz arituko gara, zer diren definituz, matemati-
koki nola adieraz daitezkeen ikusiz eta zenbait adibide aztertuz. Dena den, uhinen propie-
tate orokorren azterketa hurrenge gaiar cgingo dugu, eta uhin elektromagnetikoak eremu
elekfromagnetikoa aztertu ondorako ntziko ditugu.

16.1. UHINEN ADIERAZPEN MATEMATIKOA

Lehenik eta behin, uhina zertan datzan azalduko dugu. Hara! Espazioko puniu batean,
gertaera fisiko baten kausaz magnitude fisiko baten perturbazioa jazo da; ondoren
perturbazio hori inguruko puntuetara hedatu da ezpazioan zchar, eta puntu horictan
tagnitude fisiko berberaren perturbazioa gertatu da. Horrelako kasuetan uhin-fenomeno
baten aurrean gaudela esaten da. Beraz, bi faktore nagusik definitzen dituzte uhinak: mag-
nitude fisiko batek puntu batean duen aldakuntzak eta aldakuniza horren hedapenak. Tkus
dezagun, ba, nola adieraz dezakegun hori matematikoki:

Demagun & = fix) funtzioa, non f delakoa cdozein funtzio den, Hain zuzen, 16.1.
irudian, horrelako £ = flx) funtzio batekin batera, & = fix — a) eta &, = fix + a) funtzioak ere
adierazi ditugu.

Argi ikus daitekeenez, & = flx — a) funtzioak &-ren eite berbera du, baina a
distantziaz desplazaturik dago eskuin alderantz. Bestalde, &, = fx + a) funtzioak ere &-ren
eite berbera du, baina ezker alderantz desplazaturik dago, hau ere a distantziaz.
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J

a ; a j

R

16.1. irudia. £, cta &, funtzionk & funtzioa desplazatus tortu dira,

Funtzio desplazatuen eraiketa horretan finkaturik, @ = vr eginee, & = fix - wr) alegia,
denborarekin eskuin alderantz desplazatzen den funtzio bat lortuko da. Hain zuzen, 16.2.
irudietan funtzio horrek hiru aldiune desberdinetan dituen eitea eta kokapena adierazi dira.
Bertan ikus daitekeenez, desplazamenduaren —hau da, hedapenaren— abiadora v da.

§ &

"
N

E]

16.2. irudia. £ = fix — wr} funlvioaren adierazpena hiru aldiunctan.

Oprain, hasieran emandako definiziora izoliz,
Ex, ) =flx— vt (16-1)

funtziva eite berbera gorderik eskuin alderantz v abiaduraz hedatzen den uhin baten
adierazpen matematikoz dela esan dezakegu. Preseski, v delakoari hedatze-abiadura edo
Jase-abiadura deritzo. Bestalde, uhin hori distortsiorik gabe —hots, beti eite berberaz—
eta noranzko bakarrean hedatzen dela azpimarratu behar da. Modu berean eginez, era hone-
tan adieraziko da ezkerrerantz hedatzen art den uhina:

&, 1y = flx+ vr). (16 -2}

Ohar gisa dingnn ezen diment<in hakarrekn vhinak aztertzen ari garela. etz orckorpena
geroago egingo dugula.
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Dena den, orain arte uhinaren adierazpen zuzenaz jardun dugu, baina ez dugu gal-
detu ea matematikoki nondik datorren adierazpen hori edo, bestela esanda, uhin-fenomenca
zer ¢kuazio diferentzialen ebazpena den. Besterik gabe, uhin unidimentsionalari dagokion
ekuazio diferentziala idatziko dugu, eta ondoren, lehentxoago emaniko funtzioek ekuazio
hori betetzen dutenetz aztertuko dugn.

Uhinak deskribatzen dituen ekuazioa honako hau da:

2 2
%rf%, (16 -3}

bertan v delakoa fase-abiadura izanik. Ekuazio honek berdin balio du +x zein —x noranz-
koarekin hedatzen diren uhinetarako. :

Ekuazio horren soluzio orokorra hauxe da;
Ex.y=Flx+ o)+ fifx + ut). (16 -4)

Izatez, soluzio honetan bi uhin agertzen dira, bakoitza noranzko batean hedatzen dena.
Kasu konkretu batzuetan uhin batekin nahikoa izango da, eta beste batzuetan —islapenaren
edo vhin geldikorren kasuan, adibidez— biak erabili beharko ditugu.

Tkus dezagunm soluzic horrek goiko ekuazioa betetzen duela. Ondoko aldagaiak
erabiliz,

W =x-U eta w,=x+ U, (16 -5}

era honetara idatz ditzakegu deribatuak:

98 _oh 9 9__ o |
ax_au,-i-auz' & vau]+vauz' (16-6)
hid 2 2 z 2 2
9E_ThH L e _p3h 200 (167

ox? ou®  out’ o duj du;

eta, ikus daitekeenez, ebazpen horrek ongi betetzen du uhinen ekuazio diferentziala,
lehenagoko (16-3) delakoa alegia.

16.2. UHIN UNIDIMENTSIONAL HARMONIKOA

Orain arte esanikoan, uhina adierazteko erabili dugun f delakoa edozein funtzio izan da.
Hemen, adibide gisa, kasu berezi bat aztertuko dugu: uhin sinusoidal edo harmonikoaren
kasua. Bestalde, kasu hau oinarrizkoena da, zeren, vhin-funtzicaren Fourier-en analisia
eginez, edozein uhin periodike uhin harmonikoen batuketa modura idatz baitaiteke.

Uhin harmonikoaren adierazpen matematikoa hauxe da:
Ex, 1y = &, sin k(x — vn), (16 - 8)
non & delakoa uhin-zenbakia deritzon konstantea den.

Azter ditzagun adierazpen horren berezitasunak, Sinu funtzioa periodikoa izanik, eta
emandako vhina espazioaren eta denboraren funtzioa denez, uhinak bi eratako periodikota-
sunak ditu: espaziala eta denborala.
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— Periodikotasun espaziala. Demagun ¢ aldiunea eta bila ditzagun aldiune horretan
perlurbazio-egoera berean dauden bi puntu, horretarako, angeluz 27 balicaz handitzean
sinu funtzioa errepikatu egiten dela kontuan hartuz. hots,

Slen =& sink{(x—vr}=¢, sin[k(x - ut}+27x| =

:éus'ink[(x+2?;r)——w]:5[.\;4—2%.;]. (16-9

Beruz, aldiune batean perturbazioz modu berean ageri da x eta x + 24/k puntuetan
edo, bestela esanda, egoera fisikoa errepikatu egiten da espazican 247k luzera bakoitzeko.
Uhin harmonikoak periodikotasun espaziala duela csaten da; periode espavialari whin-
-fuzera deritzo. eta A ikurraz adierazien da:

1= (16 - 10)
k

16.3. irudia. Uhin-funtzicarcn adieraspen grafikoa 7 aldivaean.

Hain zuen ere, 16.3. irudian uhinaren adierazpen grafikoa dago. t aldiuncan. uhin-luzcraren
esangura agerturik.

— Periodikotasun denborala. Konisidera dezagun, bestetik, espazioko v puntua, eta
bila ditzagun puntu horretan perturbazio-egoera bereko bi aldiune:

Exny=& sink(x-w)=§, sinik(x —ur}+ 2}!] =

R e | el (16-11)
o hy k

Honelatan, ba, x puntuan perturbazica modu berean ageri da f eta ¢t — 2k v aldiunce-
tan, hots, egoera fisikoa errepikatu egiten da 247k v denbora-tarte bakoitzeko. Ubinak perio-
dikotasun denborala duela esaten da cta 2a/kv denbora-tarteari periodoa deritzo eta P
ikurraz adierazi ohi da. Periodoaren alderantzizkos aldakuntzaren edo uhinaren maiztasuna
da, v letraz adicrazten dena;

L. (16~ 12)
P 2r
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Azken magnitude honekin batera, maiztasun angeluarra definitzen da:

w=2xu=ku. (16 -13)
Bi periodikotasunak erlazionaturik daude fase-abiaduraren bidez:
o
kil A (16 - 14)
2 P
kv

edo beste modu batera esateko, fase-abiadura dela eta, periodo batean uhina vhin-luzera
batez hedatzen da.

16.3. UHIN-MOTAK

Aurreko puntuetan chinen adierazpen matematiko orokorra egin dugy, baina ez gara aritu
uhinen sailkapena egiten, Horixe da, hain zuzen, orain egingo duguna.

Sailkapen desberdinak egin ditzakegu, sailkatzeko erabiltzen dugun irizpidearen
arabera. Lehenengo sailkapena perturbazioa pairatzen duen magnitude fisikoart begira egin
daiteke; hots, magnitude hori eskalarra denean {airearen presioa, uraren dentsitatea, etab.},
uhin eskalarra dela diogu; ordea, magnitudea mota hektorialekoa denean (indarra, eremu
elektrikoa, etab.), uhin bektoriala dela diogu. Uhin bektorialei gagozkicla, hainbat kasu
aipa ditzakegu, hala nola:

- Luzetarako uhinak. Kasu honetan bektore aldakorraren norabidea eta hedapenarena
berberak dira, hau da, £ magnitude perturbatua eta ¥ abiadura norabidekideak dira
{16.4.a). Esate baterako, gorputz sclidoetan hedatzen diren uhin.elastikoetan
sortutako konpresio eta espantsio-indarren kasua mota honetakoa da.

15
§
——=
JR—— —x_ U
A 4]
a b

164, irudia. Perturbazioaren ety hedatze-abiaduraren norabideak. a) Luzeta-
rako uhinak. b Zeharkako uhinak.

X

— Zeharkako uhinak. Kasu honetan perturbazioaren norabidea eta hedapenaren
norabidea elkarren perpendikularrak dira. Adibidez, soka bateko uhinak zeharkako
uhinak ditugu; halaber, itsasoko gainazaleko olatuak eta uhin elektromagnetikoak
ere zeharkako nhinak dira.
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16.5. irudia. &) Polarizate gabcko uhina. by Lincalki polarizaturiko vhina.
¢} Zirkularki polarizateriko vhina.

Zeharkako uhinen kasuan polarizaziou gerta daiteke. Uhinen polarizazivaren funtsa

16.5. irudien bidez azalduko dugu.

Perturbaziou pairatzen duen & magnitudea x ardatzaren inguruke edozein norabidetan

jazotzen denean, uhina polarizatu gabe dagoela esaten da (16.5.a). Magnitude perturbatua
beti plano eta norabide berean gertatzen denean, uhina lineqlki polarizaturik dagoela esaten
da (16.5.b). & magnitude perturbatuak modulu konstantea badu, baina norabidez aldatuz
badoa, girkularki polarizaturik dagoela esaten da {16.5.¢).

Bestelako satlkapena ere egin daitcke, hedapenerako ingurune materialik behar

dulenetz kontuan hartuz. Irizpide honen arabera, bi eratako uhinak daude:

— Uhin mekanikoak. Ingurane materiala behar dute hedatzeko. Uhin elastikoak eta

presio-uhinak ditugu sail honetakoak. Perturbazica cspazioko puntu batean gertatzen
da, eta materiaren barneko loturaren edo mihiztaduraren bidez {clastikotasuna,
presioa...} alboko puntutuetara hedatzen da. Zer esanik ez, honelako uhinak ez dira
hutsean hedatzen. Uhin mekanikoen artean, soinua, solidoetako uhin elastikoak,
uretzko olatuak eta beste ditugu. Uhin mekanikoen ulerpena oso intuitiboa ety
agerikoa izanik, mende honer hasierara arte uhin guztiek horrelakoak izan behar
zutela uste zen, argia ela vhin elekiromagnetikoak barne, eta horregatik argia heda-
tzen zeneko ustezko ingurunearen bila aritu ziren fisikariak, ‘eterra’ izena eman
ziotenaren bila hain zuzen. Geroago, uste hori okerra zela ikusi zen, efa uhin
elektromagnetikoek ingurunc materialaren premiarik ez zutela.

Uhin elektromagnetikoak. Hauek hutsean ere hedatzen dira, argiaren abiaduraz.
Beraz, ez dute ‘eter’ edo bestelako inguruneren beharrik. Izatez, bi plano perpendi-
kujarretan gertatzen diren eremu elektrikoaren {E) eta eremu magnetikoaren (B)
aldakuntzak dira. Uhin elektromagnetikoak 24. gaian aztertuke ditugu.
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16.6. irudia. Uhin elektromagnetikoa.

Orain arte aztertu dugun & = fx - v funizioak, +x noranzkoan hedatzen den uhin
bat adierazten digu; hala ere, ez dugu zertan pentsaturik, uhin hori x ardatzean bairo ez
dagoenik.

Demagun & funtzioa (eta beronek adierazten duen perturbazica) espazio osoko
puntuetan gertatzen dela, eta ¢ aldiunean x koordenatu bereko puntuetan (hots, & plancko
puntuetan) & funtzioak balio berbera duela. Puntu horiek guztiok whin-fronte berekoak dira,
Oro har, uhin-fronteak fase berberaz oszilatzen duten {edo perturbaturik dauden} puntuen

leku geometrikoak dira. Kasu honetan, noski, uhin-fronteak x ardatzaren plano perpen-
dikularrak dira.

16.7. irudia. Uhin-frontea {aua denez, perturbazicak balio berbera du x pla-
noko punlu guztietan.

Esandakoa kontuan harturik, hiru dimentsiotan interpretaturik, £ = fx — vf) funtzioak
x ardatzaren norabidean eskuinerantz v abiaduraz hedatzen den uhin lau bat adierazten du.
Eta x =r - i denez, i hedapenaren norabidea izanik, honelaxe idatz dezakegu:

E=fr-i-w). (16 -15)

Arrazoibide berbera erabiliz, u norabidean hedatzen den hiru dimentsioko uhin
lavaren ekuazioa jarriko dogu.
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16.8. irudia. u norabidean hedatzen ari den phin-fronte lava.

Jatorritik neurtuta, P puntutik iragaten den uhin-fronte lauraino dagoen distantzia d
izanik (16.8. irudia),

d=r-u (16 - 16)
da, eta uhinaren adierazpen matematikoa honako hao izango da:
S=fr u-w. (16 17)

Dena den, hiru dimentsicke uhinen kasuan uhin-fronteck planoaz besielako forma
geometrikorik ere har dezakete eta kasu orokorrean edozein itxuratakoak izan dailezke.
16.9. irudietan horrelako hira kasu ageri dira.

o

/]/ a
16.9. irudia. Uhin-fronte desberdinak. a) Uhin lavak, b} Uhin zilindrikoak. ¢)
Uhin esferikoak.

Ohar gisa diogun ezen uhinak iturritik urrun daudenean eta aztertutako uhin-fron-
tearen zatiaren dimentsioak bertatik iturrirako distantziarekin alderaturik arbuiagarriak
direnean. kalkuluetarako lehenengo hurbilketan uhin zilindrikoak cta esferikoak autzat har
daitezkeela, ¢ta sarri horrela egiten dela.

Bukatzeko. hiru dimentsicko uhinei dagokien ekuazioa emango dugu:

a'_’é , a.’!é a:!g a:é‘ . .
= — +— |= v AG. 16-18
a Y (8x2 ’ ov* * gz’ vae ( )

Ikus dezakegunez. dimentsio bakarrekoaren orokorpena da. (16-18) adierazpencan ager
den eta A¢ edo V& ikurraz adierazten den cragileari laplacearra deritzo.
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16.4. ZENBAIT ADIBIDE

Adibide batzuen bitartez, uhinen ekuazio diferentziala problema batzuetako baldintza
fisikoetatik nola lor daitekeen ikusiko dugu, bide batez, fase-abiadurak ingurunearen
propietateekin duen zerikusia agerian jarririk.

I16.4.1. Luzetarako uhin elastikoak hagaxka batean barrena

Luzetarako uhinen kasu berezi bat aztertuko dugu, hagaxka elastiko batean barrena
ardatzaren norabidean gertatzen ari diren uhinena hain zuzen ere. Pisuaren ondorioak alde
batera uzteko, hagaxka horizontalki jarrita dagoela joko dugu. Bestalde, hagaxkaren mutur
bat finkoa dela kontsideratuko dugu eta beste muturra aske dagoela, bertan indar egiteko
moduan (16, 10. irudia}.

Dakigunez, hagaxkaren muturrean F indar konstaniea etengabe egitean, elastikota-
suna dela eta, luzatu egingo da, Hooke-ren legea betetzen dela kontuan hartuta (ikus 12.
gaia). Dena den, luzapena gorabehera, orekan, azkenean sekzio normal guztietan eragiten
duen indarrak balio berbera du, eta luzapena ondokoa da;

Al=—-1, (16 - 19)

F oy F
v

16.10. irudia. a) Indar konstanicaren craginpean, hagaxka Al fuzatzen da. b)
Orekan sekzio normal gurtietan indar berbera dago eragiten.

Baina muturrean F indar aldakorra egitean, F{f}, sekzic normaletan aldiune bakei-
tzean eragiten ari den indarra x aldagaiaren funtzioa ere izango da, indarraren aldaketa ez
baita bat-batean beste muturrera hedatuko; hots, guztira, F{x, 1) izango dugu. Hauxe da pre-
seski uhinen azterketarako interesatzen zaigun kasua. Zer esanik ez, indarraren aldakor-
tasuna kontuan izanik, elementu diferentzial bakoitzaren portaera aztertu beharko dugu
(16.11. rudia).
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$ eta §' sekzioen artean dagoen zati diferentziala aztertuko dugu. § sekzioan F indarra
cragiten ari da eta S sekzioan F" indarra. Dena den, aldiune horretan sekzio horien
desplazamenduak £ eta £ dira, hurrenez hurren, Azier dezagun, ba, bi sekzio horien arteko
materialaren portaera, bi ikuspegi desberdinez.

| &
e

T
]
~ ¥

=

:

/
.

+dé

NN

X dx

a)

b)

16.11. irudia. Orekan § eta §' sekzioen arteko dy clementy diferentziala
higitzen eta zabalizen ari da, cdozein sldiunetan (dx + d&) izanik.

Ikuspegi elastikoa. Zat: diferentzial horren deformazio unitarica ondokoa da:

L ExrAx) =&k 0L
8—1:!_13: Ax _§' {16 -20)

Kontuan hartu behar da & = £(x, 1} dela, noski. Bestalde, F eta F* indarren artean
dF desherdintasuna dagoela kontuan edukiz eta difereatzia hori arbuiatuz,
ondoko eran jar dezakegu elemeniu diferentzialari dagokion Hooke-ren legea:

F=YSe= YSgé {(i6-21)

X

Ikuspegi mekanikoa. Zati horretan eragiten art den indar netoa hauxe da:

F'—F:sza—Fdx. (16 -223
dx
Bestalde, zatiaren masa
dm = pSdx {16-23)

da, p dentsitatea izanik. Argi dagoenez, hemen d& << dx dela kontsideratu dugy,
cta ondorioz r dentsitatea konstantetzat jo dugu.

Bestalde, azelerazioa

a=8 (16— 24)
ar-
denez. era honetan idatz dezakegu Newton-en bigarren legea:
OF e~ o5, (16— 25)
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hots, tkuspegi mekanikotik hauxe lortuko dugu:
F 2
o _

=p§—2. 16-26
gx p or? (16 )

Orain ikuspegi elastikoa eta mekanikoa konbinatuz, {16-21) adierazpenetik
hauxe dugunez,

oF ¢
Zoys—=, 16-27
3x ox’ ¢ )
balic hori {16-26) adierazpenera eramanez, hauxe lortuko dugu:
3¢ 8%
Ys = pS—=. 1628
ax? p ar? ¢ )

Beraz, azkenean honelaxe idatz dezakegu sekzio baten desplazamenduaren, &(x, ¢} delakoa-
ren, eboluzioa deskribatzen duen ekuazio diferentziala;

°E Y ¢
'é‘t?=5§ {16 - 29}

[kus dezakegunez, ekuazio hau uhin baten ekuazio diferentziala da. Zer esan nahi du

horrek? Sekzioen desplazamenduek (£ direlakoek) uhin-higiduraren propietateak dituztela,
ondeko fase-abiaduraz hain zuzen ere:

53

v= (.

Vo

Fase-abiadurak materialaren ezaugarrien menpekotasuna du, beraren Young-en modulna-

rena eta dentsitatearena preseski. Bestalde, kasu honetan bai desplazamenduek eta bai
hedapenaren abiadurak x ardatzaren norabidea dutenez, luzetarako uhinak dira.

{16 - 30}

Azken ohar gisa diogun ezen egindako kalkulu teorikoetan zenbait hurbilketa egin
ditugula; baina, hala ere, esperimentalki neurtu denez, aurreko kalkuluak ongi egokitzen
zaizkio errealitateari.

16.4.2. Zeharkako uhinak soka batean zehar

Zeharkake uhinen azterketa teorikoa egiteko, adibide konkretua jarriko dugu. Dema-
gun soka bat T tentsioaren eraginpean orekan dagoela horizontalki (16.12.a irudia). Zen-
bait hurbitketa egingo ditugu azterketa errazieko, hala nola sokak pisua eduki arren pisu
hort oso txtkia dela eta horrela T tentsioaren eraginpean orekan erabat horizontalki dagoela.

Oreka-egoeran egonik, demagun sokaren puntu bat desplazatu egin dugula norabide
perpendikularrean eta ondoren soka bere kasa utzi dugula. Zer gertatuko da hortik aurrera?
16.12.b irudian sokaren zati baten egcera adierazi da aldiune batean (desplazamendua oso
handiturik, noski).
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16.12. irndia. a) Soka orckan, T tentsioaren eraginpean. b) Zeharka
perturbaturiko soka.

Hasteko. zenbait hurbiiketa egingo ditugu kalkuluak erraztearren. Batetik, zcharkako
bibrazicaz kanpo soka higitzen ez denez. tentsio berbera kontsiders dezakegu puntu
guziictan; bestetik, desplazamendu txikien kasuan tentsio hori orekakoa dela jo dezakegu.

Azter dexagun y norabidean sokaren elementu diferentzialuk duen higidura. Norabi-
de horretako indar erresultantea hauxe da:

77 =Tsino’ _
. — F =T(sing’ —sina}, (16 -3
T, =Tsing :
eta desplazamendua txikia izanik & ere txikia denez. sing = tang hurbiketa egines:

F =T{tano’ — tanxx) = T d{tana), {16 - 32)

Eta, 1zatez, tang = fix,f) denez, hauxe dugu:

F ZTi(lana)dx. {16 — 33)

: ox

Bestalde, tang hort sokaren malda da, hots:
Iana:a—g. {16 - 34)
dx

Azkenean, hauxe da y norabideko indarra:

F = Jié dv. {16 - 35)
dx”

Ondoren, Newton-en bigarren legea aplikatzeko, soka-clementuaren masa eta v
norabidean duen azelerazioa idatzi behar ditugu. Luzera-unitateko masa p izanik,
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dm=pdx (o ixikia deneko hurbilketan cosq = 1 eginez), {16 - 36)
3¢
=2 16-37
a.\ atz ( )
ela Newton-en bigarren legeaz baliaturik:
azg azé
dx—==F, =T — dx, 16 -38
pax " ox’ ( )
2 2
g _Toe (16-39)
ot pax’

Berrire ere uhinen ekuazio diferentziala ageri zaigu, fase-abiadurg v = w‘f T/ p_ izanik;

bistakoa denez, &-ren eta v-ren norabideak elkarren perpendikularrak direnez, zeharkako
uhinak hedatzen ari dira sokan.

16.5. MOMENTU LINEALAREN ETA ENERGIAREN HEDAPENA

Uhin mekanikoen kasuan perturbazioa espazioan zehar hedatzen da. Baina zer da
perturbazio hori? Aurreko adibideetan ikusi dugumez, perturbazioa & koordenatuaren
aldzkuntza da, eta & hori denborarekin aldatuz doanez, d&/dr balioko materiaren abiadura
dago eta, ondorioz, momentu lineala eta energia zinetikoa. Bestalde, perturbazioa hedatu
egiten denez, uhin-higiduran momentu lineala eta energia ere hedatu egiten direla esan
dezakegu. Beraz, Fisikaren ikuspuntutik, horixe da uhin-higiduraren esangura; momenta
linealaren eta energiaren hedapena.

¢
Energia 9 ]
A R
\ L __ NPy
a S
NI —L) )
\L_ . _=F _\/ J
b

16.13. irudia. Hagaxkan barvenako luzetarako uhinak, a) S sekrzioaren ezke-
rreko zatian egiten den indarra. by Eskuineko zatikoa.

Hedapen hori nolakoa den ikusteko, aurreko atalean azterturiko hagaxka elastikoaren
kasua hartuko dugu abiapuntu modura.

Demagun § sekzioa {16.13. irudia). Beraren desplazamendua & da eta abiadura o&/d.
Ezkerreko parteak eskuinekoari egiten dion indarra —F da. Beraz, denbora-unitateko
ezkerreko parteak eskuinekoari ematen dion energia, hots, aldiuneko potentzia, ondokoa
da:

W __ %,
ot ot

{16 -4}
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Energiaren fluxua ezkerrcko muturretik eskuinekorantz baldin badoa, ezkerreko
muturrean energia eman beharko da. Energia une labur batez soilik ematen bada, pultsu bat
dugula esango dugu, eta perturbazioa mugaturik egongo da denboran. Ostera, energia eten-
gabe ematen bada, uhin-multzo iraunkorra sortuko da, uhin-iren jarraitua, alegia. Hemen
bigarren kasua aztertuko dugu, uhin elastiko harmonikoaren kasua hain zuzen ere. Kasu
honetan desplazamendua honelaxe adiérazike dugy,

E =&, sink{x - vt) =&, sin(kx — o), {16 -41)
eta horren bidez aldiuncko potentzia lor dezakegu:
% = —@é, cos(hx — @), (16 - 42)
F= Ysg—f:YSkéo cos(kx — ), (16 - 43)
E’;—‘:’ = YSak&; cos’(kx — ax). (16 — 44)

u=.Y/p etakv= wdirela kontuan hartuz:

ow
ot

Adierazpen hau aztertuz, bi ondorio aters ditzakegu:

=S [pmzc’,‘é cos” {kx - ax}], {16 —45)

— ¢o8(kx — o) = 0 denez, dW/dr 2 ( da. Beraz etengabe ari gara energia eskuinerantz
bidaltzen O sekzioan.

— Bestalde dW/ar = flkx — wr) da, eta hori uhinen adierazpena da. Hots, potentziaren
hedapenak ere uhinaren ekuazioa betetzen du; hain zuzen ere, energia-uhina deri-
{70,

Aldiuneko potentziaren azken adierazpenean ikus daitekeenez, potentzia aldatuz doa
denborarekin. Arrazoi horrengaiik, interesgarria da denborarekiko batez besteko poientzia
kalkulatzea:

aW 2 ]_2—
(3;)= S[pw E2cos (kx—ax)]. (16— 46)

Bestalde, periodikotasun denborala kontuan hartuz,

e W [y o _1 ~
c0S (kx—&x)—zﬂ-[] [cos? (kx wz)]dfv—z, (16— 47)

eta azkenean emaitza hau lortuko dugu:

(?ﬁ.‘f}%vspwzgg_ (16 — 48)
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Emaitza honen esangura hobeto ulertzeko, konparatu egingo dugu higidura oszi-
lakorrean lorturiko beste batekin. Bertan ikusi genuenez, oszilagailuaren energia hauxe da:

E:%mmw. (16 - 49)

Beraz, makilaren bolurnen-unitatearen oszilazioa aztertzean ondoko 6rdezkapenak
erabiliz,
A—&  (oszilazioaren anplitudea),
m—p  {dentsitatea edo bolumen-unitatearen masa),

uhin elastikoak sorturiko bibrazicaren kausaz bolumen-unitateko energia honelaxe adieraz
dezakegu:

U:%paﬁé@, (16— 50)

et horri energiu-dentsitatea deritzogu.

Horren arabera, denbora-unitateko ezkerreko muturretik bidaltzen den batez besteko
energia-fluxug edo batez besieko potentzia, honako hau izango da:

aw
(3;]~USU. {16 -51)

Bestetik, § delakoa hagaxkaren sekzioa denez, vU balioa azalera-unitateko eta den-
bora-unitateko energia-fluxua da, eta uhinaren intentsitatea deritzo:

1{dW
I==| =221 |= . 16
(a:) ui/ (16 -52)

Hagaxkaren kasurako emaitza hauek erraz orokor daitezke bestelako uhinetarako.
Azken batez, guztietan uhinarekin energiaren hedapena izango dugu, eta energiaren fluxua
adierazteko, intentsitate kontzeptua erabiliko dugu.






17. gaia

Uhinen propietate orokorrak

Beren hedapenean, uhinek zenbait propietate berezi dituzte, hala nola interferentziak,
islapena, errefrakzioa eta difrakzioa. Hain zuzen, propietate orokor horiek dira gai honetan
aztertuko ditugunak.

Interferentziak bi uhin desberdin ingurune berean hedatzean gertatzeu dira, eta puntu
bakoitzean gainezarmenaren printzipioa erabiliz aztertu beharko ditugu. Islapena eta
errefrakzioa bi ingurune desberdinen arteko bananketa-gainazalean gertatzen dira: islapena
hasierako ingurunerantz itzultzen den uhinari dagokio eta errefrakzioa bigarren ingurune-
rantz beste abiadura batez hedatzen den uhinari. Eta difrakzioa oztopoekin (edo zuloekin)
aurkitzean vhinek duten portaerari dagokio.

I7.1. INTERFERENTZIAK

Demagun ingurune batean bi uhin-iturrt desberdin ditugula. Puntu batera iturri bietatik
datozen uhinak heltzean, bien eraginak gainezarri egiten dira, uhin-izaera galdu gabe eta
interferentziak sortuz. Interferentzien ezaugarri orokorrak ulertzeko, kasu konkretu bat
aztertuko dugu, bertgko ondorio kualitatiboak beste kasuetara ere zabal daitezkeela kon-
tuan izanik.

Azter ditzagun, adibidez, bi uhin-iturri puntual sinkronikok, S, eta S, izenekoek,
sortzen dituzten interferensziak. Iturrietatik hedatzen diren uhin esferikoen adierazpen
matematikoak hauexek dira,

5, =£jmsin{aX—kr,}, (17 -1}
&, = Epsin(ax — kry), (17-2)

non sinuen argumentuen zeinuak aldatorik dauden aurreko galan erabilitakoekin konpa-
raturik, geroko eragiketak errazagoak gerta daitezen. Dena den, hori hasierako fasea alda-
tzea baino ez da, eta horrek ez du ezer funtsezkorik aldatzen. Bestalde, r, eta r, balicak
edozein P puntutatik 3, eta S, iturrietarako distantziak dira, 17.1. irudian adierazi den
modura. Uhin bien kaswan @ = kv = 2a/d) = 2wv detakoa malztasun angeluarra da eta &
delakoa, uhin-zenbakia. Alegia, maiztasun bereko uhinen interferenizia aztertzen ari gara.
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& b

17.1. irudia. a) &, eta S, itorrictan sorturiko uhinen interferentzia, by Gainazal
bentral eta nodatak,

£ magnitudea eskalarra dela joko dugu, kalkulnak errazteko. Ohar gisa esan behar da
ezen, uhin esferikoak izanik, &, anplitudeak txikiagotuz doazela 1/r, legearen arabera.
Dena dela, P puntuan anplitudeak batu egiten dira maiztasun bereko higidura oszilakorrak
batzen ziren modu berean (tkus 15.4. atala}, puntuaren arabera fase desherdina dagoela eta
fase-diferentzia honako hau dela kontuan izanik:

5=kr,—kr3=-%(r,—rz). (17-3)

Hori dela eta, P puntu bakoitzean era honetan adieraziko da anplitude erresultantea:

ér) = N'Jl‘g{fl + ‘5{?2 + 25{}!5(!2 c0osS. (07-4

Azken adierazpen hau aztertuz ikus daitekeenez, puntu batzuetan anplitudeak gehitu
egiten dira; hain zuzen, cosd = 1 denean,

éuzém + é)zs {(17-5)
8= 25 - n) = 2mn (17-6)

hots, r, = r, = nA denean, anplitudeak batu egiten dira. Holako puntuen Ieku geometrikoak
lerre bentralak {plancan) edo gainazal bentralak (espazioan) dira, eta alboke puntuekin
konparaturik, bertan anplitudea maximosa da. Ostera, cosd = —1 denean,

E,=&, - &, {edoalderantziz, &, > &), bada), (17 -7
5:27”(:;—@):;:(2;:“), (17-8)
r,—r2={2n+l)%. (17-9)

eta puntu hauetan anplitudeak minimoak dira. Holako puntuen teku geometrikoak gainaral
nodalak dira espazioan {planoan, lerro nodalak).
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Bestalde, r, = r, = ktea delako baldintzak fokuak §, eta §, puntuetan dituen hiperbola
bat definitzen du plancan, edo nahiago bada, biraketa-hiperboloidea espazioan. Gainazal
hiperbolike horiek dira 17.1.b irudian adierazi direnak.

Interferentziel buruzko atal honi bukaera emateko, beste adibide bat aipatuko dugu.
Demagun soka baten bi muturretatik bi perturbazio hedatzen an direla, eta uhinek aurkako
noranzkoa dutela. Elkarrekin topo egin arte, uhin bakoitza bere kasa hedatuko da. Bi uhinak
toki berera heltzean, gainezarri egingo dira, hots, interferentzia gertatuko da, eta ondoren
bakoitzak bere hedapena izango du, energia kontserbaturik, aldez aurretik interferentziarik
egon ez balitz bezala. Prosezu osoa ondoko 17.2. irudian adierazi da.

f/-\\\
Sy
3 /;\V\,/
o
4 - _4’, -

17.2. irudia. Scka batean avrkako noranzkoaz hedatzen ari diren bi whinen
interferentzia.

17.2. HUYGENS-EN PRINTZIPIOA

Hamazazpigarren mendearen azken partean, Christian Huygens (1629-1693) izencko fisi-
kari danimarkarrak uhin mekanikoen hedapena ongi ulertzeko prozesu bat adierazi zuen,
ondoren oso erabilgarria gertatu dena.

Uhina ingurune mekanikoko puntu batera heltzean, puntu hori bibratzen hasten da
eta, beraz, uhin esferikoen iturri sortzaile bihurtzen da (noski, vhin esferikoak, baldin
ingurunea isotropea bada). Horrela, bada, uhin-higiduraren hedapena adierazteko, nahikoa
da uhina heltzen deneko puntuak oinarrizko uhin berrien zentro edo iturritzat hartzea. Hori-
xe da hain zuzen ere Huygens-en printzipioa; alegia, oinarrizko uhin-fronteek gainazal in-
guratzailerik badute, guztien efektua vhin bakarraren efektuaren balickidea da, vhin bakar
horren uhin-frontea inguratzailea bera izanik,
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17.3. irudia. 4 cta B zulock vhin-iturrl modura jokatzen dule,

Baldintza berezietan behatu egin dattezke aipaturiko oinarrizko vhinak. Adibidez,
alboke 17.3. irudian uretan sorturiko gainazal-uhinen hedapena adierazi da. Bidean bi zulo
txiki (A eta B} dituen horma edo (raba bat jarriz, bertatik uhina beste zldera pasatzen dela
ikus daiteke, eta bi zuloek itursi berricn lana egiten dutela.

Azal dezagun poliki prozesua, Dakigunez, uhin-gainazala edo uhin-frontea aldione
batcan uhinaren perturbazioa fase bercan dauden puntu guztien leku geometrikoa da.
Demagun, ba. ¢ aldiunean uhin-frontea irudiko 5 gainazalean dagoela (17 4. irudia). Gai-
narzal horretako punte bakoitzak vhin sckundarioak igorriko ditu, ¢ aldiuncan zivkunie-
rentzierdi txikicn bidez adierazi direaak. Hauen interferentziaz, ¢ aldiunean guztien
inguratzailea den §' vhin-gainazala lortzen da, eta bertan berriro errepikatuko da proze-sua.
" aldiuncan 5" gainazala evaturik. Fta horrela, ctengabe hedatuz doa uhina,

17.4. irudia. Huygens-cp printzipioaren arabera, uhin-fronte bakoitreko
puntuak vhin sekundarioen durritzat bar ditvakegu,

Azalpens osaizeko, Huygens-cn printzipioaren aplikaziorako agertzen diren zenbait
iraba azalduko ditugu. Lehenik eta behin, konturatu cgin gaitezke ezen, vhin-gainazal
bakoitzeko puntuen inguruko ommarrizko vhinak aipatzean cla grafikoki adieraztean, zir-
kunferentzierdiak jarri ditugula, nahiz eta. puntu horiek benetako iurriak balira. zirkun-
ferentzia osoak (hots, csferak hiru dimentsiotan) jarri beharko genituzkeen. Dena den.
uhinen hedapena adierazten ari gara eta kasu honetan noranzko bakarrean hedaizen da
uhina; horregatik adierazi ditugu soilik. noranzko horri dagozkion zirkunferentzierdiak,
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Beste oztopo bat, uhin-gainazalen arteko portaerari dagokiona da. Arazo hau
uhinen interferentziaz uhin-fronteei dagokien emaitza berbera lortzen dela frogatuz ebazten
da. '

Hirugarren objekzio bat ere jar daiteke uhin elekiromagnetikoen kasuan, oraingoan
bibratzen duen partikula edo ingurunerik ez baitago. Hori dela eta, uhin mekanikoen
kasurako hain egokia zen Huygens-en primizipioa berraztertu beharra egon zen. Pasa den
mendearen azken aldera Kirchhoff-ek era matematikoan adierazi zuen Huygens-ek
infuitihoki emandako printzipioa. Beraz, hemen frogapenik emango ez dugun arren,
gainditutzat joko dugn oztopo hori ere.

17.3. MALUS-EN TEOREMA

Uhinen hedapena nola gertatzen den ondo ulertzeko, aurreko printzipioarekin batera
Malus-en tecrema ematea ere komeni da.

Puntu bakoitzean, vhin-gainazalen perpendikularrel izpiak deritzegu, eta uhinen
hedapenaren norabidea adierazten dute. Izpt berberaren bidez uhin-gainazal desberdiretan
lotzen diren puntuei puntu izpikideak edo punrtu korrespondenteak deritze; adibidez,
aurteko orrialdeko 17.4. irudian a, & eta 4" elkarren puntu izpikideak dira, eta berdin b, &'
eta §". Bestalde, zhin-gainazaleko puntuetan perturbazicaren fasea berbera denez, uhinak
gainazal batetik hurrengora hedatzeko darzbilen denborak berbera izan beharko du, neur-
tzeko hartzen den izpia edozein izanik ere. Horrela adieraz dezakegu, ba, Malus-en
teorema: «Bi uhin-gainazaletako puntu korrespondenteen artean uhinak hedaizeko behar
duen denbora berbera da puntu-bikotea edozein izanfk».

Gauzak horrela, aa', b¥', cc' distantziak, uhinak puntu bakoitzean duen hedapen-
-abiaduraren araberakoak dira. Ingurune isotropo eta homogeneoetan, puntu guztietan eta
norabide guztietan abiadura berbera denez, bi uhin-gainazaletakoe puntu izpikideen
bikoteen arteko distantzia ere berbera izango da. Gainera, horrelako inguruneetan izpiak
lerro zuzenak izango dira, desbidera daitezen arrazoirik ez baitago. Hain zuzen, 17.5.
irudian zenbait uhinen hedapen-gainazalak eta izpiak adierazi dira, ingurune isotropo eta
homogeneo batean.
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17.5. irudia. Ingurene isotropoko izpiak eta uhin-gainazalak. a) Uhin lavak.
b Uhin esferikoak. ¢) Edonolako formako nhinak,
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Bestalde, bere hedapenean ingurune isotropo eta homogeneo batetik beste batera
pasatzen den uhina ere kontsidera dezakegu. Kasu horretan, batetik bestera pasatzean
izpien norabidea aldatu egin daiteke; baina ingurune bakoitzean izpiak lerro zuzenak dira
eta, zer esanik ez, uhin-gainazalen perpendikularrak. Beraz, izpien eta uhin-gainazalen
arteko ortogonaltasuna kontserbatu egiten da uhinaren hedapenean zehar.

17.6. irudia. S ingurunetik §' ingurunera pasatzean, abiadura eta norabide-
aldaketak gerta daitezke.

17.4. UHINEN ISLIAPENA ETA ERREFRAKZIOA

Uhina ingurune batean hedatuz doala beste ingurune baten mugara heltzean, banantze-
-gainazalean jokamolde berezia du, kasu orokorrean islatuz eta errefraktatuz, esperimen-
talki ikus daitekeenez.

Arazo hau azalizeko, demagun uhin lau bat, 1 ingurune isotrope eta homogeneoan u,
bektorearen norabidean hedatzen ari dena (17.7. irudia). Demagun, halaber, beste ingurune
isotropo eta homogeneo desberdin bat dugula, 2 ingurunea, eta bien arieko banantze-
-gainazala, G, laua dela. Esperimentalki ikusi denez, uhina G gainazalera heldu ondoren bi
eratara hedatuko da. Batetik 1 ingurunean whin islatua deritzona hedatuko da, u; norabidea
duena; eta bestetik 2 ingurunean, whin errefraktatua, u, norabidea duena, 17.7. irudietan
adierazi den modura.

17.7. irudia. a) Uhin-fronte lauei dagozkicn islapena eta errefrakzioa. b) lzpiak
eta angeluak.
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1zatez, jokamolde hori uhinen hedapenaren abiadura ingurunearen propietateen men-
pekoa delako gertatzen da, eta 0so erraz azal daiteke kualitatiboki Huygens-en printzipioa-
ren bidez. Hain justu, 17.8. irudietan islapenari dagokion azalpena adierazi da. Lehenen-
goan, uhin crasotzaile esfertkoaren kasua dugu. Irudian, G gainazaleko puntuak uhin
sekundarioen iturritzat harturik daude {une desberdinetan), eta uhin-fronte erasotzailearen
eta uhin-fronte islatuaren parte bi adierazi dira {17.8.a). Bigarrenean, uhin lauaren islapena
aztertu da era berean {17.8.b}.
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17.8. irudia. a) Islapenaren azaipena Huygens-en printzipicaren bidez, ahin
esferikoen kasean. b) Uhin lavaren islapena.

Antzeko zerbait egin dezakegu errefrakzioaren azalpenerako, beti ere ingurune des-
berdinetan hedapen-abiadurak desberdinak direla kontsideraturik, v, eta v, preseski. Hori
dela eta, errefrakzioaren analogia mekanikoa presta dezakegu, Tyndail-en esperientzia ize-
naz ezaguna dena. Planc aldapatsu baten erdia hareaz estalita dago eta gainetik bi gur-
pildun ardatza jaisten ari da oblikuoki. Lehenengo gurpila harearen gainera heltzen denetik,
balaztatu egingo da marruskaduraren kausaz, eta, ondorioz, ibilbidearen norabidearen
aldaketa gertatuko da. Ba: Huygens-en printzipicaren errefrakzioaren azalpena eta bal
beraren analogia mekantkoa 17.9. irudietan adierazi dira.
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17.9. iredia. a} Uhin lauaren errefrakzicaren azalpena. b) Tyndall-en
esperienizia mekanikoa.
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Azalpen kualitatiboak eman ondoren, fenomeno horietan esperimentalki egiaztatu
diren legeak aipatuko ditugu, Uhin lauen kasuan eta u,, u, eta u, bektoreen norabideak
kontuan hartuz, hiru lege hauek betetzen dira:

1) Izpi erasotzailea, izpt islatua etq izpi ervefrakiatua plano berean daude, eta plano
hori banantze-gainazalaren perpendikularra da; beraz, N normala ere plano
horretan dago.

2) Eraso-angelua et islapen-angelua elkarren berdinak dira:

8,=6. (17-10)
3) Eraso-angeluaren eta errefrakzio-angeluaren sinuen arteko zatidura konstanteq
dei;
sind, n ,
sin@, - (17-15H

Hirugarren lege honi Sneli-en legea deritzo, cla, n,, konstanteari, 2 ingurunearen 1
ingurunearekiko errefrakzio-indizea. Beraren balica ingurune bien propietateen menpekoa
da, baita uhinaren izaerarena ¢re.

Aurreko lege esperimentalak tcorikoki ere froga daitezke, uhinen hedapenaren oina-
mrizko printzipioak erabiliz. Horrela eginez, lehenengo legea simetria-arrazoiengatik azal
daiteke, zeren, izpi erasotzaileak eta N normalak plano bat osatzen duicnez, ez baitago
arrazoirik izpi islatua eta izpi errefraktatua plano horretatik atera daitezen.

N

17.10. irudia. R, cta R, izpi paraleloen isiapena eta crefrakzioa.

Beste bi legeak frogatzeko, bi izpi erasotzaile parajeloren jokameldea aztertuko dugu
uhin lauaren kasuan. Hain zuzen, 17.10. irudian tkus daitekeenez, R, eta R, izpi paraleloak
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| inguruncan bhedatzen ari dira v, sbiaduraz. Malus-en teoremaren ondorioz, bai izpi
islatnak (R", eta R".) zein izpi errefraktatuak (R'| eta R',} binaka paraleloak dira, eta uhin-
-fronteak izpien perpendikularrak, uhin lauekin ari baikara. Hortaz, 1 = 0 aldiunean AB
gainazala kontsideratuko dugu, eta r aldiunean A'B' eta A"B" gainazalak ubin errefrak-
tatuarena eta uhin islatuarena dira, hurrunez hurren. Ondoko erlazioak ditugu:

BB =y, (17 -12)
AA’ = v,1, (2 ingurunean hedatzen baita) (17-13)
AA” = vt = BB’ (17-14)

Bestalde, irudiaren geometria kontuar hartuz,

%

sinf, = (17-15
AR
sing, = 24~ (17 - 16)
AB
sinBr:-ji (17 -17)
AB
Beraz, erraz ondoriozta dezakegunez,
sinf, =sing, — 6, =8, (17-18)
hots, bigarren legea betetzen da, eta gainera,
sinf, v
e Py, (17-1%)
sinf, 1,

hau da, hirugarren legea. Hain zuzen, errefrakzic-indizea vhinak bi inguruneetan dituen
hedapen-abiadura desberdinen ondorioa da. Hori dela eta, sarni txantilol modura erreferen-
tzia-ingurune bat hartzen da —argiaren kasuan, hutsa— efa ‘ingurune txantitoi” horrekiko
errefrakzio-indize absolutua definitu ohi da:

¢
v
Alegia, ingurunearen errefrakzio-indize absolutua uhinak ingurune txantiloian duen heda-
pen-abiaduraren () eta ingurunean duenaren (1) arteko erlazioa da. Indize honen bidez era
simetrikoagoan idatz daiteke Snell-en legea:

m,zi)]—=———”vz 2'”—2’ (17-21)
T oy on
sinf, ) i
—*=n, — msinf =n,sinb,. (17-22)
siné

Interesgarria da ikustea, »,, indizearen balioen arabera {n,, > I ala #,, < 1 izan} izpi
errefraktatua normalerantz hurbildu ala normaletik urmndu egingo dela, 17.11. irudietan
adierazi den modura.
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g1 8, |
i
N
N\ i
~N
6, > 6, 16, \\ 8 <8, 8, N
: N i \
n >l a < 1 b
17,11, rudia. o) a1 > 1 jzanik, izpt ervefraktatua nommalerantz hurbiltzen da,

t} my, < | izanik, aonmaletik urmuntzen da.

Bigarren kasuar, 7, < 1 depean. jokamolde berezia gertatzen da izpi erasotzailearen
angelu batetik aurrera. Demagun sinf, = |1 balioa (8, = m/2). Errefrakzio-indizea n,, < |
denez, 8, horrt eraso-angelu bt dagokio (8, sinf,, < 1 izanik), zeinari ungelu kritikoa
deritzon (17.12.a trudia).

| |
8, | ™~ 5, |
1 > I
A |
6 ==
| 2 |
8, = angelu kritikoa 8 >80,
a b

17.12. irudia. a} Errefrakziorako angelu kritikoa. b) Islapen osoa.

Angelu hori baino handiagoak diren angeluetarako, Snell-en legearen arabera sing, > |
eduki be-harko genuke, baina hori ez da posiblea. Fisikoki, baldintza horietan errefrak-
ziorik ez dagoela eta islapen osoa gertatzen dela esan nahi du horrek ([7.12.b irudia).

17.5. UHIN GELDIKORRAK

Uhin geldikorrak etengabe hedatzen ari diren uhinen interferentziaz sorizen dira. Garrantzi
handia dute, adibidez, musika-tresna batzuen funtzionamenduan, hala nola organo-hodien
kasuan. Tkusiko dugunez, arazo honetan zerikusi handia dute shinak hedatzen direneko
ingurunearen muga-baldintzek. Dena den, uhin geldikorrak zer diren azaltzeko, bi adibide
berezitatik abiatuko gara.

Lehenengo kasuan, ingurune batean bi uhin-iturri puntual eta sinkroniko ditugula
kontsideratuko dugu (S, eta S,), eta bertatik etengabe vhin-tren harmonikoak eta esferikoak
sortzen art direla. Azalpena errazteko, biek uhin-luzera eta anplitude berbera dutela joko
dugu, eta §,S, distantzia uhin-luzera horren anizkoitza dela. 17.1. atalean ikusi dugunez,
interferentziaren kausaz, punta batzuetan bibrazio-egoera maximoa izango da eta beste ba-
tzuetan nulua, eta puntu horien leku geometrikoak hiperboloideak izango dira, fokuak §,
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eta S, puntuetan egonik (17.13.1, irndia). Neolanahi ere, §,5; lerroko puntanak aztertuko
ditugu, norabide bakarreke uhina balitz bezala. Uhinak etengabe sortzen dabiltzala,
maximoak, g, ¢ puntuetan dira; eta, interferentziaz, perturbazioa nulua da b, 4 puntuetan,

17.13.2. irudian, tarteko puntuen perturbazio-egoera adierazi da §; eta S, iturrietan
perturbazio positibo maximoa dagoen aldiune batean. 17.13.3. irudian, gauza bera baina
aurkako fasean. Hor ikus daitekeenez, §, eta §, bitarteko puntuen perturbazioak iturriek
duten periodo berberaz aldatzen dira, nahiz eta puntu bakoitzean anplitudea desberdina
den. Hori dela etz vhinaren forma ez da hedatzen, eta horregatik nhin geldikorra deritzo.
Horixe da 17.13.4. irudian adierazi dena.

S.-—\L\ ; /\ : /Sz
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17.13. irudia. 5, eta S, vhin-iturrictan etengabe sorturiko vhin harmonikoen
interferentziaz craturiko vhin peldikorrak.

Puntu batzuen bibrazioaren anplitudea nulua da, hots, perturbaziorik gabekoak dira,
hala nola & eta 4 puntuak: nodoak deritze. Besteetan ordea, perturbazioaren anplitudea
maximoz da, a eta ¢ puntuetan adibidez: sabelak deritze. Irudietan ikus dezakegunez,
elkarren ondoan dauden nodo eta sabelen aneko distantziak A/4 balio du.
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Aurreko kasua aztertu ondoren, pasa gaitezen scka batean sor daitezkeen uhin
geldikorrak aztertzera. Kasu honetan vhin geldikorrak soken muturretan gertatzen diren
islapenen ondorioz sortzen dira. Has gaitezen, ba, muturretako islapenak nolakoak diren
ikusten.

Esperimentalki ikusi denez, era desberdinez gertatzen da islapena, sokaren mutu-
rraren egoera zein den kontuan hartuta, hots, muga-baldintzen arabera. Batetik. sokgren
muturra finko lotuta dagoencan, uhin islatua aurkako fasean hedaiunko da; ostera, muturra
aske dagoenean, uhin islatuak fase berberarekin segituko du. Bi kasuen arteko desberdinta-
suna 17.14. irudietan adicrazi da eskematikeki,

vhin erasotzaily‘\ erasotzailea /\

— & - ubin —

wlf—

vhin islatua uhin islamzy\

a b

17.14. irudia. Soken mutarretako islapena. a) Mutar finkoki lotea. b) Muter
askea.

Aipaturiko jokamoldea kontuan eduokiz, bi mutarrak oturik dituen sokaren kasuan
sortzen diren vhin geldikorrak azter ditzakegu. Etengabeko uhin-tren harmonikoa sortzen
bada, muturrera helizean islatu egingo da. cla ondorioz, ubin-luzeraren eta sokaren
luzeraren proportzio egokien Kasuan, uhin geldikorrak sortuko dira. Maiztasung handi
samarra tzanik. begiek ezin dute higidura segiu ela soka parte berezitan banaturik ikusten
da, 17.15. irudietan bezala.
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[7.15. irudia. Bi muterrak {inkoki lotuta davzkan sokeren uhin geldikor
posible batzok.
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Argi dagoenez, muturretan nodoak agertzen dira nahitaez, finko lotuta baitaude.
Hortela, sokaren luzera L izanik, ondoko uhin-luzeretan sor daitezke uhin geldikorrak:
2041, 2042, 2L/3... Demagun tresng musikal baten soka dela. Uhinaren hedapenaren

" abiadura wizanik, uhin geldikorretako maiztasunak erraz kalkulg daitezke, Hain zuzen,

v=— (17-23)
A
denez, uhin-fuzera posibleak kontuan hartuz, hanexek dira horiei dagozkien maiztasunak:
LA S (17 - 24)
2L 2L 2L

Maiztasunik txikienari, hots, v, = w2l delakoani, oinarrizko maiztasuna deritzo, Besteak
beraren anizkoitzak dira, v, = 2v,, v, = 3v,... alegia, eta harmonikoak deritze.

Bukatzeko, diogun ezen musikarako soka-tresnen kasuan, nota afinatzerakoan, hots,
uhin geldikorren cinarrizko maiztasuna definitzerakoan, hiru oinarri fisiko hartzen direla
kontuan. fzan ere, aurreko gaiko emaitza erabiliz (ikus 16.4. atala), honelaxe adieraz
dezakegu maiztasun hori:

v, =— . (17 -25)

Adierazpen honetan ageri den modura, v, maiztasunak L. T eta p parametroen menpe-
kotasuna du. Beraz, soka zenbat eta luzeagoa izan, maiztasuna hainbat eta txikiagoa izango
da, hots, tonu baxuagog, pianoen soketan ikus daitekeenez. Bestalde, gitarraren sokek luzera
berbera dutela kontuan hartuta, izatez, luze-laburtu egin daitezke atzamarrez zapalduz; eta
afinatu nahi denean, tentsioa gldatzen da. Gainera, tonu baxuetarako sokak, lodiagoak
izateaz gain, burdin hariz inguraturik ohi daude, luzera-unitateko masa, g, handiagotzeko.
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17.16. irudia. Pactikulek (a) eta uhinek (b) zulo txikiaren oztopoan duten
portaera desberding,

17.6. UHINEN DIFRAKZIOA

Difrakzio izenarekin, hedapen lerrozuzenaz ezin azal daitezkeen fenomeno batzuk adieraz-
ten dira. Ore har, bere uhin-luzerarekin konparagarria den cztopo batekin topo egitean
gertatzen den distortsioart deritzo difrakzioa. Oztopo hori zulo txikia duen pantaila bat izan
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daiteke, adibidez, eta orduan argi ikus daiteke partikulek eta uhinek duten portaera
desberdina. Demagun, kasurako, alde batetik v abiaduraz higitzen ari den partikuia-sorta
bat dugula, eta bestetik, uhina (17.16. irudia). Esperientziak erakusten duenez, partikulen
kasuan, zulora heltzen direnak avirera pasatzen dira trabarik gabe, norabide berean; efa
hormarekin topo egiten dutenak ez dira pasatzen. Ostera, uhinen kasuan, zuloaren beste al-
dean norabide desberdinetan hedatzen dira, lehenago Huygens-en printzipioa azalizean
esan dugun modura.

Difrakzioa pixka bat gehiago azaltzeko, kasu berezia aztertuke dugu, hain zuzen zulo
errcktangeluar batean izpi paraleloen kasuan gertatzen den difrakzica, Fraunhofer-en
difrakziva izenaz ezaguna dena.
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17.17. irudia. Fraunhofer-en difrakzioa. a) Zulo errcktangeluarra. b) lzpien
norabidearen definizioa. ¢) Uhinaren intentsitates, norabidearen arabera.

Pantaila batean zulo errektangeluar oso esin eta juzea kontsideratuko dugu, muturre-
tako efektuak arbniatzeko modukoa. Tzpi erasorzaileak zuloaren planoaren perpendikularrak
direla kontsideratuko dugu. Huygens-en printzipioaren arabera, zuloaren plancko puntuak
uhin sekundaricen iturrt bihurtuko dira. Horren bidez angeiu desberdinetan hedatzen ari
diren izpi difraktatuak esperimentalki aztertzean, norabide batzuetan intentsitatea nuiua
dela ikusiko da (17,17, irudia), Norabide horiek ondoko erlazioaren bidez lor daitezke:

bsinB=ni, ' (17— 26}
b delakoa zulearen zabalera eta n# zenbaki osoa izanik. Hain zuzen. n = § balioan inten-

tsitate maximoa dago. Intentsitatearen banaketa 17.17.c irudian adierazi da, & sing/4d
delakoaren funizioan.
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Intentsitatearen banaketa angeluar hori uhin sekundarioen interferentziaz azal daiteke,
8 = 0 denean, interferentzia hori biltzailea da, eta, ordea, »n parametroaren balio osoeta-
rako, deuseztatzailea. Ez dugu egingo arazoaren azterketa matematikoa, baina intentsi-
tatearen banaketaren azken adierazpena emango dugu, ondokoa preseski,

. 2
1=10[Sm“), (7-27

I

non u = b sin6/A den. Adierazpen honetatik argi ikus dezakegu intentsitate nuluko
angeluak u = nxregiten dutenak direla, hots, b sinf = ni egiten dutenak. Salbuespena n =0
denean gertatzen da, orduan / = [, geratzen baita, lehen esan dugunez.

17.7. DOPPLER EFEKTUA

Aurrcko gaian uhin mekanikoen adibideak aztertzean, ingurunearen baldintzek duten
garrantziaz konturatu gara. Behin iturritik abiatu ondoren, uhin mekanikoak ingurunean
zehar eta ingurunearen bidez hedatzen dira, eta ingurunea isotropoa bada, hedapen-
-abiadurak balio berbera du norabide guztietan, Bestalde, lehenago ikusi dugunez, abiadura
horrek ingurunearen propietateen menpekotasuna du, Baing vhin-fronteak esferikoak dira.

Hala ere, uhin-iturria edo behatzailea ingurunearekiko higitzen ari direnean —edo,
hobeki esateko, elkarrekiko abiadura erlatiboa dutenean— behatzen diren whin-fronteen
maiztasunak {behatzaileak neurtuak) desberdinak dira. Efektu horri Doppler efektua
deritzo.
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17.18. irudia. a) A iturria geldi dago. b) A iturna B behatzailearengana
hurbitduz doa.

17.18. irudiek efektuaren sorrera adierazi nahi dute grafikoki. Bietan, iturrizk uhin
harmoniko jarraitua sortzen du. Lehenengoan, uhin-iforria {A) geldi dago ingurunearekiko,
eta 1, 2 eta 3 esfera zentrokideek hiru unetan sortunko uhin-fronteen egoera adierazten
dute aldiune berean. Horrekin batera, uhinak iturriaren ezker eta eskuinaldean duen forma
erakutsi da. Bigarren irudian eskuainalderantz higitzen ari den whin-iturriaren kasua ageri
da, hiru aldiunetan A,, A, eta A, puntuetan dagoela adierazita. Hain justu, 1, 2 eta 3 esferek
iturria A,, A, eta A, puntuetan zegoenean sorturiko vhin-fronteak adierazten dituzte. Grafi-
koki ikus daitekeenez, behatzaileak maiztasun desberdinak neurtuko ditu iturriaren eskuin
ala ezkerraldean egonik; bestela esanik, iturria berarenganantz hurbiltzean ala beraren-
gandik urruntzean. :
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Doppler efektus matematikoki ere azter daiteke. Hemen kasu konkretu bat aztertuko

dugy soilik, kalkuluak gehiegi korapila ez daitezen. Hurrengo 17.19. irudietan adierazi
dugy kasu hort.

| i i
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17.19. frudia. a) [turriak cla bebatzaileak ingurunearckike dituzien abiadurak
eta 1 = { aldiuneko posizioak. b) + = ¢ aldiuneko posivioak. c) 1 = ( aldiuneko
posizioak,

Demagun mgurunea geldi dagoela sistema inertzial batekike; prozesua sistema horre-
tan aztertuko dugu. A puntua uhin-iturria izanik, x ardatzaren norabidean v, abiaduraz
higitzen ari dela kontsideratuke dugu. Modu berean, B behatzailea v, abiaduraz higituko
da, hau ere x ardatzaren norabidean; hots, x norabidean aztertuko dugu soilik Doppler efek-
tua. Uhin-iturriak v maiztasunaz bidaltzen ditu uhinak, etengabe. Gure arazoa, B behatzai-
leak zein maiztasunez neurtuko dituen aztertzea da.

17.19.a irudian hasierako egoera {t = () adierazi da. Bertan, { delakoa aldiune
horretan iturriaren eta behatzailearen artean dagoen distantzia da. Demagun 1 = 0 unean
A-tik B-rantz irten den uhina; © gbiaduraz hedatuko da ingurunearekiko eta f = 7 unean
helduko da B behatzailea dagoen punturaino, hots. B' punturaino (ikus 17.19.b irudia}.
Ondoko erlazio geometrikoak beteko dira:

AB =vl, BB =u,, (17 - 28}
eta, beraz:
ur =+ g, : {(17-7)
I}
= . {17 - 3

v-v,
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Azter dezagun orain T aldiuncan iturritik bidali den uhina. Aldiune horretan iturria A™
punfuan dago, AA” = vt izanik. Uhin-fronte hori ¢ aldiuncan helduko da behatzailea da-

goen punturaine, B -raine, BB = Uy’ izanik {ikus 17.19.c irudia). Beraz, uhinak A"-etik

B"-era joaleko behar izan duen denborg {1 — 7) izan da, hots, A”B” = v{(¢’ — 7). Eta hiruga-
rren irudiko erlazio geometrikoetan finkatuz:

wr'—T)=1-v T+ vy, {17 -313
f+{v-v)r
p = HOTIT (17-32)
V-,

Behatzaileak A eta A" puntuetan sorturiko uhin-fronteen artean neurtuko duen
denbora-tartea hauxe da:

po = 2T Us

v-v,

1. {17 -33)

Demagun #turrigk igosri dituen uhinen maiztasuna v dela. Horrela bada, 7 bitartean
sorturiko uhinen kopurua # = 7v izango da. Behatzaileak » uhinak 7' bitartean tkusiko dit
pasatzen eta, beraz, n = T'v'. Gauzak horrela izanik, behatzaileak neurtuko duen maiztasuna
(v alegia) modu honetan kalkulatuko da:

, TV ., VU,

vVi=— 5 ¥'=
T VB,

V. (17 - 34)

Aurrekoa da, preseski, Doppler efektuaren adierazpen matematikoa (AR lerroan).
Argi ikus daitekeenez, vy T v, baldin bada, v T v izango da. Hots, higidura erlatiboaren
kausaz, uhin-iturrisk igorri dituer uhinen maiztasuna eta behatzaileak neurtuke duena
desberdinak izango dira.

lturriaren eta behatzailearen arteko higidura erlatiboaren garrantzia hobeki agerizeko,
v, eta U, abladurak v-rekin konparatuz txikiak direncko kasuan, hurbilketa bat egingo
dugu gurreko adierazpenean. Hain zuzen, v, << veta vy << v direla jorik:

- 1-v,/
v':u‘lv:———vo——evi(hyﬁJ(H—?ﬁ]v, {17 - 35}

V- I-v,fuv v U
v’z(l-i’i+~*)—5—l’£f)—5)v, (17 - 36)
v v [

eta u, v/ v arbuiatuz:

v’z(l—E—'l+y§-]v=(l~-———~—U“—,Us]v=(l—9ﬁ]v, (17 - 37)
v u us v

NN Vs = Uy — U delakoa behatzaileak iturriarekiko duen abiadura den. Azken adieraz-
pencan oinarrituz, hirn kasu aipa ditzakegu:

~ Uy > 0 denean, behatzailea iturritik urruntzen ari da. Kasu honetan v < v da, hots,
iturrikoa baine maiztasun txikiagoa neurtuko du behatzaileak.
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~ Uy < O denean, behatzailea iturriva hurbiltzen arl da, eta neurtuko duen maiztasu-
na iturriak bidali duena baino handiagoa izango da.

— Uy = U denean, v = v izango da; hots, maiztasun berbers neurtuko da iturrian zein
behatzailea dagoen puntuan.

Ghar bal egin behar dugu orain arte esan dugunari buruz. Behin eta berriro aipatu
ditugu uhin mekanikoak eta hedatzen direneko ingurunca. Dena den, zenbait fiabardu-
rarckin, Doppler efektua uhin elektromagnetikoen kasuan cre gertatzen da. Hain zuzen,
izarretatik datorren argiaren Doppler efektua aztertuz kalkula dattezke izarrek Lurrarekiko
dituzten hurbiltze- edo urruntze-abiadurak.

Bukatzeko, Doppler efektuarekin zerikusi handia duen kasu berezi bat aztertuko
dugu. Zer gertatzen da, iturria uhinak ingurune horretan duen v hedapen-abiaduraz haino
handiagoa den abiaduraz higitzen ari denean? Horri dagokionez, 17.20. irudian iturria A,
A,, A,... puntuetan zegoeia sorturiko uhin-fronte esfertkoek {1,2,3... hurrenez hurren)
aldiune jakin batean duten kokapena adierazi da.

17.20. irudia. Mach-en uhinen sorrera.

Uhin-fronte guztien ukitzailea den konoaren zabaldura-angelua hauxe da:

sing = =, (17 — 38)
Vg

Guztira, fronte koniko bat sortzen da, Horrelake kasuetan sortzen diren uwhin koni-
koei Mach-en whinak edo talka-uhinak deritze {17.20. irudia). Hauxe da. preseski, he-
gazkinak abiadura supertsonikoz —alegia, soinua baino bizkorrage— higitzen ari direnean
gertatzen dena. Antzeko zerbait sortzen da itsasontziak ur baretan higitzen direnean.
Uraren gainazalean uhinek dutena baino abiadura handiagoaz higitzean, angeluaren forma
duten talka-uhinak sortzen dira.

Azalpena osatzeko, talke-uhinen egoera berezi gisa, soinuaren horma izenekoaren
azalpen grafikoa egin da 17.21. irudian, hots, v, = v denean seortzen den egoera.

6 , . ; i ' P T ve o - ook
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17.21. irudia. Scinnaren hormaren adierazpen grafikoa.

Irudian agerikoa denez, iturriaren aurrealdean hegazkinak sorturiko uhinak gainezarr
egiten dira fasean, ondortoz perturbazio erresultantearen anplitudea nabarmenki gehituz.
Adibidez. ingurunea eguratsa bada, iturriaren aurrealdean (hegazkinaren muturrean, kasu)
airearen presioa askoz ere handiagoa izango da alboko puntuetan baino, eta, beraz, hegaz-
kineko gidariak azeleratu nahi badu, presiozko ‘hormaren” konira jo behar du. Herixe da,
hain zuzen ere, ‘soinuaren hormaren apurketa’ delako prozesua, zeina itzelezko zaratatsua
izateaz gain, hegazkinaren egiturarako arriskugarria ere baden,






18. gaia

Elkarrekintza elektrostatikoa

Elkarrekintza elektrostatikoa aspaldidanik ezagututako fenomenoa da. Historian zehar,
honi buruzko lehenengo ikerketak antzinako greziarrek Kristo aurretiko seigarren mendean
zenbait material larruz 1gurtziz egin zituztenak dira. Material horiek, igurtziak izan ondoren,
propietate berezi bat hartzen zutela ikusi zuten: zenbait gorputz txiki crakar zitzaketela,
hain zuzen ere.

Dena den, ikerketa horien interpretazioan ez zen aurrerapen nabaririk egin, harik eta
1600. urtean Ingalaterrako erreginaren osagilea zen William Gilbert-ek De Magnete
izeneko lana argilaratu zuen arte, bertan beraren leheneago csperientziak azalduz.

Demagun igurzketaren bidez elektrizaturiko beirazko ziri bat, kortxozko esfera baten
gurrean Jarri dugula. Beiraren elektrizazioa dela medio, kortxozko esfera beirart hurbilduko
zaio. Esperientzia hau cra berdinez clektrizaturiko anbarrezko ziri batekin errepikatzen
badugu, beirarckin gertatutako erakarpen-fenomeno bera azaitzen dela ohartuko gara (18.1.
irudia).

Pt PP e = e e

7 74

a b

18.1. irudia. Mota desherdinetakoak izan arren, bai beirazko ziriak (a) eta bai
anbarrazkoak {b) madu berean erakarizen dute Kortxoa, igurtriak izan ondoren.

Esperientziz horietan oinarrituz, Gilbert-ek bi motatako materialak zceudela aurkitu
zuen: alde batetik, anbarrak eta beirak bezalako jokabidea zeukatenak, zeintzuei ‘elektri-
koak’ deitu zien, eta bestetik inolako indar erakarlerik eragiten ez zutenak; azken hauei ‘ez-
-elektrikoak’ izena jarri zien. Gaur egun, ongi jakina denez, material horiel “eroaleak’ eta
‘dielektrikoak’ deritze, hurrencz hurren.
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Hurrengo ekarpen garrantzitsua ehun bat urte geroago etorri zen, Du Fay-ek material
elektrikoen artean elektrizazio desberdin bi zeudela frogatu zuenean. Horretaz Jabetzeko,
jar ditzagun oraingoan anbarrezko eta beirazko ziriak biak elkarren ondoan, baina ukitu
gabe, eta kortxozko esferaren gurrean {18.2. irudia). Hori egitean, erakarpena handitu
beharrean, moteidu edo erabat desagertu zela tkust zuen Du Fay-ek. Mota honetako
esperimentuel jarraituz, Du Fay-ek zenbait sustanizia igurtziz gero, batzuek eikar aldaratu
eta beste batzuek elkar erakarm egiten zutela ikusi zuen, halaber. Hori guztia kontuan
hartnz, elektrizazioa bi motatakoa zela ondoricziatu zuen: alde batetik beirak sortzen
duena, zeinari ‘positiboa’ deritzon; eta bestetik anbarrak sorturikoa. ‘negatiboa’ deritzona,
hain zuzen ere. Definizio hau, esan beharrik ez dage, guztiz arbitrarioa da, izenak alderun-
tziz ere ipini ahal genituen eta.

18.2, irudia. Anbarrezko eta beirazko ziviak batera jartzean, erakarpena
bakoitzak bere aldetik eragindakoa baino txikiagoa da.

Hauxe izan da, hitz gutxitan, elekirostatikaren arloan emandako lehenengo pausoen
deskribapena. Bestalde, sarrera honetako ohar gisa diogun ezen gai honetan kargak
geldiunean daudela joko duguta, alegia, abiadurarik eta azeleraziorik gabeko kargak eta
beraiek sorturiko efektuak aztertuko ditugula, hain zuzen ere,

18.1, KARGA ELEKTRIKOA

Aurreko atalean ikusi dugunez, elekirizazioa bi motatan sailkatu ahal dugu: positiboa eta
negatiboa. Honen ondorioa zein den jakiteko, segidan azalduriko esperimentu honetan
oinarrituko gara.

Har ditzagun kortxozko esfera hana duten bi pendulu, eta Iehenik, beirazko ziri
elektrizatuaz ukituko ditugu biak. Ukiperaren kausaz, elektrizatu egingo dira bolak eta, zer
esanik ¢z, biek mota bereko elektrizazioa izango dute. Penduluak elkarren ondoan ipini be-
zain laster, bolek elkar alduratu egiten dutela jabetuko gara {18.3.a trudia). Anbarrezko ziri
elektrizatuarekin berdin egiten badugu, gauza berbera gertatzen dela ikusiko dugu (18.3.b
trudia).

Zer ondoric atera dezakegu esperimentu horretatik? Aurrckean oinarriturik. ondoko
hau onderiozta dezakegu: «Elekirizazio-mora berdina duten gorputzek elkar aldaratu
egiten dute, eta, alderantziz, elekirizazin-mota desberding duienek, elkar erakarri»,
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18.3. irudia. Mota bereko elekirizitatea duten gorputzek aldaratu egiten dute
cikar (z eta b). Mota desberdinekoek, ordea, elkar erakartzen dote.

Elkarrekintza grabitazionalaren intentsitatea gorputz bakoitzart masa grabitazional bat
egokituz arautu genuen era berean, gorputz baten elektrizazioa ‘masa ¢lektrikoa’ definituz
arautuko dugu. ‘Masa elekiriko” delake horrt karga elektrikoa deritzo, eta g sinboloaz adie-
razi ohi dugu. Beraz, edozein gorputz edo partikula, oinarrizko bi propietate independentek
araututa dago: masak (elkarrekintza grabitatorioa) eta kargak (elkarrekintza elekirikoa).

Elektrizazie positiboa azaltzen duen edozein gorputzek karga elektrikoa positiboa du,
eta elekirizazio negatiboa azaltzen duen beste edozeinek karga elektriko negatiboa. Gor-
putz baten elekirizazio positiboaren eta negatiboaren kantitateak berdinazk badira (hots,
beraren karga osoa zero bada), neutroa dela esan ohi da. Beste era batera esanda, materia-
ren ezaugarri hau, karga elektrikoz alegia, magnitude eskalartzat jo behar dugu, praktikak
halakoxea dela erakutsi digu eta.

18.1.1. Karga elektrikoaren definizio operazionala

Karga elektrikoa operazionalki definitzeko, ondoko prozedura erabiliko dugu. Batetik,

g karga duen gorputz bat £} karga duen beste batetik d distantziara jarriko dugn, eta ¢

kargaren gainean sorturiko F indarra neurtuko dugu (18.4.a irudia). Bestalde, © kargatik 4

distantzia berdinera beste ¢’ karga bat jarriko dugu, eta honen gaineko F' indarra neurtuko

dugu ¢18.4.b irudia). Hain zuzen, ¢ eta ¢' kargen balioak F eta F” indarren proportzionalak
direla kentsideratuko dugu definizioz, hau da:
g F

qr o * ( 18-1 )

Beraz, ¢' kargari balio bat ematen badiogu, g kargaren balioa atera dezakegu, aurreko

erlazioaren bidez. Kontuan hartzekoa da, definizio hori ematean hauxe suposatu dugula,

alegia, elkarrekirntza elektrikoak sorturiko indarra kargaren proporizionala dela. Beste hitz

batzuetan esanda, aipaturiko zatidurak ¢z dauka 0 eta 4 direlakoen menpekotasunik. Azken
endorio hori esperimentuetatik ateratakoa da.
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18.4. irudia. Kargaren definizio operazionalerakeo indar-neurketak.

18.1.2. Kargaren kontserbazioaren printzipioa

Egindako esperimentuetan oinarrituz, ondoko bateztapena egin dezakegu: «/solaturik
dagoen sistema batean karga osoa ez da inolako prozesutan aldatzen». Hau kargaren
kontserbazioaren printzipioa izenaz ezaguna dugu. Karga positiboei zeinu positiboa egoki-
tzen diegu eta negatiboei negatiboa, zeren, lehen aipatu denez, karga magnitude eskalarra
baita. karga osoa karga guzticn batura maodura definituko dugu eta. Esperientriak frogatu
duenez, karga kontserbatu egiten da esperimentu guztietan,

Bestalde, geroago ikusiko dugunez, karga ez da edozein kantitatetan agertzen, oina-
srizko kargaren anizkoitzetan baizik, hots, kuantizaturik baizik; gainera, oinarrizko karga
positiboa eta negatiboa neurri berekoak dira.

18.2. COULOMB-EN LEGEA

Elektrostatikan, partikula bik elkarri egiten dioten indarra Coulomb-en legearen bidez
adierazten da. Izen hau Charles A. de Coulomb-en {1736-1806) oroimenez jarri zen, zeinak
anitz ikerketa eta neurketa egin ondoren, lege hau proposatu zuen: «Bi partikula kar-
gaturen arteko elkarrekiniza elekirostatikoa partikula horien karga-kantitateen zuzenki
propartzionala da eta distaniziaren karratuaren alderantziz proportzionala, elkarrekin-
tzaren norabidea karga biek osatzen duten zuzenarena izaniks,

Izatez, kargaren definizio operazionala ematcan egindako hipotesiaz definitu dugu
halaber lege hau, kargaren proportzionaltasunari dagokionez. Ez, ordea. distantziari
dagokionez.

Analitikoki. honelaxe adierazten da lege hau:

F=kHu, (18-2)
Q
non ¢. ¢ karga-kantitateak,
r partikula bien arteko distantzia,
u, karga biek osatzen duten zuzenaren norabideko bektore unitarioa,

K konstanie berezia (elkarrekiniza elektrostatikoari dagokiona}
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diren. 18.5. trudian ikus daiiekeen modura.

18.5. irudia. Bi pantikvla karzaturen arteko indarra.

Lege honer formulazioari buruz, zenbait ohar egin behar ditugu:

a} lzatez, F' indarra ¢ kargak ¢' kargaren gainean egiten duena da. Eta alderantziz, F
indarra g kargak g kargaren gainean egiter duena.

F' indarra analitikoki adieraztean, ¢ kargatik g' kargarako noranzkoa duen bektore
unitarioa hartu dugu. Orduan, formulako g eta g kargak idaztean, bakoitza dagokion
zeinuarekin idatzi dugu. Biak zeinu berekoak direnean, biderkadura pesitiboa da
eta F' bektoreak u, bektorearen noranzko berbera dauka, hots, indar aldaratzailea da.
Ostera, zeinu desberdinekoak badira, biderkadura negatiboa da eta F' bektoreak u,
bektorcaren aurkako noranzkoa dauka, hots, indar erakarlea da. Zeinuen irzpide hori
kontuan hartuta, argi betetzen da akzio-erreakzioaren printzipioa, hau da, F = -F".

b3 Coulomb-cn legearen balica, elektrostatikan kokatzen da; hau da, kargek geldi
egon behar dute behatzailearen erreferentzia-sistemarekiko, edo lehenengo hur-
bitketaz, higitzekotan, oso abiadura txikiaz higitu beharko lukete, argiarenarekin
alderaturik.

¢} Coulemb-en legea erabat zuzena izan dadin, kargek puntualak izan behar dute.

Begi bistakoa denez, lege hau elkarrekintza grabitazionalaren gaian aurkitu genuena-
rer antzekoa da. Han, ondoko hau aurkitu genuen:
’

, mm
F=-—y—u,. (18 — 2

I

Gehiago aztertuko ez badugu cre, guztiz argt ageri zaigu bi lege horien arteko paralelis-
moa.

Coulomb-en legearen adierazpencan, K, eta ¢ determinatzeke geratu zaizkigu orain-
goz. Horretaz baliaturik, bietariko bati balio bat ematen badiogu, bestearen balioa zuzen lor
dezakegu; alegia, bata finkatuta bestea erabat determinaturik geratuko da. Azken batez,
unitate-modu bat definitzera garamatza horrek.

Arrazoi historikocngatik, K, konstanteari 1077c? balioa eman zaio, non ¢ delakoa
argiak hutsean duen abiadura den. Hori dela eta, hauxe idatz dezakegn:

K =107¢* 29 10°Nm*C~, (18—4)

non C delakoa karga-unitatea adierazteko darabilgun ikurra den. K,-ren dimentsioak
hauexek dira:

[k.]=ML'T?Q". (18-5)
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Lehentxoago aipatu dugunez, behin K, finkatuta egonik, g ere finkatuta geratuko da.
Honetaz, ¢ delakoaren unitatearen balioa definitzeko balia gaitezke; unitate hori coutomb
izenaz ezagutzen da. eta C letraren bidez adierazten. Hauxe da, hain zuzen, coulomb
unitatearen definizioa: «coulomb karga-unitatea, huisean beste karga berdin batetik metro
batera jarrita, elkarren artean 89874 10° N-eko aldurapen-indarra sortzen duena da».

Arrazoi praktikoak direla kausa, formuletan komenigarriagoa izaten da K, era honetan
adieraztea:

K =—, (18-6)

4re,

non g, delakoa hutsaren permitibitateq deritzon magnitudea den. K.-ri dagokion balioa
kontuan hartuta, hauxe izango da g;-ren balioa:

1
4nK

£

&y =

=8.854-107"N"'m ’C?, (18-7)

eta beraren dimentsioak eta unitateak {(nazioarteko 81 sisteman):

[e,]=MTL7T°Q" (hots, m™kg™'s’C” unitateak). (18 - 8)
Azkenean, Coulomb-en legcaren itxura honelaxekoa da:
1 gq¢
Fr=——-22q.. -
dre, r° ‘ (18-9)

Tkus dezagun orain, ¢ karga baten gainean karga-multzo batek (g5, gs..., g, kargek
osaturiko multzoak, esaterako) eragiten duen indarra zein den. Gainezarmenaren printzipioa
erabiliz, hauxe ipin dezakegu:

l f
F=H;9§'—un (18 - i)
non r, ¢ eta g, kargen arteko distantzia den, eta u, delakea g eta g, kargek eraturiko
zuzenaren bektore unitarioa, g-tik g-ra orientaturik egenik, hain zuzen ere. lzatez,
gainezarmenaren printzipioa erabiltzean ondoko hipotesi hau egiten dugu, alegia, g; eta ¢
kargen arteko elkarrekinizak ez duela ezelako aldaketarik pairatzen, inguruetan beste
edozein karga egoteagatik.

Orain arte, karga zenbait puntutan kokatuta zegoela suposatu dugu; baina, horren
ordez espazioaren eskualde batean era jarraituan hedaturik balego, dg karga txikiek sorturi-
ko indarren integrazio bekioriala egin beharke genuke {18.6. irudia). Beraz, honelaxe
idatziko dugu:

1 _fqdq g {dg
F=—— |- u=——|—u -
4?580-[ r’ Amg, v r’ s-1b

non u bektorea dq eta g kargek eraturiko norabide aldakorreko zuzenaren bektore unitarica
den, lehen esan den bezalako orientazioaz. :
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18.6, irudia, Era jarraitvan banaturiko kargak eginike indarra kalkulazeko
elementu difereniziala,

18.2.1. Adibidea

Demagun, g¢,, g, eta g; kargak ditugula, 18.7. irudian ageri den moduan jarririk eta
ondoke balicak dituztela;

g = 1,5 10‘3C, gy = _0,5 IO.-:{C’ 4y :0,2‘ 103C.
AC=1,2m eta BC=0,50m izanik.

¥
g% B

Fo § 7775

Uy 1

]
Y

3

u3] q3

18.7. irudia.

Lehenik, g, karga jasaten ari den indar erresultantea lortuko dugu. frudian ageri denez,

49, . 3e 4293 : 3
= n, =1'9-1¥iN, F,=—=_u,.,=36-10"] N,
Ty Dr;i 3l 27 0?_]22 32 J

da, non F; sinboloen bidez j partikulak / partikularen gainean eragiten duen indarra adierazi
dugun. Beraz,

F,=F, +F, =19-10’i+3,6-10°],
eta horren modulua hauxe da:

— |m2 2 _ IN
F,=F} +F} =4,06-10°N.
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18.3. EREMU ELEKTRIKOA

Coulemb-en legearen arabera, karga baten eragina espazio osora hedatzen da. Espazicko
cdozein puntutan beste karga bat jarriz gero, azken honek indar bat pairatuko du. Beraz,
espazican eremu bektorial bat definiturik dugula esan dezakegu. Hori dela eta, eremu elek-
trikoa era honelan defini genezake: puniu bateko eremu elektrikoa puntu horretan lego-
keen karga positiboaren unitateak jasango lukeen indar elektrikoa da. Hortaz, karga-unita-
teak jasaten duen indarra {hots, bektore bat) denez, eremu elektrikoa magnitude bektoriala
da, eta E letraren bidez adieraziko dugu.

Eremu elektrikoa cremu bektoriala da, hots, espazicko puntu bakoitzari bektore bat
dagokio. Analitikoki, eremu ¢lckirikoa honelaxe adieraz dezakegu:
F

E=—. (18 - 12)
q

Adierazpen horretan, F indarra g “lekuko karga™ edo froga-karga duen partikulari eragiten
dioten indar elektriko guziien erresultantea da.

Nazioarteko ST unitate-sisternan, eremu elektrikoa NC™' unitatetan neurtzen da, baita
VM '-tan ere, gauza bera dena, noski {ikus 18.4.3. atala), beraren laborategikc balio
normalak 10* = 10° VM bitartekoak izanik. (18-12) adierazpena sakonki azicrtuko ez
badugu ere, begi bistako ondorio hau aterz dezakegu. alegia: ¢ karga positiboa denean E
cta F direlakoek norabide cta noranzko berberak dituzte: ostera, ¢ negatiboa deneko
kasuan, norabide bera baina aurkako noranzkoak dituzte.

Aurreko atalean ikusitako Coulomb-en legean oinarritzen garelarik, g karga puntual
batek sorturiko E eremu elektrostatikoa honelaxe idatz dezakegu:

E=—1 _u, (18 - 13)
BY r

non u, hektore unitaricak norabide erradiala duen, zeina ¢ dagoen puntutik £ aztertzen ari
garen punturamtz orientatuta dagoen,

18.3.1. Zenbait kargak sorturiko eremu elektrikoa

Lehenago ikusitako gainezarmenaren printzipioan oinarriturik, # kargek osaturiko
sisterna bat duguncan, hauxe izango da karga-sistema homek sortzen duen eremu elekirikoa
{erresultanteal;

1 ;
EZEL+E2+...+Eﬂ= E Ei:% -‘i‘;—ll,-. {18—14)
f oy .'“

Fisikaren ikuspuntutik, horren esangura, hauxe da: puntu batean karga batzuek sorrarazten
dituzten eremu elektrikoak biltzen direnean, guztirako emaitza cremu bakarraren baliokide-
tzat kontsidera daiteke, eta eta eremu errcsultantearen intentsitatea {18-14) adicrazpenaren
bidez emanda datorkigu. Bestela esanda, azken hau eremu elekirostatikoak gainezarme-
naren printzipioa betetzen duela suposatzen ari gara. Bestalde, kargak era jarraituan bana-
turik badaude, ondoko integrazica egin beharko dugu:
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(18 - 15)

£

i d
E= j—?u
dme, da v’

non, A integrazio-barrutia kargak dauden espazioaldera hedaturik dagoen.

Dakusagun, orain, eremu elektrikoari buruzko xehetasun bat. Eremu elektrikoa
zehazkiago definitu nahi izange bagenu, honelaxe egin beharko genuke:

E:lim-‘-SE edo E=£, {18-16)
ag—s0 A

q dg

hau da, froga-kargaren balioa zerorantz doanean indarraren eta kargaren arteko zatidurak
hartzen duen balios da eremua, alegia, karga-umitateko indarra, Xehetasun hori beharrezkoa
da, zeren zenbait kasutan froga-kargaren presentzia hutsa, eremu elektrikoa sortzen duen
karga-banaketa aldatzeko aski baita, eta beraz, eremu elekirikoaren balioa ez da berbera
froga-karga sartu aurretik edo sartu ondoren, aipaturiko kargak, halaber, eremu elektros-
tatikoa bat sortzen baitu.

Dena dén, {18-14) eta {18-15) adierazpenek garrantzi handia dute, eremua kalkula-
tzeko prozedura egokia ematen digute eta.

18.3.2. Adibidea

Lor bedi luzera unitateko A karga-dentsitatea duen hari batek sortzen duen
eremu elekirikoak R distantzia duen infentsitatea.

ds IA
dE
r
$ Pi; 2dEcosa
| S @ -
o Uy 3 /
i
dEsine dE
i R
B -

18.8. irndia, O puntuarekiko simetrikoak diren bi elementu diferentzialek P
puniuzan sortunko ererua.

Haria ds motako zatietan bana dezakegu, eta ds zati bakoitzari dagokion karga hauxe

da:
dq = Ads. {(18-17)
Dakigunez, elementu: horrek P puntuan sorturiko eremuaren modulua
P . (18-18)

4}'.78":'2 4Jr£nr'2

izango da, AP norabidean orientaturik.



374 Fisitka Crokorra

Dena den, problema nabariro erraztuko zaigu, bere barnean dagoen simetriaz jabetzen
hagara. Hain zuzen, dE sing osagaia, beste ds batek duen —dE sino simetrikoarekin anulatu
egingo da, eta horrela, guztira, 18.8. irudiko bi elementu diferentzial simetrikoen kasuan
2dE cost soilik geratuko da OP norabidean. Hortaz, hari Xargatu osoak sorturiko eremu
elektrikoa (OP norabidean} hauxe izango da:

.0 ,1 mi2 zds
E={2dEcosax= j ——COs Q. -
¢ dme, Jo rl i (18- 19)

Hemengo r ela & aldagaiak honclaxe daude erlazionaturik elkarrekin:

r= R . (18 - 20}
OS¢
Bestalde, irudian ikus daitekeenez, s = R tana da. Beraz,
R
ds =24 (Ogasf} (18 -21)
cos” o 2
Azkenean, hauxe izango da eremu elekirikoaren balica:
A ni2 A,
E= 2cosada = . (18-22)
47e R Jo 2me,R
Eta era bektorialcan idatzita:
A
E= u,. -
e R R (1§ -23)

Adierazpen honetan, u, bektore unitarioak (JF zuzenaren norabidea du, eta haritik E
aztertzen deneko punturantz orientaturik dago,

18.3.3. Eremu-lerroak

Eremu elektrikoa nolabaiteko era grafikoan adierazteko, eremu-ferroak erabili ohi
dira. Eremu-lerroak karga positiboetan sortu edo hasten dira, eta karga negatiboetan buka-
tzen dira. Lerro jarraituak dira, berajen ‘iturrietan’ (karga positiboak} eta ‘hobietan’ (karga
negatiboak) izan ezik. Eremu-lerroak karga positiboetan hasi ¢ta negatiboetan amaitzen
dira, eta karga puntualak eremu-lerroen puntu singularrak dira.

Karga batean sortzen edo amaitzen diren lerroen kopuruz, karga horren balioaren
proportzionala da. Lerro horien norabidea eremu elektrikoak puntu bakoitzean duen berbera
da, eta lerro-dentsitatea eremu elektrikoaren intentsitatearen araberakoa da. Lerro-dentsita-
tearen bidez, eremu-lerroen perpendikularra den gainazal bat zeharkatzen duten gainazai-
-unitateko lerroen kopurua adierazi nahi dugu (18.9. irudia).
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18.9. irudia. Eremu-lerroak A eta B gainazalak zeharkatzen. Lerro-dentsitatea
{beraz, eremuaren intentsitatea) handizgoa da A4 gainazaleko puntuetan B
gainazalekoetan baino,

Eremu-lerroak indar-lerroak izenaz ere badira ezagunak. Bestalde, eremu-lerroekin
batera gainazal ekipotentzialak ere irndikatu ohi dira. Azken hauek puntu guztietan eremu-
-lerroen perpendikularrak dira, eta potentzial bereko puntuak biltzen dituzte. Esandakoaren
azalpen efa justifikazioa 18.4.3. puntuan emango da. Halaber, A eranskinean sakonago
aztertuko da arazoa. Nolanahi den, hurrengo 18.10., 18.11. eta 18.12. irudietan zenbait
adibideri dagozkien eremu-lerroak {irudietako lerro jarraituak) eta gainazal ekipotentzialak
(irudietako lerro ez-jarraituak} adierazi dira.

18.10. irudia. Karga puntual positibo (&) eta karpa negatibo {b) baten ingu-
ruke eremu-lerrozk eta gainazal ekipotentrialak.
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Fisika Orokorra

18.11. irudia. +4 cta - ¢ kargak sorturiko eremu clekirikoaren ereru-lerroak

ela painazal ekipotentzialak.

18.12. irudia. Bi karga berdinek sonuriko eremu elekirikoaren eremu-lerroak

cta gainazal ckipotenizialak.

18.3.4. Kargaren kuantizazioa

Behin eremu elektrikoa zer den jakin ondoren, atzeko puntu batera itzul gaitezke, eta,

kargaren kontserbazioaren aipamenari jarraipena emanez, kargaren kuantizazioa adierazten
duen esperimentu bat aztertuko dugu. Esperimentu honen bidez, esan bezala, karga kuan-
tizatuta dagoela ikusiko dugu, alegia, karga cz dela edozein kantitatetan agertzen, oinarriz-
ko kargaren anizkoitzetan baizik. Hori frogatu nahian, Millikan-ck egindako esperimentuan
oinarrituko gara, eta beraz, segidan esperimentu hori zertan datzan ikusiko dugu,
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L T I R - |

18.13, irudia. a) Millikan-en esperimentua. b) A cta B pla\-kcn arieko eremu
elektrikoa.

Millikan-ek plaka bi, 4 eta B, paraleloki jarri zituen. etz goiko plakan (B delakoan
hain zuzen) eginiko zulo batzuetatik, olio lainoztatua bota zuen {18.13.a irudia). Olio-tanta
txikiak zuloetatik pasatzean, zuloen hormak iguriziz, kargatu egiten dira elektrikoki. Jaisten
ari diren bitartean, olio-tanta bakoitzaren gainean eragiten ari diren indarrak hauexek dira:

- mg grabitatearena,

- —6aurv  kutxa barruan dagoen gasarekiko marruskadura ¢hori Stokes-en formula
da (ikus 5.6. atala)),

- —myg goranzko bultzadaren indarra,

non 4 biskositatea, r tantaren erradioa, v abiadura eta m, fluidoaren masa desplazatua diren
{ikus 13.4. atala).

Orain arte ez dugu E eremu elektrikoa kontuan hartu. oraindik ez baita olio-tanta
sistemnan sarto. Hau horrela 1zanik, tantaren erorketa-higidura adicrazten digun ekuazioa
honako hauxe da:

ma =mg ~ m,g — 6IUrv. (16 -24)

Oso denbora-tarte laburrean olio-tantan gorantz eta beherantz eragiten ari diren
indarrak orekatu egiten dira. Azelerazioa zero dencan, v abiadurak hartzen duen balio
konstantear! ‘muga-abiadura’ deritzo {ikus 5.6. atala), efa ty notuzicaz adieraziko dugu;
beraren moduluak hauxe balio du:

_{m-—m,)

orpr

{18 - 25)

b

Behin hori ikusi ondoren, hurrengo pauso modura E eremu elektrikea sartuko dugu,
partikularen gaineko heste indar bat sorrarazirik. Honen ondorioz, eremu elekirikoaren
kausazko indasra ere kontuan hartzean, higidura-ekuazioa hauxe izango da:

ma = gE + mg — m,g — SAUr. {18 - 26)
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Eremurik gabeko kasuan gertatu den bezalaxe, oso denbora laburrean a = () egingo
da; orainge muga-abiadurari v, deituko diogu. Bektorialki:
0 = gE + mg — m,g — O7pirv,, {18-27)

efa tantak norgbide bertikalean erortzen ari direla kontsideratuz, hemendik v, abiaduraren
modulua aska dezakegu:
. = gE+{m—m,)g

-2
ompir (18-28)
Beraz, kargaren balioa hauxe izango da:
g= (mp—m)g+6ﬂ:g1rv1’ (18 29)

E
eta (18-23) delakoa {18-29) adierazpenean sartuz, ondoko adierazpen hau lortuke dugu:

- Ortir(v, —v,)

{18 - 30)
E

Aurrera segitu baino lehen, zenbait iruzkin egitea behar-beharrezkoa dugu:

- Higidura-ekuazioan ageri diren bektore guztiek norabide berbera dute, eta hauxe
da hain zuzen ere, ekuazio hori aztertzerakoan magnitude eskalarrak balira bezala
konsideratzearen arrazoia.

— Stokes-en gaia, maruskadura-indarra denez gero, beti higiduraren zurkakoa da, eta
horregatik abiaduraren aurkako noranzkoz du.

Teorikoki, (18-30) adierazpenetik ¢ aurki dezakegu, ©,, W, r, ¢ eta E direlakoen
funtzioan. Hala ere, praktikan g-ren aldaketak v,-ren aldakefen funtzioan neurtzea askoz
errazagoa izaten da {kontuan izan, v, berbera dela beti). Hori dela eta, ondoko erlazio hau
lor dezakegu:

OFHr py. (18-31)

Ag =
q E 2

Millikan-en esperimentu honetan ikusi zencz, Ag kalkulatzean ateratako balioak, betl
suertatzen ziren karga elemental baten anizkoitzak. Karga elemental horri e deitu zitzaton,
eta beraren balioa hauxe da nazioarteko S1 unitate-sisteman:

e=1,6021-10"C. (18- 32}

QOrain arte, inolako esperimentuk ez du hori ukatu; beraz, funtsezko legetzat onar
dezakegu, hau da: «naturan agertzen diren karga guztiak e vinarrizko kargaren
anizkoitzak dira; hots, karga elekirikoa kuantizaturik dago». ¢ delakoari cinarrizko karga
deritzogu, eta beti m masa bati dagokio, oinarrizko partikula modura ezaguna duguna
osatuz: elekiroia.

Sakonkiago aztertuko ez badugu ere, aipatu beharra daukagu, gaur egungo teoriak
azken parragrafoan aipatutako ideia honekin batera ez datozela. Gaur egun unibertsoaren
oinarrizko onagaiak beste batzuk direla dakipgn, alegia, leptoiak, guarkak ewa bitarteko
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bosoiak, quark batzuen karga 2e/3, eta beite batzuena —e/3 izanik (baina ez dira era
isolatuan aurkitu}. Dena den, testu honetan ¢ balica hartuke dugu oinarrizko kargatzat.

18.3.5. Partikula kargatuaren higidura, eremu elektriko uniformean

Lehenik, eremu elektriko uniformea zein den argituko dugu. Eremu elektriko unifor-
meak, definizioz, puntu guztietan intentsitate eta norabide berberak ditu, beraren indar-
-lerroak paraleloak dira, eta distantzia berdinetara daude.

Atal honetako galan murgildu baino lehen, kalkula dezagun bi xafla kargatu eta
paralelok sorraraziriko eremu elektrikea zein den. Honetarako, eranskinean aipatzen den
Gauss-en teoremaz baliatuko gara, eta ertzetako arazoak arbuiagarriak direla joko dugu.
Beste aldetik ere, demagun azalera-unitateko karga-dentsitatea & dela {18.14. irudia).

T + - d -0
- -
+ -
g, (Vo2 E |-
-_JI + o 1 -
ceid s -
+ -
. -
+ -
. -

18.14. irudia. Bi xafla kargatu paralelok sorturiko eremuaren kalkulua,

18.4. irdiko $ albo-gainazaleko prisman Gauss-en teorema erabiliz (karga positibo-
dun xafla kontsideratuko dugu soilik lehenengo kalkulu honetan), eta simetriazko kontside-
razioak erabiliz, hauxe idatz dezakegu:

g oS
¢=§:§E+-ds=28+5=—-=_‘ _
& e & (18 - 33)
Beraz, hauxe ondoriozta dezakegu:
g :
E = —_
7S (18 - 34)

eta balio hori berbera da x edozein izanik. Bestalde, karga negatibodun xafla aztertzean, bi
xaflen arteko puntuetan norabide eta noranzko bereko eremua lortuko dugu,

-c
-T2, (18 -35)
eta, guztira, xaflen arteko eremu osoa honake hau izango da:
E=E +E =2 <ktea, (18 - 36)

£y
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alegia, E eremu clektrikoz uniformea da xaflen artean, eta beraren norabidez xaflen per-
pendikularra da.

Arter dezagun, orain. nolakoa den partikula kargatu batck eremu horretan duen higi-
dura. Newton-cn F = ma legetik abiatuz, ma = gE dugu, eta hemendik, partikula kargatuak

a=21F (18 - 37)

i
azelerazic kenslantea izango du xaflen arteko eremu elektriko uniformearen eraginpeun.

Tkus dezagun, orain, partiknla kargatua erenu elektriko uniforme batetik pasatzean
nola higitzen den. Demagun 18.15. irudiko kasua. Lehenik, partikula », abiadursz jaurtiki
da, eremu elekirikorik ez dagoen espazioalde batean. Beraz, A puntura iritsi arte ibilbide
zuzen eta uniformea izango du. Gero eremu uniformea dagoen espazioaldera sartuko da
{xaflen artean) eta han a azelerazioa jasange du. Arelerazioa konstantea denez. AB
ibilbidea parabolikoa izango dela esan dezakegu.

¥ C
 § | § T
i a
E X
_‘_ P b Al L4178 l
Yo R —
f =0 o X
TN
f++§a$++| L S

[8.15, irudia. Partikula kargatuaren ibilbidca.

Esan duguncz, P partikula ercmury sarty baino lehen. E delakoaren perpendikularra
den norabide batean v, abiaduraz higitu da, eta cremutik irtetean v abiadura izan du. Beraz,
nabarta deaez, E cremuak aldatu egin du P partikularen higidura. Kalkula dezagun ibilbi-
dearen ekuazioa.

Erreferentziazko ardatzak irudian ageri diren modura kontsideratzen baditugu, ere-
muan zehar higitzen ari den bitartean, partikularen koordenatuak hauexek izango dira:

= Uy, (18— 38)

H

y= %( 9 E]ﬁ. (3, arbuiaturik). (18 - 3%

zeren. lehen ikusi dugunaren arabera, eremu elekiniko uniforme baterako a, = gE/m baiia.
Aurrcko bi ekuazioetatik ¢ ezabatuz, hauxe lor dezakegu:

2LlmA v
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eta hori parabola baten ekuazioa baino ez da {AB tartean, noski). Zer esanik ez, PA eta BC
zuzengk dira, hor inolake indarrik ez baitago, edo zehazkiago esanda, beste edozein
indarren eragina arbuiagarritzat jolzen battugu indar elektrikoarenarekin alderaturik.

Bestalde, § pantailan izango den desbideraketa kalkulatuke dugu. Horretarako, o
delako angeluaren tangentea hauxe da:

zana—(f‘f*—") _ 9Ea 18 ~41)
de/, mul’ (8-

eta S pantaila L distantziara jartzen badugu, BD balica d distantziarekin konparatuta 0so
txikia eta L handia izanik, ondoko hau idatz dezakegu:

gEa _

d
= fanor = —, _
ol 3 (18 —42)

non ¢ delakoa deshideraketa edo deflexioa deritzona den.

Azterketa teorikoa egin ondoren, esperimentu honen baliagarritasunari buruzko
zenbait iruzkin egin ditzakegu. Adibidez, ekuazio honetan E, a, d, L ezaguturik, cta g/m
finkatuta dugun kasuan, v, lor dezakegu. Alderantzizko prozedura segitzen badugu, behin
Y, finkatu ondoren, ¢/ zatidura erdiets dezakegu.

Ondorio gisa, hauxe atera daiteke: ¢/m zatidura berdineko partikula-sorta bat eremu
elektrike batetik pasatzean, deflexioa v,ren edo energiaren funtzioa izango da. Beraz,
irudtan ageri den muntaia esperimentala energiaren aztertzaile modura erabil genezake.

18.4. POTENTZIAL ELEKTRIKGA

Aurreke atalean eremu elektrikoa definitn dugu, karga batek espazicko eskualde batean
eragiten duen perturbazioa deskribatzeko. Orain perturbazic hori magnitude eskalar baten
bidez adierazten saiatuko gara. Horretarako, dakusagun, lehenik, Coulomb-en legeak
eremu koniserbakor bat definitzera garamatzala.

a b

18.16. irudia. g karga A puniutik B punturz pasatzeko O kargak egiten duen
lanaren azterketa.
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Demagun @ karga puntu ezagun batean geldi dagoela {18.16. trudia). A puntutik B-ra
[ kurban zehar g karga eramatean, bigarren karga honen gaineko indar elektrikoak
egindako lana hauxe da:

B B
WAﬂszvdl:J.FcosﬂdlI, (18- 43)
A A

non integral kurbilineo hori I kurban barrena kalkulatu dem, eta orduan, 18.16.b irudian
ikus daitekeenez, cosOidl] = dr da, hots, karga bien artc]_(o distantziaren aldakuntza
infinitesimala. F indarra adierazteko Coulomb-en legea erabiltzen baldin badugu. ondoko

hau lortuke dugu:
qQ (%1 gg i1 1
W, == | —dgr="22 | .| 18 — 44

A 4me, dar? 4 ATE A\ Ty My (18 -44)

eta ondorioz, lanak karga eramateko aukeratu den ibilbidearen menpekotasunik ez daukala
esan dezakegu. Beraz, eremua kontserbakorra da, alegia, -

Wi ZQ’EE'd[:f(A.B} — _[:E-m:gm)—g(s), (18 — 45)

eta, kasu berezi gisa, B puntua A bihurtzekotan, hots, lana ibilbide itxian barrena kaikula-
tzean, garranizi handiko adierazpen hau lor dezakegu:

3§E-d1:0. (18 - 46)

Kalkulu horiek laburki egin baditugu ere, zehaztasun gehiagorako, liburu honen
amaierako eranskinean ikus daitezke. Halaber, ohar gaitezen, hemen eta eremu grabita-
zionala tkusi genuenean egindako kalkuluak osc antzekoak direla; desberdintasuna
konstanteetan datza soil-soilik.

Frogatu berri dugunez, karga batek sorturiko eremua kontserbakorra da, ¢la gainezar-
menaren printzipioaren arabera, berdin gertatuko da edozein karga-banaketak sorturiko
eremurako. '

Eremua kontserbakorra denez, defini dezagun eremu bektorial horri dagokion eremu
eskalarra, hau da, eremu horren eraginpean ¢ kargak duen energia potentziala:

B
g0 (1 1
W, = JE-d]=E g =2 |1_1) 18 - 47
a5 =4 5 p.A p.B 4ze, (rA Y { )
Beraz, energia potentziala era honetan idatz dezakegu:

1
Ep(_r):—q—-Q———+K‘ (18 - 48)

4xe, r

Askotan, infinituko puntuen energia potentziala zerotzat hartzen da, hau da, X = 0.
Hori egiten dugunean, E,-ren adierazpena honelaxe geratuko zaigw:

g0 1.

dme, r

Er)= (18 -49)
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Dena den, beste kasu batzuetan ez da horrelaxe egiten, geroago ikusiko dugunez. Unitateei
dagokienez, jakina denez, E, jouletan neurtzen da MKSC sisteman.

18.4.1. Bi punturen arteko potentzial-diferenizia

Behin goikoa ikusi ondoren, perturbazio elekurostatikoa ere magnitude eskalar baten
bidez deskriba dezakegu. Hort egiteke asmoz, potentzial elektrikoa eta potentzial-diferen-
1zia definituko ditugu. Hain zuzen, karga bat puntu batetik bestera eramateko behar den
karga-unitateko energiari. potentzial-diferenizia deritzo. Definizio honen arabera, A eta B
puntuen arteko potentzial-diferentzia era honetan azal daiteke:

Vip = EraEps ;E,,,g , (18 - 50)
@ 1 1

v, =-—| ———| _

A8 4?‘580(.'; rBJ (18-51)

18.4.2, Potentzial elekirikoa

Puntu bateko V potentzial elektrikoa, definizioz, karga bat infinitutik aipaturtko puntu
horretara eramateko behar den Karga-unitateko energia da. Beraz,
.21
14 o (18 - 52)
Definizio honetan hauxe cnarta dugo inplizituki, alegia, karga batek sortutako eremu
elektrikoaren kasuan, kargatik oso urrun dauden puntuei (infinituan daudenei, hizkera ma-
tematikoaz) dagokien potentzial elekirikoa nulua dela, leben azaldu dugun bezala. Aukera
hori teoria mailake ariketa gehienetan egokia gertatzen bada ere, guztietan ez da horrela
gertatzen, eta zenbait kasutan aldatu beharra dago, haren ordez beste suposamendu bat
eginez, ondorio bitxi xamarrik, absurderik ez esatearren, ager ez dadin. Arlo praktikoan
planteatzen diren problemetan, bestalde, potentzialaren balio nulua infinituko puntuei ego-
kitu barik, lurrari (‘masa’-ri hizkera teknikoaz} egokitu ohi zaio.

Orain arte egin dugun guztia, karga baterako izan da; dena den, ohi denez, karga asko
davdeneko kasuan, gainezarmenaren printzipioaren laguntzaz, hori guztia orokortu ahal
dugu. Karga-banaketa diskretua dugunean,

4 4 4n I 4
= + ..+ = ==, 18 - 53
AmE  AWEY, 4meyr, 4Ame, Z r, ( )
eta karga-banaketa jarraitua dugunean,
1 d
V= _f -, (18- 54)
Amey da v

non, A integrazio-barrutia karga-banaketa gordetzen duen espazioaldea den.
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18.4.3. V-ren eta E-ren arteko erlazioa

V eremu eskalarra eta E eremu bektoriala elkarrekin erlazionaturik daode (ikus 6.7
atala eta A eranskina). Tkusi genuenez, indar kontserbakorren kasuan honako erlazioa
betetzen da;

F=-grad E, (18 -55)
Erlazio hau ¢° kargaz zatitzean, hauxe dugu:
F E
= =-—grad——. (18 — 536}
q q

Baina hau, begi bistan dugoenez, ondoko adierazpena bilakatzen da zuzen-zuzenki:
E =-grad V. {18 -51D

Gradiente delakoari dagozkion propietateak eta gainerako zehaziasunak jadanik
artertuak izan direnez, ez ditugu berriro ere hemen errepikatuko. Dena dela, gradiente
bekterearen (hots, eremuaren) eta gainazal ekipotentzialen arteko elkarren perpendiku-
lartasunaz oroitzea ez da sobera egongo, 18.3.2. ataleun ezelako justifikazio barik aipatu
genuen cta, Bide batez, geroxeago erabili beharko denez, gogora dezagun ezen edozein no-
rabidetako eremu kontserbakorren proiekzioa potentzialaren norabide-deribatuaren berdina
dela, zeinuak aldaturik; hau da, labur esanda:

E =—lim—, (18 - 58)

non s azpindizeak edozein norabide adierazten duen, AV eta Al norabide horretan harturik.
Horrela, V potentziala eremuaren funtzioan jar dezakegu (konstantea alde batera utzita},

V:—JE-dl, (18 - 59)

eta koordenatu cartesiarretan,
V= -[ I Edo+ [Edy+ | E:dz]. (18 - 60)
Kasu berezl batean, E eremua x ardatzaren norabidean badagoe eta uniformea bada

{hots, E = Fi, non £ konstantea den), hauxe dugu:

V=—J‘EAdl=—J'de, (18 - 61)

eta E konstantea denez,
V=-Ex+K (18 -62)

Lehen ohartarazi den legez {ikus 18.4.2. atala), zenbait ariketa teorikotan ez da
egokia gertatzen intinituko potentziaia nulua dela aukeraizea, hemengo kasu honetan argi
eta garbi ikus daitekeenez. Ariketa honi hoberen moldatzen zaion aukera bestelakoa da,
alegia, x = 0 denean V = { egitea, hain zuzen ere. Hori onartuz gero,

K=0 - V=-Ex (18 - 63)
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18.4.4. Adibideak
Jarraian, pare bat adibide aztertuko ditugn aurreko kontzeptuak erabiltzeko.

i) Kalkula bedi hari uniformeki kargatuak R distantziara sortuko duen potentzial
elektrikoa.

Eremu elektrikoaren 18.3.2. atalean, hari infinitu batek sorturiko eremu elekirikoa
kalkulatn dugu. Orain, adierazpen hura ablapuntutzat hartuz, hari uniformeki kargatuak
sortuko duen potentzial elekirikoa lortuko dugu (18.17. irudia).

A
u, E
- P
f—— R — —

18.17. iradia. Hari kargatak sorturiko eremu clektrikoa.

Lehen ikusitakoaren arabera {18-23),

E= A u _
2me R F (18 — 64)
da. eta V lortzeko aurreko atalean ikusitako (1859} erlazioaz balialuko gara, hots,
dV=-E-di=-E,dR — %%:—dv‘ (18— 65)
Ekuazio hori integratuz, V potentziala lor dezakegu:
V= InR+ K, {18 -66)

g,

Eremu elektriko uniformearcn kasuan jazo zaigun antzera, hemengo honetan ere
erabat desegokia ematen du R — e doanean V = ( aukeratzeak. Aukera hori bazterturik,
hurrengo hau onartuko duga, & = 1 denean V = () egitea, alegia,

0=- A Int+K - K=0, {18 -67)
2re,

cta, beraz, honelaxe idatz dezakegn hariak sorturike potentziala:

A
2re,

V== In R, {18 - 68)

Hori horrela egin dezakegu, konstantearen balioa aukerakoa baita. Zilegia da egin
duguna; eta, noski, kasu bakoitzean gehien komeni zalguna aukeratuko dugu.
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i} Kalkula dezagun karga uniformea duen disko batek sortuko dituen eremu
eleksrikoa eta potentzial elekirikou, bere ardatzeko puntuetan. Diskoaren erradioa
a da, eta beraren gainazaleko karga-dentsitatea, o. lkus bedi, halaber, distantzia
hundi eta 1xikietarako zer gertatuko den (ikus 18.18. irndia).

z

18.18. irndia. Karga vniformea duen diskoak P puntuan sorturiko eremu
clekirikouren azterketa.

Aurreko adibidean, lehenik E eremua kalkulatu dugu eta gero V potentziala. Orain-
goan, berriz, alderantzizko prozedurari jarraituko diogu: lehenik potentziala eta gero
ercmua katkulatukeo ditugu.

R erradicko zirkuluaren azalera § = zR’ denez, berau diferentziatuz 18.18. irudiko
eraztun diferentzialaren azalera lor dezakegu:

S = aR* - dS = 2nRdR. {18 - 69)
Eta dg = odS denez, ondoko hau izango da eraztun horren karga elekirikoa:
dq = 2r0RdR. {18 - 70)

Simetriaz, P puntua eraztuneko puntu guztietatik r distantziara dagoenez, potentzialaren
formula aplikatuz, hauxe lortuko dugu:

eta diske asoa kontsideratuz, mota bereko eraztunen integrazioa eginez:

v 1 J* 2moRdR _ 2mo * RdR
4]

= = (18 -72)
4re, ¥ 4re, Jo 1

Baina r = (R* + 2°}'* denez, eta P puntuaren kasuan z konstantea denez, hauxe dugu:

V:_O._ " RdR __('F_(R2+z3)i;2

= =i[(a2 +z2)”2 —z]. (18 = 73)
2ey %o {R? +a’*)”2 2, 2

£

1t}
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Adibide honetan, konstante gehigarria nulutzat hartu dugu. Diskotik distantzia
harndietara dauden puntuen kasuan, hurbilketa hau egin dezakegu:

z
a<<z - [a2+22)”222(1+-§—{?), (18 — 74)
z
cta beraz.,
oa’
V= . 18 =75
4e,2 ( )

Bestalde, distantzia txikietara dauden puntuen kasuan,

a»>z > (@ +2}) =a, (18 —76)
eta orduan,
g
V= (a—2z). (I8 =77
2,z

E eremu elektrikoa kalkulatzerakoan, funtsezko papera jokatzen du problemak daukan
simetriz kontuan hartzeak. Hain zuzen, z ardatzeko puntuei dagokienez, problemaren sime-
triagatik, eremu elektrikoaren osagal bakarra z ardatzekoa izango da. Beraz, 7 ardatzeko
puntuetarako,

av dl o 3 33142
E="—=-2|—=—(2"+ -zl _
= dz[zgo(z a’) z} (18- 78)

2
?:_O'__ - e N (18 -79)
23(: 2(224—02)

Lehen bezalaxe eginez, ondoko hurbilketak egin ditzakegu. Distantzia handietarako,

o a’ e o W s
isva—oE =2 |1-[1+% | (=2 {i-[1-Lla) _
“=5 250[ ( Z 26, 22 (18 - 80)

alegia, z ardatzeko puntuei dagokienez, diskoaren zentroan legokeen karga batek sortuko
lukeenaren berdina da, non jarritako karga disko osoarena den, hots;

| om® oa®

E=4 = T
A, 2 4€,7

4

(18- 81)

Bestalde, distantzia txikietarako:

as>z —» E=2- 18— 82
e (15 - 82)
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18.5. PARTIKULA KARGATUAREN ERLAZIO ENERGETIKOAK,
EREMU ELEKTRIKOAN ZEHAR HIGITZEN DENEAN,
POTENTZIAL ELEKTRIKOAREN UNITATEAK

Eremu ¢lektriko batcan higitzen art den partikula kargatu baten energia osoa scgidan atpa-
tuko dena da, baldin eta eremu grabitatorivaren eragina kontuan hartzen ez badugu, zeren
eta cremu elekirikoarenarekin alderaturik, eremu grabitatorioaren energiarako ekarpena
guztiz arbuiagarria batta:

I ,
EzEk+E‘,,=5rnU‘+qV. {18 —83)

Partikula kargatua P,-etik P,-ra higitzen denean, bertako potentzialak V, eta V,
izanik hurrenez hurren, energiarcn kontserbazioaren teorema honelaxe idatzi beharko dugu:

2 I .
l.»m,=;+c,vv,=—mv:+qﬂt/1, (18 - 84)
2 2 .
ela 7.5. atalean ikusi genuency, tarte horretan eremuak eginiko lana honako hau da:
WzAEkZ%mvi—%mv,zzq(iﬂ-—\/}). (18 — 83)

Emaitza honetan oinarritarik, volt unitatearen definizioa eman dezakegu: «couwlomb
bateko kargak joule bateko energia irabatteko behar duen potenizial-diferentZia volt bat
da», Beraz, unitateei dagokienez,

IV=1JC'=1kgm’s™C", {18 - 86)
{18-85) ekuaziocan bi kasu bereizi behar ditugu:

- g > 0denean, V, > V, izatea behar dugu, partikulak energia zinetikoa irabaz dezan,
hets, partikulak potentzial elektriko handiagoko eskualdeetara joan behar du.

— ¢ < O denecan, ostera, V| < V, izatea behar dugu; alegia, partikulak energia zinetikoa
irabaztcko, potentzial elektriko txikiagoko eskualdeetara joan behar du.

Bestetik. eV letren bidez adierazten den elektronvelt izeneko unitateak garrantzi
handia du Fisika Atomikoaren arloan, bertan askotan agertzen baita elektroiaren karga.
Begi bistakoz denez. eV energla-unitatearen balioa aurkitzeko, clektroiaren karga volt
batez biderkatu besterik ¢z dugu ¢gin behar, hots,

1eV =(1,6021 x107C) (1 V)=1.6021 x 10 "L (18~ 87
Halaber, elekironvoltaren anizkoitzak ere 050 erabiliak ohi dira:
Kiloeleksronvolta = 1 keV = [0 eV,
Megaelektronvolta : 1 MeV = 10°¢V.

18.6. DIPOLO ELEKTRIKCA

Atal honetan karga-bansketa interesgarri bat aztertuko dugu: dipolo elektrikoa. Balio bereko
cta aurkzko zeinuko bi kargaz osatuta dago, bien arieko distantzia oso txikia izanik.
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Begi bistakoa denez, multzo osoaren karga elektrikoa nulua da; baina hori horrela
izanik ere, zenbait fenomenc interesgarri agertzen direla ikusiko dugu. Kasurako, karga
osoa nulua izan arren, dipoloaren inguruko puntuetako eremu elektrikoa ez da nuilua,
jarratan ikusiko dugunez.

18.19. irudia. Dipolo elektrikoak P punivan soriuriko eremuaren azterketa.

18.6.1. Momentu dipolarra. Dipoloaren potentzial eta eremua
Dipolo elektrikoaren momentu dipelarra era honetan definitu oht da:
pP=4a, (18 - 88)

non a delakoa karga negatibotik karga positibora doan bektorea den, eta g delakoa dipoloa-
ten karga positiboa (ikus 18.19. irudia).

Hori ikusita, hurrengo pausoa dipoloak sorraraztén duen potentzial elekirikoa kalku-
latzea izango da; horretarako, (18-52) formula erabiliko dugu. Horren arabera, P puntuko
potentzial elekirikoa honako hau da:

A ja_ g 1 an=n)
_47530[’1 rz}_4’550 nho (1859

Dena den, praktikako kasu gehienetan ondoko hau gertatzen da, alegia, 4 distantzia oso
txikia dela r distantziarekin alderaturik. Baldintza hori betetzen dela jotzen badugu, hurbil-
keta hauek egin ditzakegu:

= g ~ 2.
r,—rsagcos8 eta pr, =r7; (18 -90)
beraz, aurreko adierazpena era honetan idatz dezakegu:

. gacos8 _ pcos8

v (18-91)

= = 3
dme,r-  dmey



390 Fisika Orokorra

Ekuazio hori koordenatu polarretatik koordenatu cartesiarrctarako transformazio-
-ekuazioen bidez transforma genezake, {18-57) adierazpenaren bidez eremu elektrikoa
koordenatu errektangeluarretan lortuz. Dena den, normalean horrela erosoago izaten
delakoan, koordenatu polarretan adieraziko dugu eremu elektrikoa.

18.26. irudia. Koordenatu polarretan P puntuan dagozkion omarmrizko
desplazamenduak.

P puntvaren posizio-aldaketei dagokienez (18.20. irudis}, koordenatu polarrak erabi-
liz, @ konstantea denean,

Al = Ay, {18 -92)
eta r konstantea denean,
Al = rAB, {18-93)

beti ere, Ar nahiz A8 biak zeroramz doazela suposatuz.

Lehen esan dugunez, eremu elektrikoa lortzeko potentzial elekirikoaren atalean
ikusitako (18-57) ekuizioaz baliatu beharra dugu; hots, koordenatu polarretan:

lim AV =_8V _ 2pcosd

E-——lim—=-2"= -,
Aot Al or  dmg,r

r

{18 - 94)

. AV ioV psiné :
F=-lim—=———— = 18 - 95}
T w-t Al r a8 daeys’ ¢ '

Arestian esandakoaren arabera, sistema oscaren karga anulatu egiten den arren, kargek
duten desplazamenduaren kausaz eremu elektrikoa sortzen da, aurreko biak beraren osa-
gaiak izanik.

Atomoetan, elektroien masa-zentroa £ta nukieoaren masa-zentroa leku berean daude,
eta beraz, atomoaren batez besteko momentu dipolar elektrikoa zero baliokoz da. Hala ere,
eta geroage ikusiko dugunez, eremu elekirikoa sartzen badugu, aldatu egiten da elektroien
higidura, eremu elektrikoak elektroien masa-zentroaren desplazamendua eragiten baitu
nuklecaren masa-zentroarckiko, atomoa dipoio elektriko bilakatuz. Gaurza bera gerta
daiteke karga pesitibo ete negatiboak nahasturik daudeneko sistema neutro batean {18.21.a
irudia). Atomoa polarizatu egin dela esan ohi da, p momentu dipolarreko dipolo bihurtuz.
Logikoa denez, momentu hori kanpo-eremu eiektrikoaren proportzionala da. Bestalde.
zenbait molekulak momentu dipolar iraunkorra izan dezakete. Molekula horiei “polarrak’
deritzegu; ura eta HCl molekula, esate baterako, itxura honetakoak dira (18.21.b irudia},
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O
- +
: . 0/@\@ : 7
o—-=0
H 105° H H a
£ a b

18.21. irndia, ) Eremu baten eraginez, guztira neutroa den sistema dipolo
bihur daiteke. by Molekyla polarrak: ura eta hidrogeno kloruroa.
18.6.2. Dipoloaren gaineko eremu elektrikoaren eragina

Dipolo elektrikoa eremu elektrikoan ezartzen denean (18.22. irudia), dipoloaren karga
bakoitzaren gainean indar bat sortzen da, bien erresultantea ondeko hau 1zanik:

F=F, +F =gE—gE =q(E-E’). (18 - 96)

18.22. irudia. Dipeloaren gainean erernu elektrikoak sortzen ditucn indarrak.

Begi bistakoa denez, eremua uniformea deneko kasuan, hots, E = E' denean, indar
erresultantea nulua da, hots, F=0.

Dakusagun orain kasu berezi bat; eremu elektrikoa eta dipoloa paraleloki orientaturik
daude, eta demagun norabide hau x ardatzarena dela, hain zuzen, Hortaz, eremua unifor-
mea ez bada,

E—E’zE(x«ra)-E(x):dea, (18 -97)
dr
eta, beraz,
dE
F=p—. 18 -98
de { }

Hemendik hauxe ondoriozta dezakegu: eremu elekfrikoaren paraleloa den dipolo
elektrikoa, eremua handituz doaneko noranzkoan higituko da. Eta alderanizizko emaitza
lortuke da, baldin eta dipoloa eremuarekiko antiparaleloki ezartzen bada.
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Bestalde, dipoloaren cnergia potentziala hauxe izango da:
Ep‘z —gV{r}+gVir+a), (18 -9%)

non karga negatiboa r posizio-bektoreari dagokion puntuan dagoela cta karga positiboa
{r + a) puntuan dagoela suposatu dugun. Horrez gain, a kargen arteko distantzia r distan-
tziarekin alderaturik oso txikia dela suposatuz gero, ondeko hau lortuko dugu, goiko adie-
razpenaren bigarren gala seriean garatuz:

E, =—qV(r)+q[V(r)+gradV -a] (18 - 100)

eta {18-57) erlazioa erabiliz:

E =~E-ga=-p-E=-pEcos8. (18 —101)

[

Horren arabera, energia potentzialaren balio minimoa € = {} dencan gertatzen da. Hau da,
dipoloa orekan dago eremuarekiko paraleloki orientatzen denean.

Bestalde, dipoloa osatzen duten kargek indar-momentua sortzen dute. Ondoko 18,23
irudian ikus daitekeenez, honelaxe adieraz dezakegu momentu horl:

1=axgE=gaxE, {18 - 102)
T=pxE. (18- 103)
z 4

18.23, irudia. Fremu elekirikoaren craginpean dipoloak jasaten duen indar-
-MOMeTHEa.

Argi dagoenez, indar-momentu elektrikoak dipoloa cremuarekiko paraleloki jarizera
behartuko du. 8 = {) denean orekan baitago.



19. gaia

Korronte elektriko zuzena

Aurreko gaian elkarrckintza elektrikoa estatikoki aztertn dugu soilik. Guztiok dakigunez,
ordea, clektrizitatearen inguruko fenomeno gehienak dinamikoak dira. Hor ditugu, adibide
gisa, etxean bertan darabilgun sare ¢lekirikoa, edozein tresna elekirikok dauzkan
zirkuitaak. eta abar.

Elektrizitatea ikuspuntu dinamikotik aztertzean, oinarrizko kontzeptu bat ageri zaigu
hasieratik: korronte elektrikoa. Zertan datza berau? Labur esanda, edozein gainazaletan
zehar karga elektrikoen fluxua dagoenean, korronte elektriko bat gainazal hotl zeharkatzen
ari dela esaten da. Hots, azken batez, korronte elektriko hitzak kargen higidura edo garraioa
adierazi nzahi du, eta, bestalde, higidura hort cremu elektrikoaren eraginpean sortzen da.

Kargen garraioa mota desberdinetako materialetan gerta daitckeenez, oso kontuan
hartzekoak izango dira material bakoitzaren ezdugarriak, eroankortasun elektrikoa
aztertzean ikusiko dugun modura. Halaber, beharrezkoa izango da korrontea sortzeko
tresnaren bat, sorgailu elektrikoa izenaz ezagutuko duguna, nolabait korronte elektrikoa
modu iraunkorrean mantentzeko eremu elektriko egokia sortuko duena, hain zuzen cre.
~ Horiexek izango dira gai honetan aztertuko ditugunak. Bestalde, zirkuituetatik dabilen
intentsitatea zehazten duen Ohme-en legea aztertuko dugu, zirkuwifu anizkoitzet dagozkicn
Kirchhoff-en legeekin amaitzeko.

19.1. KORRONTE ELEKTRIKO ZUZENA

Korronte elektrikoari berari gugozkiola, lehenengo mailako sailkapenean, bi motatakoa
izan daitekeela esun dezakegu: noranzkoa aldatzen cz denckoa, korronte zuzena deritzona,
eta etengabe noranzkoa ziklikoki aldatuz doanekoa, korronte alternoa. Gai honetan korron-
te zuzenarcn azterketari lotuko gatzaizkio eta 23. gaian korronte alternoarenari. {Korronte
zuzenarl korronte jarraitua ere baderitzo zenbait liburutan).

19.1. irudian horrelako korronteek denborarekin duten aldaketa adierazi da eskema-
tikoki, beti ere jakinik bestelako motatako edozein aldaketa cre gerta daitekeela, zer esanik
ez.
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19.1. irudia. a) Kormonte zuzen ez-konstantea. b) Korronte zuzen konstantea.
<) Komonte alicrmoa.

Korronte elekiriko zuzenaren iturri edo sorgailuak mota askotakoak izan daitezke.
Pila eta metagaitu elektrikoetan, prozesu kimikoen bidez lortzen dira indar elekiroeragilea
eta potentzial-diferentzia. Dinamoctan, ordea, energia mekanikoa da energia elektrike
bihurtzen dena. Aipaturiko bi bide arrunt horiez gain, korronte zuzena erdiesteko beste bide
bat ere buadago, korronte alternoaren artezketan {hots, zuzenketan) datzana hain zuzen.
Bertan, artezgailuet esker {diodo erdieroalezak, esaterako) noranzko bakarreko korrontea lor
dezakegu, kontrako noranzkoa ezabatuz. Ondoren, iragazki elektrikoen bidez, leundu egin
daitcke tentsioaren aldaketa, prozesuaren amaieran erdietsitako korrontea ia erabat leuna
eta konstantea izateko moduan, hurrenge 19.2. irudian adierazi den bezala.
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19.2, irudia. Korronte zuzena artezgailuen bidez lortzeko prozesua. a} Korron-
te alternoa. b) Korronte artezsua {zuvena) ¢) Korronte arleziu eta iragaria
{zuzena). :

Edozelan ere, gai honetan korronte zuzen konstanteaz arituko gara nagusiki, izatez
korrontearen atal egonkorra soilik aztertuz. Eta ezer baino lehen, korrontearen noranzkoa
adierazieko onartu ohi den hitzarmena karga positiboena dela esango dugu, nahiz eta,
croaleen kasuan gertatzen den bezala, gehienetan benetan higitzen ari direnak karga
negatibeak izan, hots, clekiroiak.

Korrente elektrikoaren aurkezpen orokor honi amatera emateko, materian sortzen
dituen efektu batzuk atpatuko ditugu. Efektu nagusiak ondoke hiru motetan taldeka ditza-
kegu:



Korronte elektriko zuzena 385

— Efektua termikoak: Eroaleak berotu egiten dira korronte elektrikoa pasatzean.

- Efektu kimikoak: Likido ionizatuak deskonposatu egiten dira korronte elektrikoa-
ren eraginez.

- Efektu magnetikoak: Eroalearen alboan kokaturiko iparrorratzak eremu magneti-
koaren agerpena erakusten du, korronteak dirauen bitartean. Efektu magnetiko
horiek motore elektrikoen funtsa diren fenomeno mekanikoak sorrarazten dituzte,
elkarrekintza magnetikoari buruzko gaia aztertzean ikusiko dugunez.

Bestelako efektuak ere badaude, baina gehienak aipaturiko hiruren artean sar
daitezke. Adibidez, bonbilletako argia efektu termikosk sorturike goritasunaren ondorioa
dugu, izatez; edo eta gorputzean shock edo zartada elekirikoa jasotzean azaltzen diren
efektu fisiologikoak, efektu termiko eta kimikoen arteko bateraketaren ondorioak dira.

19.2. KORRONTEAREN INTENTSITATEA ETA DENTSITATEA

Korronte elektrikoa kuantitatiboki zehazteko, magnitude berezia definitu ohi da. Horrela,
korrontearen barneko § zeharkako gainazala denbora-unitatean zeharkatzen duen karga
elektrikoari korrontearen intentsitateq deritzo.

f=lim—==—=, (19-1)

Korrontearen intentsitatea magnitude eskalarra da eta beraren unitateari ampere (A}
deritzo, André Marte Ampere {1775-1836) fisikari frantsesaren ohorez. Beraz, intentsita-
tearen dimentsiogk eta unitateak honakoak dira:

[N=¢T17, (19-2)
: coulomb 4
lampere=l———, 1A=1Cs". (19 -3}
segundo

Dena den, zenbait zirkuitutan ampere unitatea 0so handia denez, sarritan miliamperea
(1 mA = 10~ A) eta mikroamperea (1 pA = 14 A) erabiltzen dira. Bestetik, magnitude
eskalarra izan arren, intentsitatearen noranzkoaz mintzatuko gara, aurreko hitzarmenaren
arabera karga positiboek S gainazala pasatzean duten batez besteko noranzkoa adierazi
nahirik.

Berez, intentsitatea § gainazal finituari dagokio, eta horrekin batera, gainazal-unita-
teko intentsitatea erc definitzen da, korrontearen dentsitatea deritzona. Baina magnitude
hori definitu aurretik, korrontearen izaera mikroskopikotik abiatuko gara.

Intentsitatea S gainazala zeharkatzen duten karga higikorren abiaduraren funtzican
Jamriko dugy, eta horretarako, kasu konkretu bat hartuz, S sekziodun eroale baten bameko
higidura aztertuko dugu, eroale hori eremuaren eraginpean dagoela kondentsaturik.



346 Fisika Crokorra

~Ea A
A S
4 ® U- I — & %1 D—e
v, ~—a &=~
S vt
a - b

19.3. irudia. a) Kargen higidura E eremuaren craginpean. b) «f denbora-
-tartean, Wt bitartean davdenck zeharkatuko dute § gainazala.

Demagun bi eratake partikula kargatuak ditugula eroale baten barnean higitzeko
moduan: positiboak, g, kargadunak, cta negatiboak, ¢, kargadunak. Eremu elektrikoaren
eraginez, karga positiboak eremuaren noranzko berberaz higituko dira v, abiadurar, eta
karga negatiboak aurkako noranzkoaz v, abiaduraz, 19.3.z irudian adicrazi den bezala.
[9.3.b irudian karga positiboak jarri dira soilik. Demagun horrelako #, daudela bolumen-
-unitatcko. Hain zuzen, dt denbora-tartean w4t aliuerako zilindroan dauden kargek soilik
zeharkatuko dute § gainazala; beraz, honelaxe adierazi ahal izango dugu intenisitatea:

a¢, = mg,Sudt, (19 -4
1, =%=n]q]vt8. (15 -5)

Modu berean, karga negatiboen intentsitatea ondokea izango da:
[2 = H?QEUES' (19 - 6)

CGuztira, intentsitate osoa bien aricko batura izango da, zeren, karga negatiboak
aurkako noranzkoaz higitu arren, karga negatiboen gutxipena karga positiboen gehipenaren
baliokidea baita, Hots, intentsitate osoa hauxe izango da:

1:;’,+13=SZR,.q‘v,.. (49—

Arkenez, korrontearen sekzio normaletik gainazal-unitateko pasatzen den intentsita-
teari korrontearen dentsitatea deritzo, eta honelaxe adierazten da:

N
j=g= 2, (19-8)

eta higiduraren norabidea kontuan harluz, korrontearen dentsitaten izeneko beklores
definitu ohi da:

jEszqpvﬂ {19-9)
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bertan partikula kargatuen mota guztiak kontsideratuz. Hain zuzen, karga-dentsitatea {p)
erabiliz, honelaxe adieraz daiteke puntu bakoitzeko korrontearen dentsitatea:

j=pv. (19 - 10)

19.4, irudia. Gainazal-clementua zeharkatzen duen kKorrontearen
intentsitatearen definizioa,

Azken definizioaren arabera, era honetan adicraziko dugu edozein eite duen gainazala
zeharkatzen duen korronlearen intentsitatea:

dl = j- dS, (19~ 11

1=_|'Lj-ds. (19— 12)

19.3. JARRAITUTASUNAREN EKUAZIOA

Elkarrckintza elektrostatikoa aztertzean, kargaren kontserbazioaren prinizipioa aipatu
genuen; orain, kuantitatiboki aztertuko dugu printzipio hori.

ds

% i

19,5, irudia. Gainazal tixia.

Demagun [9.5. irudiko § gainazal itxia dugula (edonolakea, baina behin aukeratu
ondoren, finkoa} eta izan bedi ¢ delakoa 7 aldiunean gainazal horren bamean dagocn karga.
Oro har, egoera dinamikoan,

q =41} (19-13)
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izango da. Kargaren kontserbazioaren printzipioaren arabera, denbora-unitateko kargaren
galera kanporanzko intentsitatea izango da; hots, denbora-unitatean kanporaniz irteten den
karga honako hau izango da:

dg .
- - d8. 19-14
" ﬁsj S ( )

Bestalde, aldiune bakoitzean modu honetan adieraz dezakegu S-ren barneko karga,
puntu bakoitzeko kargaren dentsitatearen funtzioan:

q=mvpdu (19— 15)

Beraz, {9-14} eta (9-15) konbinatuz, azkenean era honetara adieraz dezakegu kargaren
kontserbazicaren printzipioa, jarraitulasunaren ekuazioa deritzona:

%”Lpdv+ﬁlj‘d8:0. (19 16)

Ohar gisa diogun ezen egoera dinamikoan g = p(r, 1} eta j = j(r, #) direla. Dena den,
hemendik aurrera gai honetan korronte egonkorrak aziertuko dituga soilik, hots, denbora-
rekiko aldatzen ez direnak, cta orduan p = p{r) eta j = j(r) izango ditugu. Bestalde, gogora
gaitezen Fluidoen Mekanikan definituriko jarraitutasunaz, azken batez oso antzekoa baita.
Han masaren koniserbazioa genuen jarraitutasunaren oinarria, eta hemen kargarena (ikus
13.7. atala).

19.4, OHM-EN LEGEA EROALEEN KASUAN

Korronte elektrikoaren ikuspuntatik bi multzotan bana ditzakegu materialak: ercalesk cta
dielektrikoak. Hemen ercaleak interesatzen zaizkigu batez ere, korronterako bide egokiak
baitira.

Dielektrikoek ¢z dite karga askerik eta ez dute korronte iraunkorrik onartzen kanpo-
-erernu baten eraginpean, nahiz. eta horren eraginez polarizatu egiten diren. Ostera, karga
askeak daudeneko espazioaldean eremu elektrikoak eragiten badu, korronte elekirikoa
sortuko da; horixe da, 1zatez, eroaleen kasoa.

Demagun metal baten barneko korroatea azfertzen ari garela. Kristal-sare metalikoan
karga positiboak finko daude, eta beraien inguruan, elektroi lotuez gainera, elekiroi askeen
hodeia dago. Elekitroi horiek batera eta bestera higitzen ari dira, oso bizkor, atomoekiko
talkak eginez. Nahiz eta higidura desordenatu hori abjadura handiz gertatu, batez besteko
abtadura (bektoriala} nulua da eta, guztira, korronte makroskopiko netoa nulua da (19.6.
irudia).

Eroalea eremu elektrikoaren eraginpean ipinizean, nolanazhiko higidurz honi beste
higidura ordenatu bat gainezartzen zaio. eta horren abiadura elekiroien abiadura baine
askoz txikiagoa den arren, higidura horrek garrantzi handiagoa du, zeren kargen fluxu
netoa sorizen baitu, korronte elektrikoa alegia.
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19.6. irudia. Kristal-sare metalikoan elekiroiak batera eta bestera higitzen an
dira.

19.4.1. Eroankortasun elektrikoa. Erresistibitate elektrikoa.
Mota desberdinetako materialak

Beraz, dirudienez, erlazioren bat dago eremu elektrikoaren intentsitatearen eta ko-
rronte elektrikoaren artean, eta erlazio hori metalaren barne-egituraren ondorioa da.

Hain zuzen ere, erlazio horti Ohm-en legea deritzo eta eroale bakoitzaren kasuan ere-
mu elekirikoaren intentsitatearen eta korronte-dentsitatearen arteko proportzionaltasuna
adierazten du, honelaxe preseski:

j=oE. (19-17)

Adierazpen honetako ¢ proportzionaltasun-faktorearl, eroalearen eroankortasun
elektrikoa deritzo eta material bakoitzaren ezaugarria da. Dimentsionalki:

fol=L*M'T Q. (19— 18)

Izatez, emandakoa legea baino areago eroaleen propietate baten zehaztapenerako
ekuazioa da. Baldintza horietan definituz gero, esperimentalki ikus daitekeenez, beste
menpekotasun batzuez gain, eroankortasuna aldatu egiten da tenperaturaz, hots:

c=aoT). (19-1%)

Oro har, eroale metaliko arrunten kasuan eroankortasuna txikiagotu egiten da tenpera-
tura igotzean, Supererogleen portaera metal arruntena bezalakoa da, tenperatura osc baxuetan
izan ezik; tenperatura beheratuz goazenean, tenperatura kritikora {7) heltzen gara eta
horretatik behera pasatzean, eroankortasuna izugarri handia gertatzen da, ¢ — . Ostera,
erdieroaleen eroankortasuna txikiagott egiten da tenperatura beheratzean, eta tenperatura
0s0 baxuetan ia isolatzaile modura jokatzen dute. Hiru material-mota horien portaera {9.7.
irudian adierazi da.

Askotan, materialen erresistibitate elekirikoa definitzen da. Izatez, ercankortasunaren
alderantzizko magnitudea da, hau da:
i

=—, 19-2
Pe == (19 -20

eta ageri denez, eroale arrunten kasuan handiagotu egiten da tenperatura igotzean.
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19.7. irudia. Matcrial desberdinen croankortasuparcn aldaketa tenperaturaren
funtzioan. a) Eroale arrunta. b} Supercroulea. ¢) Erdicroalea.

Axrken ohar gisa, diogun ezen ercankortasun elekirikoa eskartartzat hartu dugula eta
hori soilik dela egokia eroale isotropoen kasuan. Eroale anisotropoetan, oro har j eta E
bektoreek norabide desberdina eduki dezakete eta beraien arteko erizzioa honelaxe idatz
daiteke:

j=oE, (19 -21)

nahiz eta hemen G bigarren ordenako tentsorea den eta ondorioz. j-k ez duen zertan
edukirik E bektorearen norabidea. Dena den, gai honetan eroale isotropoez arituko gara eta
ercankortasun elekfrikoa konstantetzat hartuko dugu.

19.4.2. Hari eroale baten erresistentzia elektrikoa

Zirkuituetako eroaleck hari-forma izaten dute gehienetan edo. besteta esanda, oso
meheak ohi dira. Eroale meheen kasuan kalkulu errazak egin ahal izango ditugu.

19.8. irudia. Hari eroalearen bameko magnitudeak eta criazioak,

Hari ercalearen barneko puntu batean erlazio hau izango dugu eremu elektrikoaren
intentsitatearen eta korronte-dentsitatearen artean (ikus 19.8. irudia}.

1,
E=—j (19-22}
C
Haria mehes dener, sekzio normaleko puntu guztictan j korronte-dentsitatea berbera

dela joko dugu, hurbilkets cginez, Aurreko adierazpeneko atal biek hariaren norabidckoe dl
luzera-elementuaz cskalarki biderkatuz, eta j eta dl norabide berekoak direia kontuan hartuz,
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1 I

E-dl=—j-dl=— jdi = —dI. 19-23
J L. (19-23)

i
o
Korronte egonkorraren kasuan jarraitutasunaren ekuazioaren arabera sekzio guztietatik
intentsitate berbera pasatzen denez, a eta b sekzioen artean integratuz, hauxe lortuko dugu:

b & d{
J.E‘dlzfj £ (19 - 24)
u a O8
Lehenengo ataleko integralak « eta & puntuen arteko potentzial-diferentzia adierazten
du, V,,. Definizioz, bigarren atalekoak a eta b puntuen arteko erresistentzia elektrikoa
ematen digu, eta R ikurraz adierazi ohi da;
B df
R=| —. {19-25)
s OS5
Sekzio uniforraeko harien kasuan honetaxe lor daiteke erresistentzia elektrikoa:

L
R=—, (19— 26)
oS
Definitu berria den erresistentzia elektrikoaren funtzioan, era honetan geratuko zaigu
potentzial-diferentziaren, intentsitatearen eta erresistentziaren arteko erlazioa:

vV, =RI, (19 - 27

eta hauxe dugu Ohm-en legea, beraren itxurarik armuntenean. Azken adierazpen honetan
ageri denez, korrontearen kausa sortzailea seilik erernu elektrostatikoa denean, hari eroa-
learen muturren arteko potentzizl-diferentzia erresistentziaren eta intentsitatearen arteko
biderkadura dela ikus daiteke.

Erresistentzia elektrikoaren unitateari ohm deritzo, emandako legearen aurki-
tzailearen ohorez jarria: G. S. Ohm (1789-1854). Izatez, unitate eratorria da, volta/ampere
hain zuzen, eta € ikurraz adierazten da. Erresistentzia handiak adierazieko, kilochm
(1 k& = 10° Q) eta megaohm {1 MQ = 10° Q) vnitateak erabili ohi dira Normalean,
zirkuitnak eraikitzeko balio finkodun erresistentziak fabrikatzen dira. Eskematikoki.
crresistentziak 19.9. iradiko ikurraz adierazi ohi dira,

19.4.3. Energia-galera erresistentzia elektrikoetan. Joule-ren legea

Partikula kargatuak sare metaliko batean zehar higiaraztean sortzen diren gehiegizko
talken kausaz, energiaren galera dago eroalean korronte elektriko iraunkorra mantentzean,
eta, kanpotik ikusita, galera hori bero modura ager! da. Ikus dezagun zer nolakoa den
energia-galera erresistentzia etektrikoetan (19.9. irudia).
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19.9. irudia. Erresistentzia etekirikoaren adierazpena. intentsitatearen
noranzkoa cta potentzial-diferentziaren zeinua adierazirik.

Aurreko ataletik dakigunez, ondoko potentzial-diferentzia dago hariaren bi muturren
artean,

V=V~ V,=Ri, (19— 28)

£

eta hau karga-unitateko egiten den lana da. Gaztira, t denbora-tartean korronte zuzen
konstanteaz garralatuko den karga

O=1It {19-29)
izango denez gero, tarte horretan erresistenizian galduko den energia
W= V,,0 = Rt {16 - 30)

izango da. Emaitza horri Jowle-ren legea deritzo, eta lana denez, joule unitatetan eman ohi
da. Hala ere, batzuetan kaloriatan ematen da, eta orduan honelaxe adierazten da:

W=0,24 RI*t (kaloria), {19 -31)

Bestalde, denbora-unitateko energia-galera, hots, erresistentzian galtzen den poten-
tzia, ondokoa da:

= RI". (19-32)

19.5, INDAR ELLEKTROERAGILEA

Atal honetan erresistentzia soilak ez diren elementuek zirkuituetan daten portaera aztertuko
dugu, alegia, sorgailu elekiriko eta hargailu elektriko izenez definituko ditugun zirkuituen
osagaien portaera.

I19.5.1. Sorgailu elektrikoa

Sorgailu elektrikoa, energia kimikoa ~—pilen kasuan— edo mekanikoa —dinamoen
kasuan— edo beste mota bateko energia energia elektriko bihurtzen duen tresna da.

Sorturiko korronte elektrikoaren potentzia P izanik eta zirkuituan z¢har bidaitzen den
korrontearen intentsitatea /, honelaxe definitu ohi da sorgailuuren indar elektroeragilea:
P

£=—.
I

{19 -33)
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Unitateei dagokienez, P wattetan datorrenez eta I amperetan, indar elektroeragilea
voltetan neurtzen da, potentzial-diferentziaren modura. Grafikoki 19.10. irudian ageri den
moduan adierazi ohi da korronte zuzenaren sorgailua. Irudietan jarri den r delakoak,
sorgailuaren barne-gtresistentzia elektrikoa adierazten du.

19.10. irudia. Sorgailu elekirikoz zirkuitnetan adierazieko erak.

Interesgarria gerta daiteke, sorgailua eta erresistentzia dituen zirkuituaren azterketa
egitea eta, bereziki, bertako energiaren balantzea azterizea {19.11. irudia).

a _b
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19.11. irudia. Sorgailu elektrikoaz eta erresistentzia elektrikoaz osaturiko
zirkuitua.

Zirkuitu horretan sorizen edo ematen den potentzia bakarra sorgailuarena da. Po-
tenizia xurgatzeko, ordea, r (sorgailuaren barnekoa) eta R erresistentziak daude. Beraz,
potentziaren balantzea honako hau izango da:

P=gl=rF+RF=(R+ )P, (19-34)

eta hortik, modu honetan kalkulatu ahat izango duga zirkuituko korrontearen intentsitatea:
1=t

R+r

(19-35)

Oso interesgarria da erlazio hori, azken batez Ohm-en legearen orokorpen bat ematen
baitigu, jarritako zirkuituaren kasuan. Bestalde, sorgailuaren rmuturren arteko potentzial-
-diferentzia ondoko eran adierazi ahal izango dugu zirkuituko beste magnitudeen bidez:

V,=RI=¢rl. (19 - 36)

Azken adierazpena aztertuz, galdera hau egin dezakegu: Zer gertatzen da zirkuitua
irekirik dagoenean, hau da, intentsitatea nulua denean? Orduan, intentsitatea nuiua denez,

Vab, ivekin = € (19-37)
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izango da, noski. Beraz, emaitza hori interpretatuz eta aurrckoarekin konparatuz., zirkuitua
ixtean, barne-erresisteniziaren kausaz sorgailuaren muturren artean potentzial-diferentziaren
ri beherapena gertatzen dela esango dugu,

Indar elektroeragileari buruzko zenbait ohar egitea komeni da. Lehenik eta behin,
arpimarratu egin behar da ezen, ‘indar’ izena ematen bazaio ere, e7 dela Fisikan indar
hitzarekin arrunki adicrazten dena, beste zerbait baizik. Izatez. sorgaituaren barruan karga-
unitateko sorgaituak egiten duen lana da indar elektroeragiles, hots:

P Wi W
F=—= =

‘,—a E {19 - 38)

Bestetik, nahiz cta indar elektroeragilea eta potentzial-diferentzia unitate berberetan
ematen diren, ¢z dira gauza bera. Nolabait esateko, indar elckiroeragileak potentzial-dife-
renizia sorrarazien du sorgailuaren muturren artean, eta horretarako beste mota bateko

energia erabiltzen da, energia kimikoa (metagailuetan) edo energia mekanikoa (dinamoe-
tan) adibidez.

19.5.2. Hargailu elekirikoa. Indar kontraelektroeragilea

Izen orokor modura, energia elekirikoa beroa ez den bestelako energia ere bihurizen
duen tresnari hargailu elekirikoa deritzo. Adibide gisa, motor elektrikoen kasua aipa
dezakegu, zeintzuetan korronte elektrikoaren eraginez energia mekanikoa sortzen den.

+ —
ge——— £, r b}
—_—
I
| Vﬂ, |

19,12, irudia. Hargailu clekirikoa adierazteko era, korrontearen noranzkoa ela
potentzial-diferentviaren zeinua adierazirik,

Demagun a cla b puntuen artean V,, potentzial-diferentzia konstantea dagoela eta bi
puntu horietara r,, barne-crresistenzia duen hargailu elektrikoa konek:atu dugula, eta ondo-
rioz, a-tik b-ra f intentsitatea pasatzen deta (19.12. irudia). Egin dezagun energiaren balantzea:

— ab puntuen arteko potentzia V7 da.

- Energiart dagokionez, hargatiua elementu pasiboa da, nolabait esateko; hots, hartu
egiten du energia. Baina hartzen duen encrgia bi eratara gastatzen du: barne-erre-
sistenzian r,/° galera dago denbora-unitatcko; bestetik, P potentzia elektrikoa besic
mota bateko energia bilakatzen du,

Guztira, energiaren kontserbazicaren arabera:

Vl=r,2+P. (19 - 39
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Beraz, P = VI - r,I° delakoa beste zerbait bilakatzen den potentzia da, adibidez,
motor elektrikoen kasnan energia mekaniko bihurtzen dena.

Ondcko eran definituriko magnitudeari,

e, =L (19-40)
f

hargailuaren indar kontraelektroeragilea deritzo, eta hargailuaren ezaugarria da, barne-
-erresistentziarekin batera. Indar clektroeragilea bezala, hau ere voltetan neurtu ohi da.
Bestalde, indar kontraelektroeragileari buruz, aurreko atalean indar elekiroeragileaz
eginiko oharren antzekoak egin ditzakegu, alegia, batetik, ez dela ‘indarra’, hargailuan
berpaz gain karga-unitateko kontsumitzen der energia baizik, eta bestetik, voltetan neurtu
arren, ez dela potentzial-diferentziarckin nahastu behar.

Indar kontraelektroeragilea erabiliz, hauxe da hargailuaren muturren arteko potentzial-
-diferentziaren adierazpena beste magnitudeen bidez:

Vabzgur-l-rrrr[‘ (19_41)
19.5.3. Ohm-en legearen orokorpena

Zirkuitu berean sorgailua, hargailua eta erresistentzia batera agertzen direnean, modu
berean egin dezakegu energiaren balantzea.

£
i
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19.13. irudia. Sorgailuaz, ervesistentziaz eta hargailuaz osaturike zirkuitoua.

Azken batez, sorgailuaren potentzia zirkuituan / intentsitateko korrontea mantentzeko era-
biltzen da:

g=gf+rF+r, +RP (19-42)

hots, cra honetan egongo dira erlazionaturik zirkuituko tresnen propietateak, bertatik pasa-
tzen den intentsitatearekin:

e—emz(r+rm+R)I=(2r}]I. (19— 43)

Eta kasu orokerrean, korronte zuzeneko zirkuitu bercan zenbait sorgailu, hargailu eta erre-
sistentzia ditugunean, ondokoa idatz dezakegu:

ZE"_ZE”" ={Zr&]1. (19— 44)

Hauxe da, hain zuzen, Ohm-en legearen orokorpena zirkuitu bakarraren kasuvan.
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Bukatzeko, laburpen modura, 19.14. irudian grafikoki adieraziko dugu intentsitatca-
ren noranzkoaren cta muturretako potentzial-diferentziaren arteko erlazioa. aipaturiko hiru
elementuen kasuan. Ohar gisa diogun ezen hargailuek berer mutur edo borneak alderantziz
konektaturik dituzten sorgaituen modura jokatzen dutela.

+ R - + € - + -
——ANAA—— o——il—a —E, I +—
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19.14, irudia. Tresna desberdinetako intenisitatcaren noranzkoa ¢ta potentzial-
-diferentziaren zeinua. a) Erresistentzia. b) Sorgailua. ¢) Hargailua.

19.6. KORRONTE ZUZENEKOQ ZIRKUITU ANTZKOITZAK

Qrain arte aztertu ditugun zirukuituetan, bide bakarra egon da; ondorioz, korrontearen
intentsitatea berbera zen zirkuituko puntu guztietan, ¢ta horrela, kalkuluak erraztu egiten
ziren. Baina gehienetan zirkuituak ez dira bakunak anizkoitzak baizik; hau da, bide
desberdinak daude, eta bide bakoitzak bere intentsitatea du. Horrelako kasuetan, bestelako
teknikak erabili behar izaten dira korronteak ongi kalkulatzeko.

R,
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19.15, irudia. Zirkuito anizkoitza. Bide bakoitzetik intentsitate jakin bat pasa-
tzen da.

Adibide gisa 19.15. irudiko zirkuitu anizkoitza har dezakegu. Zirkuitu osoari sare
elekirikoa derizo. Bentan ikus daitekeenez, bertako elementuzk modu desherdinez daude
konektaturik elkarrekin. Bide berean eta elkarren ondoan bata bestearen atzetik jarririk
konektatzen direnean, serie-konexica dugu, R; eta R, erresistentzien kasuan bezala. Kasu
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horretan intentsitate berbera pasatzen da bi erresistentzietan barrena. Ostera, elementuak b
punturen arteko bi bide desberdinetan daudenean, paralelo-konexioa dugu, R, eta R,
erresistentzien kasuan bezala, Oraingo kasu honetan potentzial-diferentzia berbera dagoe bi
erresistenzien muturren arfean, baina intentsitatea desberdina izange da, bi erresistentziak
berdinak direnean izan ezik. '

19.6.1, Erresistenizia elektn]:_oen konbinazioen erresistentzia baliokidea

Aurreko konbinazioetan, multzoaren erresistentzia baliokidea lor dezakegu. Erresis-
tentzia baliokidea, erresistentzia-multzoaren ordez jarriz sare eletrikoaren beste elementuak
korronte berberaz eta baldintza beretan fraunarazten dituena da, alboko irudian ikus daite-
keenez.

R /

—— a

~

19.16. irudia. a} Zirkuitn anizkoitzeko clementua, efmesisteniziez osatua. b)
Erresistentzia baliokidea.

Ikus dezagun, adibidez, lehenago aipaturiko serie- eta paralelo-konexioetarako
erresistentzia balickideak zein diren.

Serie-konexioa

Kasu honetan erresistenzia guztiak zeharkatzen dituen intentsitatea, 7, berbera da
(16.17. irudia}.

+ RI -—L—- Rz R” —
g — AN ——— AN . e .————/\/v\—-—i b
{ lf; I y_’! .l LVK |

19.17. iradia. Serie-konexioan dauden erresistentziei dagozkien magnitude
elektrikoak.

Erresistentzia bakeitzarekin Ohm-en legea erabiliz:

V,=RJM, Vo=RJI, .. V,=RlJ (19— 45)
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cla bestetik,
Vo=Vt V4.4V, =DV, (19 - 46)

Guztira:

v
TI+ ‘;3 ..+ V; =R +R, +..+R, (19 - 47

Z(%]=¥=%=R, (19 - 48)

eta definizioz. erresistentzia balokidea honelaxe adieraziko da:

R=R +R+.+R =D R, (16 - 49)

hots, serie-konexioan erresistenizia baliokidea erresistentzien batura da.

Paralelo-konexioa

Hcmen, # cta b puntuen aricko potentzial-dilerentzia bide guztietan berbera dela
dakusagu (19.18. irudia).

19.18. irudia. Paralelo-konexioun dauden errcsistentzici dagozkien magnitude
elekirikoak.

Bestetik, a puntura heltzen den intentsitatea bide guztietatik banatzen da. Beraz,
Vab = lel? vﬂh = RE‘JE‘ e Vnh = Rrr}'m (19 - 50}

eta jarraitutasunaren ekuazioak dioskunez,

I=L+L+.+1,= 1. (19 - 51)

!:ﬁ+}—]‘i+“.+l}ﬂzvnb i+L+.,,+L . (19 - 52)
R, R, R
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v
Beraz, definizioz T = —é‘i denez, hauxe dugu:
=y — {19 - 53}

Onderioz, paralelo-konexioan erresistentzia baliokidearen alderantzizko balioa erre-
sistenizien alderanizizko baliven baturaren berdina du. Adibidez. bi erresistentzia parale-
loz elkarturik ditugunean,

+

o1 2 (19 - 54)
R R R R +R,

19.6.2. Kirchhoff-en legeak

Zirkuitu anizkoitzak korapilatsuagoak direncan, eta erresistentziekin batera hargai-
luak eta sorgailuak ditugunean, ezin ditugu erresistenizia baliokideak arestian azaldu dugun
modura lortu, Kasu honetan erabiltzen den metodoa G. R. Kirchhoff {1824-1887) iker-
tzaileari zor zaio, eta, horregatik, Kirchhoff-en legenk izenaz ezaguna da.

Legeak eman baino lehen, sare elektrikoaren egiturari dagozkion bi osagairen defini-
zioak ikusiko ditugu. Sare elcktrikoan, korapiloa bi erpale baino eroale gehiago batzen
direneko puntua da. Maila, berriz, sare elckirikoan dagoen edozein ibilbide itxi. Definizio
horiek agertu ostean, Kirchhoff-en legeak emateko prest gaude:

1. Korapiloen legea. Edozein korapilotarantz doazen intentsitateen batura zero
baliokoa da, hots;

Zf,.:o. : (19 - 55)

2. Mailen legea. Edozein mailatan dauden indar elektroeragileen arteko batura, maita
horretako RI motako gaien baturaren berdina da, hots, potentzial-erorketa guztien

baturaren berdina:
Y=Y Ri, (19 - 56)
i ]

Zenbait ohar egingo ditugu bi lege horien esangurari buruz. Lehenengoak, azken
batez, korapiloetan kargarik metatzen ez dela diosku; hols. jarraitutasunaren ekuazica
besterik ez da. Batura ongi egiteko, korapilorantz doazen intentsitaleel zeinu positiboa
egokitzen zaie, eta korapilotik irteten direnei, zeinu negatiboa {edo alderantziz}.

Mailen legea Ohm-en legearen orokorpenaren ondorio zuzena da. Indar kontraelek-
troeragileek alderantziz jarririko indar elektroeragilecn antzera jokatzen dute. Horrela
eginik, ibilbide itxian barrena hauxe dugn:

Ye-D e, = Y R, (19-57)
j &
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Hemen kontuz ibili behar da zeren, sarearen adarkadurak direla eta, hari desberdinetan
intentsitate desberdinak baitaude.

NVNV—

19.19. irudia. Kirchhoff-en legeak erabilizeko sare elektrikoa,

Kirchhoff-en legeak praktikan ncla erabiltzen diren ikusteko, adibide bat jarriko
dupu. Demagun 19.19. irudiko sare elektrikoa dugula, indar elcktroeragile eta erresistentzia
guztiak ezagunak ditugula, eta hide guztietatik doazen korronteen intentsitateak kalkulatu
nahi ditugula.

Lehenengo, korapiloen legea erabiliko dugu. Guztira, lau korapilo ditugu: A, B, C, cta
D. Dena dela, hauetariko hiru erabili ahalko ditugy soiiik, laugarrenaz jortuko den ekuazioa
beste hiruren konbinazio linegia baita. Hauexek dira korapiloak {19.20. ird.):

19,20, irudia. Aurreko inudiko sare elekirikoaren korapiloak eta intentsitateak,
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Hartutakoe zeinu-irizpidea kentuan izanik:

A: J 4L+ 1=0, ' (19 - 58a)
B: L-L—1,=0, (19 - 58b)
C: L1, —1=0, (19 - 58¢)

eta guztien baturaz, D korapiloari dagokiona lor dezakegu:

lkus daitekeenez, D korapiloko ekuazioa besteen konbinazioa da. Hots, korapiloen legea
erabiltzean, korapilo guztiak hartu behar dira bat izan ezik.

(Goazen orain mailen legea erabiltzera. Hemen ere kontuz ibili beharko dugu konbi-
nazio linealik ez egiteko, aukera desberdinak egon baitaitezke. Arrisku hori ekiditeko,
maila bakoitzak gutxienez bide desberdin bat eduki beharko du. 19.21. imudian aukera bat
erakusten da. '

ﬂ\.‘*
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19.21, irndia. Azterizen ari garen sare elekirikoaren mailak, eta beraietan
avkeratoriko noranzkoak.

Irudian adierazi denez, maila bakoitzean noranzko bat aukeratu dugu ibilbide itxia
egiteko. Zeinu-hitzarmen horrekin, indar elektroeragileak positiboak edo negatiboak dira,
zeinu horretako intentsitateak sorrarazten dituzten ala ez kontuan hartuta. Honako ekuazio
hauek lortuko ditugu:

I: g +&=nh+RI+R1+ R+ 1], {19 -59a)
22 —g=nhL+ R, Ry, (19 — 59b)
3 —g=-rl~RJi-RJ + R, {19 - 59¢)

Honelatan, ba, guztira sei ekuazio ditugu eta sei ezezagun {intentsitateak). Horiek
askatuz, ebatzita egongo da problema. Zer esanik ez, emaitzetako baten bat negatiboa
suertatuko balitz, horrek hauxe adieraziko liguke, alegia, intentsitate horri aldez aurretik
egokitu zaion noranzkoa ez, baizik eta aurkakoa dagokiola.






20. gaia

Elkarrekintza magnetikoa

Oso aspalditik marinelek bazekiten itsascan norabidea finkatzen, iparrorratza deitutako
tresnaz baliatuz. [zan ere, burdin minerala den magnetitazko orratzek, hari batez esckita
edo ardatz bertikal batez cutsita daudenean, joera berezia erakusten dutce: ipar-hegoko
norabidean jartzen dira. Joera hori dela eta, iparralderantz begira kokatzen den muturrari
orratzaren ‘ipar poloa’ deritzo, eta besteari ‘*hego poloa’. Hortaz, halako orratz bi bata
bestearen aurrean ipintzean. izen bereko muturrak bata bestetik aldentzen direla eta, berriz.
izen desberdinekoak hurbiltzen direla ikusi denez gero, hauxe ondorioztatu da: Lurra oso
iman handia da, ‘Ipar polo magnetikoa’ daukana ‘Hego polo geografikoan’, eta alderan-
tziz.

Polo magnetikoei buruzko teoria aski garatua izan zen, eta beraren zzalbidea nolabait
oinarritzeko asmotan, materiari beste ezaugarri berri bat egokitu zitzaion, ‘propietate
magnetikoa’ delakoa alegia, zeina ordura arteko ezaugarri jakinei (inertzia propietatea edo
masa, eta propietate elektrikoa edo karga) erantsi zitzalen. Hala ere, XIX. mendearen
erdialdean Oersted, Faraday, Henry eta beste ikertzaile batzuek burutu zituzten ikerlanak
zirela medio, ichengo teoria zaharra baztertu eta gure egunetara arte iraun duena onartu
zen, Teoria horren arabera, elkarrekintza magnetikoa higitzen ari diren kargek elkarri egi-
ten dioten eragina baizik ez da, eta beraz, elkarrekintza hori aztertzeko, nahikoa da parti-
kulen karga eta abiadura ezagutzea, materiaren ezaugarri berririk zertan sarturik izan gabe.

20.1. PARTIKULA KARGATU HIGIKORREN GAINEKO INDARRAK

Partiknla kargatu higikorrei eragiten dieten elkarrekintzak aztertzean, behin jatorri grabi-
tatorioa edota elektrostatikoa dutenak kenduta, askotan beste indar bat aurkitzen dugu. Hort
da, hain zuzen ere, indar magnetikoa. Hemen, aipaturiko indarraren adierazpen matema-
tikoa aurkeztera mugatuko gara, nork eta nola eriden zuen, aurreragoko beste ikasturte
baterako lagaturik. Higitzen ari den partikula kargatuaren gaineko indar magnetikoa hone-
laxe adieraz daiteke:

F=y4vxB, (2013

non g partikularen karga, v partikularen abiadura eta B eremu magnetikoaren intentsitate-
-bektorea diren.
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Tkus daitekeenez, grabitazioari eta elektrikari eskainitako gaietan ez bezala, oraingo
honetan eremu-kontzeptua hasiera-hasieratik sartu dugu elkarrekintza magnetikoa azaltze-
ko, zeren, Fisikaren hainbeste arlotan gertatzen den antzers, magnetismoan ere erems-
-kontzeptua baliabide egokia baita. Beraz, B eremu magnetikoaren intentsitate-bektorea
edo, izen laburragoaz, eremu magnetikoa onariu eta erabiliko dugu, eikarrekintza magneti-
koa adierazteko lagungarria zaigu eta.

Eremu magnetikoa higitzen diren kargek sorizen dute eta, horrez gain, eremuaren eta
bera sorrarazten duten partikulen arteko loturak ere badaude. Haatik, ez dugu oraingoz
horren ardurarik hartuko, eta puntu horiek 20.5. atalean eta ondckoetan aztertuko ditugu,

Iideari berriro helduta, goazen aurreko adierazpena aztertzera. Has gaitezen eremu

magnetikoaren dimentsioak erdiesten:

F| MLT? e e
[B]=[E]=6F=MT Q' =MTT". (20 -2)

Hortaz, nazicarteko SI unitate-sisteman eremu magnetikoaren unitatea, hots, fesla (T)
deritzona, ondokoa dugu:

IT=1kgs A™" (20-3)

Orain, kalkula dezagun indar magnetikoaren modulua:
{F] = quB sin8. (20-4)
Zer esanik ez, # angelua v eta B bektoreek eratutakoa da.

Indarraren norabideari gagozkiola, alboko iradian erakuotsi dira karga positibodun
partikularen kasua zein negatibodunarena, biak ere biderketa bektorialaren aplikazio zuze-
nak izanik. .

2 iF b

20.1. irudia. a) Karga positiboaren paineko indar magnetikoa. b) Karga
negatiboaren gainekoa.

Azkenik, datorren atalari begira garrantzi handikoa den char bat egin behar dugu,
eremu magnetikoa besterik ez dagoeneko espazioaldea zeharkatzen duen partikula
kargatuari buruz. Hona hemen oharra, era bitara adierazita:
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— F bektorea v bektorearen perpendikularra denez, partikularen azelerazioa normala
da oso-osorik, eta, beraz, abiaduraren moduluak konstante dirau, norabidez eten-
gabe aldatuz doan arren. '

~ Indar magnetikoak ez du lanik egiten, ibilbidearen perpendikularra baita. Beraz,
partikularen energiak konstante dirau eremu magnetikoaren eraginpean higitzean.

20.2. EREMU MAGNETIKOA ZEHARKATZEN DUEN
PARTIKUILAREN HIGIDURA. ADIBIDEAK

Lehenik eta behin, diogun ezen eremu magnetiko uniformea soilik hartuko dugula kontuan,
laborategiko aparatu garrantzitsuenetan erabiltzen direnak horrelakosk izaten baitira, hala
nola masen espektrografo eta espektrometroetan, ziklotroietan, eta abarretan.

Arazoa ahalik eta errazkien aztertzeko, hiru kasutan banatuko dugu.

rrrertry

J

20.2. irndia, Partikula kargatuaren abiaduraren norabidea eremwaren paraleloa
denean, ez du indarrik jasaten.

28.2.1. v eta B paraleloak dira

Kalkula dezagun 20.2. irudiko edozein partikulak jasaten duen indar magnetikoa (v,

abiadura daraman pariikulak jasaten duena, adibidez), beraren karga-mota edozein izanik.
Hara:

F,=qgv,xB=0 - F =0, (20-5)
a:-li — a=0, (20-6)
n
a=% v, = ktea. (20-7)
dt

Hots, abiaduraren modulua ez ezik, norabidea ere ez da aldatzen. Labur esanda, partiku-
laren abiadura eremuaren paraleloa denean, beraren higidura zuzens eta uniformea da.

20.2.2, v eta B perpendikularrak dira

QOraingo kasu honetan hauxe dugu:

FzzquxB';ao—;az%"l-;eo. (20 - 8)
i
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Beraz, abiaduraren norabidea aldatuz joango da {dakigunez, moduiua ez}. Haatik, abia-
duraren norabide berria v, eta a (edo F,) bektoreek osatzen duten planoan datzanez gero,
norabide horrek eremuaren perpendikularra izaten traungo du. Unez une arrazoibide berbera

errepikatuz, partikularen ibilbidea eremuaren perpendikularra den plano batean gertatuko
dela ondoriozta dezakegu, ¢ta hortik:

Fy=gu,B = klea. {20-9
Bestalde, indarra eta abiadura elkarren perpendikularrak direnez, .
2
A v Uy
E, :m—zuN - r:—m—‘Zktea, (20— 10)
ro g8

u, delakoa v eta B bektoreek eraturiko planoaren perpendikularra izanik,

Kurbadura-erradio konstantea duen higidura lau bakarra dago, hots, higidura zirkula-
rra, eta horixe izango da partikulak deskribatuko duena. Kalkula ditzagun higidurari dagoz-
kion periodoa, maiztasuna eta abiadura angeluarra. Hauexek dira:

2ar  2mm

I=—=——-, 20-11
o B ( }
yoio 98 (20~ 12)
T 2zm
w=2mv=28 (20~ 13)
P
Bistakoa denez, hiru magnitudeok ez dute abiadurarekiko menpekotasunik.
v /‘\ _® B
0)_‘__ —_—— \ —q—" w
g [t N e
- & ~ b

20.3. irudia. a) Partikula positiboaren higidura B cremuaren plano
perpendikularean. by Partikuia negatiboaren ibilbidea.

20:.3. irudian partikula positiboaren eta negatiboaren ibilbideak ageri dira. Bertan ikus
dattekeenez, partikula positiboaren kasuran @ eta B bektoreen noranzkoak elkarren aurka-
kosgk dira; partikula negatiboaren kasuan, aldiz, noranzko berekoak.

Laburki esanda, eremu magnetikoaren perpendikularra den abiadura duen partiku-
laren higidura zirkularra da, zirkunferentziaren erradioa abiaduraren araberakoa izanik.
Periodeak, eta hortaz, maiztasunak eta abiadura angeluarrak, ordea, ez dute abiadura
linealaren menpekotasunik. Abiadura angeluarra honelaxe adierazien dg bektorialki:
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o=--9B (20— 14)

20.2.3. v eta B bektoreek edozein angelu eratzen dute

Esan barik doa, oraingo hau kasurik orokorrena dugula, eta aurreko bien batura,
nonbait. Eremuaren eta abiaduraren arteko angelua € dela jorik, deskonposa dezagun
abiadura eremuaren norabide paraleloan eta perpendikularrean:

U, = veosh,
VIV, +Y,, . (20-15%)
v, = vsinf.
Orain, goazen indarraren adierazpenera;
F=g{v,+v,}xB=F +F,, (20 - 16a)
F,=qv,xB etz F, =gv,xB izanik (200 - 16b)

Berehala kontura gaitezke, horiexek direla 20.2.1 eta 20.2.2 azpiataletan, hurrenez
hurren, agertu zaizkigun indarrak. Hortaz, gainezarmenaren printzipioan oinarriturik,
aipaturiko kasu biak batera haruz, oraingo kasu honi dagokion ibiibidea helizea dela on-
doriozta dezakegu. Areago, helizearen ardatza eremuaren paraleloa da, eta erradioa ondoko
hau:

musing

r= B (20-17)

Abladura angeluarrari, periodoar! eta maiztasunari gagozkiela, berauek abiadura
linealaren menpckotasunik ez dutenez, 20.2.2 azpiatalean aurkitutako emaitza berberek
kasu honetarako ere balio dute.

Azkenik, diogun czen helizea zehazki eta egokiro definiturik gera dadin, beraren
ezaugarri bat falta zaigula, ‘pausoa’ delakos alegia. Helizearen pausoa endoko era honetan
definitu ohi da: bira oso bat bunitrean igarotako denboran, ardatzaren norabidean korritzen
den distantzia. Hortik, pausoa (8) kalkulatzeko, ardatzaren (hots, cremuaren} norabidean
abiadurak duen osagaia (v,) eta bira oso bakoitzean pasatzen den denbora (7) biderkatu
behar dituge, hau da,

. _ 2pmucos@

§=uT i (20 - 18)

Beraz, kasu orokorrean, eremu magnetikoan zehar doan partikula kargatuaren
ibilbidea helize-tankerakoa da, beronen erradioa eta pausoa orainge azpiatal honetan
agertutakoak izanik, eta higiduraren ezaugarriak, T, v eta o, alegia, 20.2.2 azpiatalekoak.
Hairn zuzen, 20.4. irudian partikula positiboaren kasurako helizea eta partikula negatiboa-
ren kasurakoa ikus daitezke.
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20.4. ivadiz. o3 Partikula positiboaren ibilbide helikoidala, eremur magnetiko
wntoneean. by Partikula negahiboarena,

20.2.4, Adibideak

Aurreko kontzepiven cta emaitzen aplikazio praktikoari lotuta dauden bi tresna ga-
rrantzitsuren aipamena cginge dogu adibide modura: masen espekirometroarena eta
ziklotroiarena.

Masen espektrometroa. Masen espekirometroak mota askeotakosk badira ere,
guztiek funts eta helburu berberak dituzte. Hona hemen bata eta bestearen berri iaburra.

Aldez aurretik eremu elekirikoak azeteratu dituen atomo ionizatuak, beren abiadu-
raren perpendikularra den ercrnu magnetikoan zehar pasarazien dira, eta bertan zirkunfe-
rentzierdiko ibilbidea burutzen dute, pantailarekin tope egin arte, Pantailan ibilbidearen
erradioa neurtzen da, eta eremu elektrikoan erabilitako potentzial-diferentziaren bitartes
abiadura zein den jakin daitekeenez, horren bidez eta (20-10} adierazpena erzbiliz. g/m
erlazioa lor daiteke, hau da, ivien kargaren ¢ta masaren arteko zatidura. Bestalde, era des-
berdinez, partikulen karga lor daiteke, eta ondorioz beraien masak ere. Horrela, masen
espekirometroak oso aparatu egokiak dira elementu kimikoen isotopoak ikertzeko.

Ziklotroia. Bigarren eta azken adibide modura, partikulen azeleragailu-mota bat
erakutsiko dugu: ziklotroia.

20.8. irudia. Ziklotroiaren egitura. Partikuia kargatuak Dy eta D; piezen
barnealdetik higitzen art dira B eremuaren eraginpean.

Ziklotroia, 20.5. irudike D, eta I2, zilindroerdi bacek osatzen dute. Pieza horiek
uniformea eta beraien oinarrien perpendikularra den B eremu magnetikoak zeharkatuta
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daude. Bestalde, D, eta D, piezak beren erradioarekin alderaturik oso txikia den distantziaz
bkanandurik daude, eta ertz blen arteko espazicaldean, A alternadoreak sortutako eremu
elektrikoa dago (geroxeago ikusike dugunez, eremu elektrikoak konstante iraun barik,
alternoa izan beliar du). D, eta D,-ren erdialdean, irudian ageri ez den “ioi-kanoia” dago
ezarrita, ziklotroian azeleratuak izango diren partikulak bertara jaurti ditzan.

N /D
RIOXE

20.6. irndia. a) Eremuy elekinko aliemoaren grafikoa. by Partikularen ihilbidea
jauzitik jauzira.

E |

f

loi bat askatzen den bezain laster, eremu elektrikoak pieza baten barrura bidaltzen du
(eremu elektrikoa maximoa dencan askatzen da partikula), Piezaren barrualdean dagoen
eremu elekirikoa nulua denez gero, eremu magnetikoak soilik eragingo dio ioiari, eta
beronek abiaduraren balioa batere aldatu gabe zirkunferentzierdiko ibilbidez beteko du.
Pieza baten bamnetik bestearenera pasatzen deneko uneetan, hots, ‘jauzi’ bakoitzean, eremu
elektrikoak bultzatu egiten du partikula, eta horrela, partikularen energia handituz doa
jauziz jauzi (20.6. irudia).

Abiadura handituz doan heinean, zirkunferentzierdien erradioa ere gero eta luzeagoa
gerlatzen da, partikula-ia piezen hegaleraino heldu arte. Orduan bertako eremu magnetikoa
ahuldu eta ezabatu egiten da zeharo, eta ondorioz, behin haren eraginetik aske geratzean,
ivia ziklotroitik ihesi doa, egokiro prestatutako zirrikitu batean zehar.

Ziklotrofaren jardueraren koxka ondoke fiabardura honetan datza: irudian tkus daite-
keenez, eremu elektrikoaren noranzko-aldaketek eta iotaren higidurak aldiberekoak izan
behar dute, zeren bestela jauzi batzuetan partikulak energia irabazi ordez galdu egingo
bailuke edo, beste era batera esanda, eremu elektrikoak bultzatua gertatu barik balaztatua
izango bailitzateke. Zorionez, 20.2.2 azpiatalean erakutsitakoaren arabera, eremu magneti-
koaren eraginpeko higidura zirkularraren maiztasunak ez du abiaduraren menpekotasunik,
eta, horri esker, nahiz eta gero eta arinago joan, loiak beti erabiltzen du denbora berbera
biraerdi bakoitza betetzeko. Beraz, hasieran eremu elektrikoa eta partikularen higidura
sinkronizatuta egon badira, horrelaxe iraungo dute bilakabide osoan barrena (partikularen
abiadura argiarenera gehiegi hurbiltzen ez bada, behintzat).
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20.3. KORRONTE ELEKTRIKOAREN GAINEKO INDAR MAGNETIKOA

Azzldua izan denez (ikus 19. gaia), korronte elektrikoa eroalearcn barnetik higituz doazen
elektroien multzoa besterik ez da. Ondorioz, korronte eicktrikoak eremu magnetikearen
zelanbaiteko eragina pairatu behar du, eta horixe da orain aztertzera goazena. Azalpena
kasu bitan zatituko dugu, arazoa hobeto ulertzeko,

20.3.1 Korronte lineala

Errealitatean benetako korronte lincalik ez badago ere, kasu hau oso hurbilketa ona
geria daiteke zenbait egoeratan, korrontcak hart mehetxoetan barrena doazenean behinik
behin.

20.7. irudia. Korronte lincalaren df elementu diferentzialaren gaincko indar
magnetikoa,

20.7. irudikoe hariaren d!f zati txikia hartuta, eta beraren barruan dg karga v abiaduraz
higitzen art dela kontsideratuta, B eremuak cgiten dion indarra hauxe izango da:

dF = dgv x B. 20-1%
Ondoren, hariaren norabidean eta korrontearen noranzkoan u, bektore unitarica era-
bilita, eta, aldi berean, abiaduraren eta intentsitatearcn definizioak aplikatuta, hauxe dugu:

dF:a’q%uTxB:%‘ide‘urxB:IuI.deE, (20 - 20)
7

Adierazpen horretatik abiaturik, hartaren edozein zati finituren gaineko indarra katku-
la dezakegu. Adibider, @ puntutik b punturainoko zatiak jasaten duena. hauxe izango da:

I
F:;Ju.,.deL (20213

Zer esanik ez, integrals ebazteko orduan, integrakizunaren izaera bektoriala hartu behar da
kontean. Haria zuzena cta eremua uriformea baldin badira. emaitza oso era errazean lor
daiteke, honelaxe hain zuzen:

u,xBdi=ktea. — F=1I,u, xB (20 -22)

non {, luzera ¢ eta b puntuen arteko zatiaren luzera den.
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20.3.2. Karga-multzo higikorrak

Multzoaren edozein g karga-kopuru txikiren belumena AV eta berorren abiadura v
izanik, bolumen-unitateko f indarra hauxe izango da:

£=lim 29 yxB = pvxB, (20 - 23)

AV AY

non g delakoak karga higikorraren dentsitatea adierazten duen.

Bestalde, karga higikorren multzosk aztertzean {19.2. atala), korronte-dentsitatea
izeneko bektorea ondoko era honetara definitu gennen,
j=ngv edo j=pv, {20 - 24}
eta hortik, belumen-unitateko indarrari dagokion adierazpena honelaxe labur dezakegu:
f=jxB. (20 - 25)
Behin bolumen-unitateko indarra lortuta, karga higikorren multzoaren zati finity
baten gainekoa kalkulatzeko, integratu besterik ez dugu egin beharke, hau da:

F=ijBdV, (20 - 26)
;

non V delakoa hautatuko zatiaren bolumena den.

Aurreko azpiatalaren azkenaldean esandakoari berriro helduz, oraingo honetan ere,
integrakizuna bektoriala dela azpimarratu behar dugu.

20.4. KORRONTE ELEKTRIKOAREN GAINEKOQ
INDAR-MOMENTU MAGNETIKOA

Eremu magnetikoak korronte elekirikoei eragindako indar-momentuen azterketa aski
korapilatsua bada ere, hemen errazena eta, halaber, ohikoena den kasua erakustera
mugatuko gara.

P,/

a

20.8. irndia. Heri edo zirkuilu errekiangelnarrean eremu magnetikoak duen
eraginaren azterketa.

Beraz, irudiko espira {zirkuitu} errektangeluarrak jasaten duen indar-momentuan fin-
katuko gara, zeina B eremu uniformeak sortua den. Hain zuzen, / korrontea darcan espi-
raren planoaren norabide perpendikularrak & angelua eratzen du eremuarekin, eta aldeen
luzerak a eta b dira, a luzerakoak eremuaren perpendikularrak izanik,
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Lau aldeetan zati diferentzial bana kontsideratuz, eta bakoitzean eremuak sortzen
duen indarra kalkulataz, ondoko emaitzetara helduke gara (ikus 20.9. irudia):

dF, =dF, = IBdi, (20— 27)
dF, = dF, = IB dl cosé. (20 - 28)

a

20.9. trudia. Zirkeitu errektangeluarrean B eremuaren eraginez sorluriko
indarrak.

dF, eta dF, indarrei dagokienez, indar erresultantea nulua izateaz gain, beraien indar-
-momentu erresultantea ere nulua da, aplikazio-lerro berbera dute eta. Hortaz, & luzerako
aldeen gainean agertzen diren indarrak ahantzi egin ditzakegu, materialaren elastikotasuna
itxuragabetzerik ez gertatzeko adinakoa dela jorik (bestela deformatu egingo litzateke
zirkuitua)}.

dF, eta dF, indarrei gagozkiela, ordea, indar erresuitantea nulua bada ere, beraien
aplikazio-lerroak desberdinak direnez gero, indar-bikotea osatzen dute. beronen mornen-
tuaren modulua hauxe izanik:

dt = dF, bsin@ = IBb disin§. 20 -29)

Hortik, integrazio bidez, segituan lor dezakegu espira osoaren gaineko indar-momentua.
d1 = IBbsin@{ dl = IBbasinf = ISBsin 8, (20 - 303
{F

non S letraz espiraren aldeek mugaturiko gainazal lauaren azalera adierazi dugun.

Ikusi dugunez, oinarrizko indar diferentzial guztien erresultaniea nulua denez gero,
eremu magnetikoak espirari egiten dion efektu bakarra T indar-momentua da, ela beronen
halioa eta norabidea adierazpen bakar baten bitartez eman ahal izateko, espiraren momentu
dipolar magnetikoa delako bektorea definituko dugu. Bektore horren modulua IS
biderkadura da, eta norabidea espiraren planoaren perpeandikularra, torlojuaren erregelaren
arabera. Beraren dimentsioak [IL?] dira, eta unitatea, Am®, nazioarteko unitate-sisternan.
Austeko guztia laburbilduz, hona hemen momentu dipolar magnetikoaren adierazpena:
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m = Su,, (20 - 31)

i, delakoa planoaren norabide perpendikularreko bektore unitarioa izanik, noranzkoaren
irizpiderako korrontearen norabidearen araberako torlojuarena harturik.

20,10, irudia. Espiraren momentu dipolar magnetikearen, eremu
magnetikoaren ela indar magnetikoaren norabideak.

Esan dugunez, espiraren momenty dipolar magnetikoa erabiliz, lehen kalkutatu dugun
indar-momentua 0so era trinkoaz idatz dezakegu, honelaxe hain zuzen {ikus 20.10. irudia):

T=mxB. (20 -32)

Irakurleak egiazta dezakeenez, biderkadurs bektoriala garatuz, T-ren modulua eta nora-
bidea erdicts daitezke.

Bukatzeko, ohar bi:

— Eremu elektrikoak dipelo elektrikoaren gainean sortzen duen indar-momentuak
{ikus 18. gaia) eta ercrnu magnetikoak espiraren gainean sortzen duenak duten
antzekotasuna dela eta, espirei dipolo magnetikoak deitu ohi zaie.

— Momentu dipolar magnetikoa definitzeko orduan, espira errektangeluarraren ka-
suan oingrmitu garen arren, diogun ezen aipaturiko bektorearen erabilpenaren arloa
askoz ere zabalagoa dela. Egia esan, korronte itxi guztiei m bektorea eslei dakieke,
zirkuituaren tankera edo eitea edonolakoa izanda ere. Areago, ibilbide itxia kormritzen
duen edozein partikula kargatuk bere momentu dipolar magnetikoa du; adibidez,
atomoaren erdigunearen ingwruan biraka ari den elektroi bakoitzari bere m
bektorea dagokio.

20.5. KORRONTE ELEKTRIKOAK SORTUTAKO EREMU MAGNETIKOA

20.1 atalean ohartarazi dugunez, higitzen ari diren partikula kargatuek eremu magnetikoa
sortzen dute; hori dela eta. korronte elektrikoa karga higikotren multzoa denez gero, eremu
magnetikoa sortuko du. Hala ere, korrontea eta berari dagokion eremua elkarrekin lotzen
dituen harremana ez da erraza, nolabait esatearren, etz XIX. mendearen hasierako fisikari
entzutetsuenak jo eta ke aritu ziren arazo hori ikertzen. Garai hartan garatutako lanei esker
Biot-Savart-en legea lortu zen, zeina makina bat ikerketaren emaitza den. Hona hemen guk
postulatu modura dakargun lege ospetsu hori;
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2L1L irudia. Bioi-Savart-cn legearen adierazpencko elementuak.

B=K, :§ U X8 g, (20 - 33)
.

non uy eta v, direlakoak 20.11. irudisn ageri diren bektore unitarioak diren, ela X, geroago
zchaztuko dugun konstantea. Formula honen erabilbidea azaltzera pasatu baino iehenago,
nabarduna batzuk argitzea komeni du.

— Formula horrek, P bezalako edozein puntutako eremu magnetikoa kalkulatzeko

balio du, bots, zirkuituak daroan korronte elekirikoak sorutakoa (ikus 20.11.
irudia). Horixe da, hain zuzen ere, sinboloak adierazten duena, alegia, df
elementuak dauzkan lerroak itxia izan behar duela. Beraz, aurreko adierazpen
finitutik ondoko era infinitesimalera pasatzean,

B = K, 1 220

L di, {20 - 34
egiten den urratsa, urrats matematiko hutsa da. Hitz desberdinez esanda, exzin
dezakegu cra zuzenean baiczta B hori zirkuituaren 4 zatiaren emaria denik. lzan
ere, ez dago zirkuitutik &f bezalako zatirik bakartzeko modu esperimentalik, eta
ondorioz. ez dugu zirkuituak davkan df zati bakoitzak sortzen duen efekius
neurtzerik.

Aurrekoaren motako beste integral batzuetan gertatu zaigunez, oraingo honetun ere
integrakizuna bektoriala dela hartu behar da kontaan.

K,, koefizientea araukortasunerako faktorea besterik ez da, eta beraren baliox zein
den 20.7. atalean ikusiko dugu. Dagozkion dimentsio eta unitateak, ordea, Biot-
Savart-en legetik atera ditzakegu zuzenean, hots:

dimentsioak: |, }={B/"'L]=MLT 17,
unitateak {nazioartcko sisteman): kg ms”A 7 edo NA™

Bestalde. Coulomb-en legean K, koefizientea 1/47g, zatiduraz ordezkatzean azaldu
genuen arrazot berberagatik, hemen ere K, = y/4x egiteke ohitura dago. Zer
esanik ez, K, eta g, dimentsio eta unitate berekoak ditugu, Sartu berri dugun
ordezkaketaren ondorioz, Biot-Savart-en legea honelaxe idatzi ohi da:

p=Fo 1§ W XU g, (20 - 35)
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- Bukatzeko, aitortu beharra dago ezen Biot-Savart-en legeak maila teorikoan ga-
rrantzi handia eduki arren, praktikari begira oso erabilgarritasun murriztua erakus-
ten duela, integralaren ebazpena zailegia gertatzen baitg, eite errazako zirkuituen
kasuetan izan ezik.

20.6. BIOT-SAVART-EN LEGEAREN ERABILERAREN ADIBIDE BI

20.6.1 Korronte zuzen eta mugagabeak sorfutako eremu magnetikoa

Esan dezagun, aldez aurretik, oraingo kasu hau erabat teorikoa dela, errealitatean
mugagabeko ercalerik ez baitago. Dena den, Biot-Savart-en legea szaltzeko egokia izateaz
gain, eroale zuzenek beren luzerarckin alderatuta hurbil dauden puntuetan sortzen duten
cremu magnetikoaren hurbilketa ona da.
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20.12. iradia. Komronte elekiriko zuzenak P puntoan soruriko eremu magneti-
koaren kalkwlurako elementuak. '

Demagun 20.12. irudian ageri den eroale zuzen eta infinitua. Haritik R distantziara
dagoen edozein puntutan eremua kalkulatzean, P puntnan adibidez, uy % u, biderkadura
bektoriala beti erc plano berberaren perpendikularra dela ikus dezakegu. Plano hori, hariak
cta P puntuak cralurikoa da, eta beraz, B bektoreak plano horren perpendikularra izan
behar du. Hortaz, eremuaren norabidea finkatuta dagoenez gero, beraren modulua loriu
beharke dugu seilik, hots:

B= &faﬁﬂds. 20 -36)
ax r
Integrala ebazteko, PNAM triangeluan cinarrituko gara. Tkus daitekeenez,

sina;o:gzsin{x—e):sinﬁ - r:g%, (2037}

tan(a-—-£=tan{1r—6)=—tan8 — di= }g da. {20-38)
i sin” 8
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Orain integralera eramanez, eremuaren balioa hauxe izango da:

Bzg-"-lr sin@
4K

o R /sin’ 6 sin’ @ 27R

R gl
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(20-39)

20.13, irudia, Korronte clekuriko zuzenaren inguruko eremu magnetikoaren

lerroak.

20.13. irzdian eremu-lerroak ikus ditzakegu. Lerroak hariarekiko plano perpendi-
kularretan dauden zirkunferentziak dirz, beraien zentroak harian bertae dituztenak.

20.6.2 Korronie zirkularrak sortutako eremu magnetikoa

Kasu honetan, espira zirkular baten ardatzeko puntuetars mugatuko gara, zeren, espa-
zioko beste edozein puntutan eremua aztertzen saiatuko bagina, ebatzi beharreko integrala

korapilatsuegt gertatuke litzaiguke eta.

Demagun, 20.14. irudiko espiraren ardatzean O zentrotik y distantziara dagoen P
puntua eta zentroarekiko simetrikoak diren (1} eta (2) espiraren zati elementalak hartzen
ditugnla. Integralean elementu horien kausaz P puntuari dagozkion eremu diferentziaten

modulnak ondckoak dira:

dB =dB, =dB=
B ir

‘u_,j[smfrf2d{= pu.: dl.

r 4mre

(20 — 40)

st
éa
tad

-

,_____
|

s

I3
=/
F
N\
=
~
B

20.14. irudia. Korronte elekiriko zirkularrak bere ardatzeko P puntuan sorturi-

kr eremn manetikoaeen arierkera.
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20.14, irudiko ardatzetako osagaiak hauexck dira:

-dB,, = dB, = dB-cos#, (20— 41a)
dB,, =dB,, = dBsinf = 4“02 sin@d. (20— 41b)
: ; =

TIrudian ikus dezakegunez, dB;, eta 4B, osagaiek elkar anulatu egiten dute; 4B, eta
dB,,, berriz, elkarrekin batzen dira. Hortaz, ardatzaren puntuetako eremua ardatzaren
norabidekoa da. Kalkula dezagun, ba, eremuaren balioa;

tl UIR
B= 4;2 sin 9§d§ = 2‘:_2 sin 6. (20 - 42)

Adierazpen horretan bi parametro daude: r eta 8 Haatik, bistakoa denez, parametro
bakar bat nahikoa da P puntuaren posizioa finkatzeke. Beraz, espiraren zentrotik P
punturainoko y altuera aukeratuz, gremuaren moduluaren balioa hauxe da:

JUOIRZ 1 azM2
B=2— (R + . 2043
3 ( y ) ! )

20.15. irudia. Espiraren ardatzetik pasaturik, espiraren plancaren perpendi-
kularra den plancko eremu magnetikoearen lerroak.

Azkenez, 20.15. irudian espirak espazio osoan sortzen duen eremu magnetikoaren
eremu-lerrogk erakutsi ditugu. Eremu-lerroak, espiraren ardatzetik pasatzen den plano bati
dagozkionak dira, eta halako plano guztietan berdin-berdinak dira.

20.7. KORRONTEEN ARTEKOG INDARRAK

Orain arte ikusi duguna laburbilduz, batetik korronte elektrikoak eremu magnetikoaren
sorburuak dira, eta bestetik eremu magnetikoek korronte etektrikcaren gaineko indarrak
sortzen dituzte. Hortaz, berehalako ondorioa hauxe da, hots, korronte bi hartuz, elkarri
eragin behar diotela. Ondorio horrek edozein korronte-multzotarako balio badu ere, guk
hemen kasurik errazena baizik ez dugu azlertuko, preseski, zuzenak, paraleloak eta luzera
infinitukoak diren bi korrenteren arteko elkarrekintza magnetikoa.

Beraz, har ditzagun eroale zuzen eta paraleto bi, R distantziaz banandurik daudenak.
Batak /, korrontea daroa, eta besteak [, (20.16. irudia).



428 Fisika Orokorra

dFZI
uTZ f 12
2 : =
: at B,

1
i
R
1
1
1
¥
¥

!l

20116. irudia. Bi korronte zuzen cta paraleloren artcko indarra,

Lehenbizi, 1 korronteak bertatik & distaniziara sortzen duen eremuarcn balioa
{modulua} idatziko dugu:

B‘“ = iullll

. 20—
< 2#R (20-44)

Horren ondorioz, eremu horrek 2 eroalearen df zatiari egiten dion indarra hauxe da:

i
dF,, = Lu,, XB,dl — dF, =1, L4l (20 - 45)
i - - T ZrR
Beraz, 2 eroalearen luzera-unitateko indarra ondokoa dugu:
dr, _ Bl ) (20 - 46)
al 2rR

Bistakoa den simetrian cinarriturik, hauxe cgiazta dezakegu, alegia, 2 korronteak 1
korronteari egiten dien indarra lortu izan bagenu, emaitza berberera helduko ginatekeela
{(haatik, diogun ezen esandakoa akzio-erreakzicaren printzipioaren ondorica ez dela, indar
magnetikoek aipaturiko printzipioa zertan beterik ez baitute).

Harira itzuliz, aurreko adierazpena abiapuntutzat hartuta, f4, koefizientearen balioa
emango dugu. Horretarako, 1948. urtcan Pisuei eta Neurriet buruzko Hamaikagarren Bilera
Orokorrean emaniko korronte elektrikoaren unitatearen definizica erabili beharko dugu.
Hona hemen definizioa: «Ampere unitatea korronte-intentsitatearen unitutea de, hain zugen
ere, luzera infinituko bi eroale paralelo arter mantenduak direnean, eroaleen ebakidura-
-sekzioa arbutagarria izanik, eta huisean bata bestetik metro batera jarrite dandela, bi
eroaleen artean lucerako metro bakoitzeko 2 - 107 newton balioke indarra sortzen diuen
korronte elektriko zuzenuren infentsitatea dur.

Definizio hori aurreko emaitzara eramanez gero, hauxe dugu:
IL=6=1A R=1m em %:Z-IO'Nm" 1zanik,
f, =47 107 NA" edo kgms’AT. (20— 47)

My koefizienteari hutsaren irapazkortasun magnetikoa deritzo.
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20.8. PARTIKUIA KARGATU HIGIKORREK SORTUTAKQO EREMU MAGNETIKOA

(Gai honen sarreran genioenez, eremu magnetikoak partikula kargatuen higiduraren
ondoricak dira. Orain arte, ostera, ez dugn erakutsi eremuaren eta partikula higikorren
arteko harremanik, ez era zuzencan bederen. Partikula kargatu bakar batek sortzen duen
eremu magnetikoa oraingo atal honetan azalduko dugu, etz horretarake, 20.5. atalean
kalkulatu genuen JB bekioreaz baliatuko gara. Orduan esandakoaren arabera,

JB = ,uulurxu

at. (20 — 48}
4 r

T
«
Sl

20.17. irudia. &/ korronte-elementuak sorturiko eremu magnetikoarcn
azierketa.

Demagun, 20.17. irudiko df zati txikiaren barneko karga higikorren dentsitatea eta
abiadura g eta v direla, hurrenez hurren. Hortaz, bertako j korronte-dentsitatea ondokoa dugu;

i=pv, (20 — 49)
¢ta, beraz,
tdiu, = jSdiu, =jdV =pvdV, (20 - 5y

Ondorioz, aipatutako zati txikiak dauvkan kargak P puntuan sortzen duen eremua
honelaxe idatz dezakegu:
dB=t pay Y20 (20 -51)
4 r
Hemendik, berehala lor daiteke g partikula kargatu bakoitzak eremua eratzeko egiten
duen ekarpena; .

Bt ¥XU (20 - 52)
4 r

Bestalde, partikula bakar baten E eremu elektrikoaren adierazpena (ikus 18. gaia)
erabiliz, E eta B bektoreen arteko lotura estua honako era honetan adieraz dezakégu:

- 4 U
E=—4 % _ B- e vxE -
pr— Ho€y (20-53)
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Behin honaino heldurik, atalari, ¢ta oro har, gaiari bukaera emanik, hauxe aitortu
behar dugu, alegia, karga higikorrek sortutako eremu magnetikea erdiesteko erabili dugun
arrazoibidea guztiz zuzena ez dela. Gauzak ondo egitekotan, oraindik ikusi ez ditugun
gara-pen teoriko batzuen premian gzude; baina, nolanahi den, aurreko emaitza hurbilketa
onar-garria dela ondo frogatuta dago, eta horregatik, maila honetan, besterik gabe ontzat
emango dugu.



21. gaia

Eremu elektromagnetiko estatikoak

Aurreko gaietan Elektromagnetika estatikoa aztertzean, eremu elektrikoa ¢ta magnetikoa
definitu ondoren, funtsezko bi lege esperimental ernan ditugu. Lege horiek, Coulomb eta
Biot-Savart izenez ezaguturikoak alegia (bigarrenari Laplace-ren izena ere lotzen zaio
batzuetan), lehenik eremu estatikoak kalkulatzeko aurkitu ziren legeak ditugu, eta oso
* praktikoak izaten dira kasu batzuetan. Baina badaude beste kasu askotan erosoagoak
gertatzen diren lege orokorragoak, gai honetan ikusiko ditugunak hain zuzen ere.

Izan ere, aipaturiko lege bakoitza bi lege integralen eran ipin daiteke, eta horrela
lortzen diren lau legeak egokiagoak izango dira hurrengo gaian Elektromagnetika
ez-estatikoa aztertzen hasteko.

21.1. EREMU ELEKTROSTATIKOAREN ZIRKUILAZIOA

Jakina dugunez, eremu elektrostatikoa kontserbakorra da; beraz, edozein L kurba itxiren
kasuan honako hau betetzen da:

§E-dr=o, Q1-1)
£

hau da, eremu elekirostatikoaren zirkulazioa nulua da.

21.1. irudia. Orekan dagoen eroalea.

Adibide moduan, orekan dagoen croale bat kontsideratuko dugu (21.1. irudia). Har
dezagun eroalearen gainazalaren oso zati txikia, iradian ikus daitekeena bezalakoa. Limi-
tean AS gainazala laua dela suposa dezakegu; baita marraziuriko ABCD paralelogramoaren
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AD eta BC aldeak AS gainazalaren perpendikularrak direla erc. Alegia. CD aldea
eroalearen AS gainazalean dago, eta AB aldea beraren paraleloa da, baina kanpotik. Eremu
elektrostatikoa kontserbakorra denez gero, hauxe beteko da:

n i £ A
IEAdr+JE-dr+ E-dr+jE-dr=(). 21-2)
A B [ I

Baina eroalean kargak higitzen ez direnez gero {ercalea orekan battago), bertan ere-
rmua nulua da eta, ondorioz,

b
JEvdrzo. Q1-3)
|

Har ditzaguan orain BC, DA eta AR aldesk hurrengo baldintzak betetzeko bezain
txikiak:

[ A B
_[E-d:-:_[E-dr:o, jE-dr:E(A)-rw, 21 - 4)
;] o A

(horretarako rp, €< 1y, Cla rpe << 1y, iZan behar dira). Orain arte ikusitako adierazpenak
bilduz, nahi bezain zehatza den hurbilketa honetan ondoko emattza han beteko da:

E{a} ry=0, (21 -5}

eta r,, bektorea AS galnazalaren paraleloa denez gero, «orekan dagoen croale baten
gainazalean (kanpoko aldean, noski} eremu elektrostatikoa aipaturiko gainazalaren
perpendikularra dela» frogatu dugu,

Gauza bera ikusteko beste modu bat ondokoa dugu. Eroalearen eremu elektrostatikoa
nulua denez gero, eroale osoa eta, bereziki, beraren gainazala, ekipotentzialak dira. Korron-
te-lerroak eta sestra-gainazalak {kasu honetan, erernu-lerroak eta gainazal ekipotentzialak)
eikarren perpendikularrak izango dira, eta, ondorioz, eremu-lerroen ¢ta eroalearen gainaza-
laren artean gauza bera gertatuko da.

21.2. GAUSS-EN LEGEA

Har ditzagun S gainazal itxia eta jatorrian kokaturik dagoen ¢ karga elekirikoa (21.2. ird.).
Karga horrek sortutako eremu elektrostatikoak aipaturiko gainazalean zehar duen fluxua
hauxe da:

21.2. irudia. Gainazal i1xian vehar eremu elektrostatikoak duen fluxusaren
arterketa.
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G r-dS
E-d8=—— -
ﬁa{ S 47{80,{5& o (21 -6)

eta integral hau kalkulatzeko A.3. eranskinean esandakoaz balia gaitezke. Horrela, ba, g
karga gainazaletik kanpo baldin badago, fluxu hori nulua izango da. Barruan badago,
ordea, ondokoa izango dugu: :

c_{-jEE-dszi. 21-7)
S £y

r, puntuetan dauden » karga puntualek sortutakoa bada, r puntuke eremu elektrostatikoa
hauxe izango da:

E(ry=Yy 2 T % 21-8)
k=1

- 4?:80 |r—rkl:"

eta beraren fluxua ezagutzeko, aski da aurreko emaitza eta gainazal-integralen linealtasuna
erabiltzea. Agerikoa denez, honako hau lortuko da:

#SE-dS=équ, (21 -9)

non batuketa hori § gainazalaren barruan dauden kargetara hedatuta dagoen. Era berean,
eremu elektrostatikoaren iturria p dentsitateko karga-banaketa jarraitua baldin bada, orduan

_ p( r') Ir— I" 1s
- [ 52

eta ondoko hau dugu dagokion emaitza:

ﬁE-dS=é~”LpdV, 21 -12)

non Vikurrale € gainazalak mugatzen duen buluineny adierazien duen.

Nolanahi ere, honelaxe adieraz dezakegu lortutako emaitza: «Eremu elektrostatikoa-
ren fluxuq ergbilitako gainazalaren barruan dagoen karga elektriko osoaren proporitgio-
nala da, eta proportzionaltasun-faktorea 1/€, da». Hortaz, barruko karga ( letraz adieraz-
ten badugu, hurrengo eran idatz dezakegu teorema hau:

ﬁE-dszg, 21-12)
5 EO

Adierazpen horri Gauss-en legea deritzo.

Azpimarra dezagun czen gainazaletik kanpora dauden kargen ekarpenak nuluak
direla, zeren beraiei dagozkien eremu-lerroek gainazala bi (edota lau, sei,.., baina beti
kopuru bikoitian) aldiz ebakitzen baitute, hau da, sartu eta gero irten egiten baitira.
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21.2.1. Orekan dagoen eroalea

$ . .
Emaitza honen baliagarritasunaz konturatzeko, kontsidera dezagun, berriro ere,
orekan dagoen ercalea. Lehenago ikusi dugunez, barruko eremu elekirostgiikoa nulua da.
Beraz, ercalearen barnean dagoen edozein gainazal itxi ankeratuz gero, E-dS fluxua
k)

nulua izango da; ondorioz. aipaturiko gainazalaren barruan ez dago karga elektrikorik.
Hortaz, Gauss-en legearen ondorioz, «orekan dagoen eroulearen karga osca beronen
gainazalean egongo da, halubeharrezy».

Hori dela eta, eroaleen kasuan bolumen-dentsitatea erabili beharrean, gainazai-
-dentsitatea (hau da, azalera-unitateko karga) dugu kontzepturik naturalena. Demagun AS
azalera duen zatian Ag karga elektrikoa dagoela. Definizioz hauxe dugu, ba, gainazal-
-dentsitatea: .

O':Iimﬁq-. (21 -13)
AS—0 AS

Arestian ikusi dugu zein den eremu elektrostatikoaren norabidea orekan dagoen
eroglearen gainazalean; kalkula ditzagun orain beraren modulua eta noranzkoa. Horreta-
rako ere Gauss-en legeaz baliatuko gara. Har dezagun gainazalaren perpendikularra den
zilindro txiki bat, 21.3, rudian ikus daitekeena bezalakoa. Gainazal zilindrike horretan
zehar, E eremuaren fluxua nulua izango da, E delakoa etz azalera-clementua ematen duen
bektorea elkarren perpendikularrak baitira. Barrvan dagoen zilindroaren oinarrian ercmua
eta, onderioz, fluxua nuluak izango direnez gero, zilindroak eta bere bi oinarriek osatzen
duten gainazal itxian zehar kalkulaturiko fluxua goiko oinarriari dagokion hurrepgo adie-
razpenak emandakoa izango da:

E-dS=EdS (21-14)

21.3. trudia. Orekan dagoen eroalearen gainazalaren nguruko eremua.

Gainazal itxi horren barrnan o dS§ karga dago eta, beraz, hauxe dugu:

E=—. (21 - 15)
&
1a esan gabe, eremua kanporanzkoa dela suposatuko dugu. Azken batcz, hipotesi hau
egia den ala ez lorturiko emaitzak diosku, Izan ere, aurreko lerroetan E ez da derrigorrez E

eremuaren moduliua; hain zuzen, ¢ negatihoa denean zeinu berekoa izango da E magnitu-
dea ere, eta orduan eremuaren noranzkoa barruranzkoa dela adieraziko digu.
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Orain arte esandakoa bilduz, ondoko hau frogatu dugu: «orekan dagoen eroalearen
gainazaleko eremu elekirikoa gainazal horren perpendikularra eta kanporanzkoa {barru-
ranzkoa) da, o dentsitaten positiboa {negatiboa) badu, eta |ollg;balioko modulua du».

21.2.2. Karga-banaketa esferikoa

Hurrengo adibidean R erradioko esferan dagoen eta simetria eskerikoa duen karga-
-banaketa jarraituz kontsideratuko dugu, eta kanpoaldean (hots, > R denean) sortzen duen
eremu elektrikoa kalkulatzen saiatuko gara. Simetria esferikoa dela eta, eremu clektrikoak
ere esferikoa izan behar du,

E=E(ru, (21 - 16)

non koordenatuen jatorria esferaren zentroan aukeratu dugun. S gainazalak zentro berbera
eta R baino erradio handiagoa baditu (ikus 21.4. irudia), hauxe izango dugu:

q 2
—=4}bE - a8 =qQP FdS = E(r)dnr", 21 =17
EA ﬁs ﬁ () ( )

non g aipaturiko banaketaren karga osoa den.

&

@

21.4. irudia. Karga-bapaketa esferikoak kanpoaldean sorturike eremu
elektrikoa.

Beraz, esferatik kanpoko puntuetako eremu elektrikoa ondokea da:
=22

= 21_
4re, r ( %)

hots, zentroan kokaturike g karga puntual hipotetiko batek sortuko lukeenaren berdina.

Gainera, R — ( limitean karga puntuala eta beronen eremu coulombarra berreskura
ditzakegu, Hortaz, guk erabili dugun bidean Gauss-en legea teorema izan arren, Elektros-
tatikaren funtsezko legetzat ere har daiteke, eta hauxe dugu legea deitzearen zergatikoa.
Lege hormretatik abiaturik, aski da simetria kontuan hartzea Coulomb-en legea teorema
moduan lortzeko. Egia esan, kasurik orokorrenean eremu bektorial bat era unibokoan
zchazteko, beraren zirkulazioa eta fluxua (eta bai infinituan bete behar diren baldintza ba-
tzuk ere} ezagutu behar ditugu; baina azaldu berri dugun adibidean, simetria esferikoaren
ondorioz, aski zaign fluxuz ezagutzea.
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21.3. KONDENTSADORFEAK ETA ENERGIA ELEKTROSTATIKGA

Aurkako zeinuko karga elekirikoak (g eta —¢) dituzten bi eroalek osaturiko sistema kontsi-
deratuko dugu atal honetan. Orekan, sisternaren osagai bakoitzari potentrial elektrikoaren
balio bat dagokio, eroaleak ekipotentziatak baitira. Balio bakoitzak avkeraturiko erreferen-
tzia-mailaren menpekotasuna badu ere, bien arteko kendura, AV, era unibokoan dugu
definiturik, eta honako zatidura hau kalkula dezakegu:

4
C AV {21 -19)

Kasurik interesgarrienetan (sisteman beste eroalerik ez badago, esaterako) zatidura
horrek sistemaren geometriaren menpekotasun hutsa du; beraz, g eta AV magnitudeen
arteko proportsionaltasun-konstantea da. Horvela gertatzen bada, sistema hori C kapazitate
elektrikoa duen kondenisadorea dela esan ohi da. Nazioarteko unitate-sisteman Kapazita-
tearen unitateari farad deritzo eta F letraz adierazten da. Hortaz, hauxe dugu:

IF=1CVIi=1m%g's'A’ 21 -20

Adibide moduan, har dezagun kondentsadore laua, hau da, elkarren berdinak eta
paralelozk diren bi ercale lauk osaturiko sistema (ikus 21.5. irudia). Plaken § azalerarekin
konparaturik haien artcko d distantzia oso txikia dela suposatuko dugu, hau da, & << S
betetzen dela. Hipotesi hori dela eta, simetria zilindrikoa dugula eta erema elektrikoa
E = E(z)k dela suposa dezakegu. Arrazoi berberagatik gainazal-dentsitatea uniformetzat
hartuko dugy, ¢ = 2¢/5. Iradian marraztu ditugun zilindroei Gauss-en legea aplikatuz gero,
hauxe ikus daiteke: kondentsadoretik kanpo eremu elekirikoa nulua da eta plaken artean
konstantea, ondoko baliokoa:

¢ q
E=—=— (21-21)
g, &5
Z
-4
AdI 'E
+q
a b
21.5. irudia. Kondentsadore lana. a) Egitura orokorra. by Plaken arteko
cremag.
Bestalde, potentzial elektrostatikcaren definiziocaren hidez, hauxe dugu:
o
av={Eedr=pa=2%, 21-22)

EqS
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eta kapazitatearen definizioaren arabera:

C:gug_ 21-23)

Lortutako emaitza, 050 erabilgarria izanik ere, tehen hurbilketa baino ez da. Egiatan,
ertz-efektuak agertzen dira, eta eremua kondentsadorearen zentroan seilik da uniformea;
bestalde, kanpoan txikia baina ez-nulua da.

dq

21.6. irudia. Kondentsadorearen karga-prozesua.

Azter dezagun orain kondentsadorearen karga-prozesua. Une batean kondentsa-
dorearen {hau da, plaka positiboaren) karga g baldin bada, plaken artcko potentzial-
-diferentzia AV = g/C izango da eta, beraz, plaka negatibotik positibora dg karga infinite-
simala eramateko, ondeko lana egin behar du indar elektroeragilearen iturriak;

. 1
dW=quV:Eqdq. 21 -24)
Hortaz, prozesu osoan eginiko lana hauxe izango da:

1 pe q2
W:FdW:—-j dg=-2-, 21-25
o C og 9 2C ( )

W=§QAV. 21 - 26)

Kondentsadore lanaren kasu berezian, aurreko emaitzaren bidez honake hau lor
daiteke:

1
W:EEOEZSd. (21 -27)

Baina Sd biderkadura kondentsadorearen bolumena denez gero {(kontuz, bolumena V
letraz adierazko baitugu}, honela ere idatz dezakegu emaitza hori:

W= m' [é £, E? )av, (21-28)

zeren kondentsadorean eremu uniformea integralarekiko konstantea baita.
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Aurrekoak ez bezala, azken adierazpen horrek edozein kondentsadoreren kasurako
balio du, eta oso interpretazio fisiko garrantzitsua du. Hara! Egindako lana kondentsa-
dorean dagoen eremu elektrostatikoa eraikitzean izan da erabilia, ela, ondorioz, nahiko
naturala da aipaturiko eremuan energia elekirostatiko moduan metatua izan dela esatea.
Hemen arrazoi sakonagorik emango ez badugu ere, esan dezagun ezen ikuspuntu horrek
aparteko garrantzia izan duela, eta Fisikan oso emankorra izan den pentsamolde baten
lehenengo adierazpena izan dela. Ideia horren arabera, edozein eremu eraikitzeko erabilita-
ko lana bertan geratzen da energia moduan metatuta. Eremu elektrikoaren energiaren
dentsitatea, beraz, 1/2&,E* magnitudeak adierazitakoa izango da.

21.4. EREMU MAGNETIKOAREN FLUXUA

Demagun eremu magnetike bat dagoen espazioko eskualde batean S gainazal orientatua
aukeratu dugula (21.7. ird.). Gainazal horretan kalkulaturiko eremu edo indukzio magneti-
koaren fluxuari fluxu magnetikoa deituko diogu:

¢=J‘La-ds. ' (21-29)

21.7. irudia. Fluxe magnetikoa.

Nazioarteko unitate-sisteman, fluxu magnetikoaren unitateak weber izena du eta Wh
ikurraren bidez adierazten da. Agerikoa denez,

1Wb=1Tm?=1m%kgs A (21 -30)

Aukera dezagun espazioko puntu bakoitzean eremu magnetikoaren perpendikularra
den gainazal infinitesimala, dS, eta B bektoreak paraleloak eta neranzke berckoak izateko
moduan. Egoera horri dagokion fluxu infinitesimala honako hau da:

& =B-4S,. = BdS,. (21-3D

Beraz, eremu magnetikoaren modulua gainazal normalaren azalera-unitateko fluxu magne-
tikoaren berdina dels frogatu dugu:

D

B= .
as,

(21 - 32
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21.8. irudia. Gainazal nornala, dSy, eta edozein gainazal, 4S.

Bestalde, erraz ikus daitekeenez, B eremu magnetikoaren norabidea eta noranzkoa,
d® = B - d8 fluxu infinitesimala positibo eta maximoa egiten duen dS bektorearenak dira.
Ikusi berri dugun emaitza hori eremu magnetikoaren birdefiniziotzat ere har dezakegu, eta
ikuspuntu honen garrantzia adierazieko, esan dezagun gaur egun tesla baino maizago
Wb/m? deritzola eremu magnetikoaren unitateari.

Indukzio edo eremu magnetikoaren eremu-lerroak {indukzio-lerroak ere baderitzenak)
marrazteko, eremu elektrikocaren kasuan egindako hitzarmen berberaz baliatuko gara eta
gainazal norrnalaren azaleraren unitateko lerro-kopurua eta eremu magnetikoaren moduua
berdinak izango dira. Horrela, bada, indukzico-lerro bakoitzak weber bat adieraziko du, eta
fluxu magnetikoa neurtzeko aski izango da gainazala zeharkatzen duten lerroak zenbatzea.

Orain arteko eremu magnetiko guztien kasuan (hau da, korronte elektrikoak edota
kargen higidurak sorturiko eremuen kasuan) 1kusi dugunez, «edozein gainazal itxitan zehar
neurtutako fluxu magnetikoa nulua da», hots,

3‘:}513- 48 =0, . 21-33)

Emaitza hau orokorra da, baina teorema hau frogatzeko beharrezkoak diren tresna
matematikoak ezagunak ez ditugunez gero, hemen beste bide bat, emankorragoa gertatzen
dena, aukeratuko dugu: atpaturiko emaitza naturaren funtsezko lege esperimentaltzat kon-
tsideratuko dugu, eta, duen esangura ikusteko, beraren parekoa den Gauss-en legeaz balia-
tuko gara.

Eremu elekirikoen kasuan eremu-lerroak karga elektrikoetan sortzen eta hiltzen dira.
Kasu magnetikoan, ostera, gainazal itxietan zeharreko fluxua nulua denez gero, barrura sar-
tzen diren indukzio-lerro guztiak irten ere egiten dira; haua da, indukzio-lerroak itxiak dira.
Beraz, indukzio-lerroek ez dute iturririk, ezta hobirik ere. Bestela esanda, eremu magne-
tikoa karga elekirikoen higidurak sortzen du eta ez karga magnetiko hipotetiko batzuek.

Karga hipotetiko horiek, monopole magnetikoak alegia, existitzen ez direla suposatu-
ko dugu. Egia esan, teoria modernoenck monopolo magnetikoen existentzia aurresan dute,
teoria horien barruan aipaturiko monopolock 0so zeregin garrantzitsua bete behar baitute.
Hala ere, hau idatzi dugunean aukera teoriko horrek ez du oraindik baieztapen esperi-
mental sendorik aurkity, eta hemendik aurrera ikusiko dugunak ez da monopoloen beharrik
teoria interesgarria eta emankorra (eta, guzti-guztiak bezalaxe, pariziala) izateko.
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21.5. AMPERE-REN LEGEA

Kontsidera ditzagun eroale lerrozuzen infinitu batck sorturiko eremu magnetikoa eta erca-
learen perpendikularra den zirkunferentzia (ikus 21.9.a irudia). Aurreko gal batean ikusi
genucnez, zirkunferentziaren puntuetan B cremu magnetikoak tangentearen norabidea eta
ondoko modulua ditw:

B — Juﬂ"

TR (2] - 34)

> “

Y dr

a C - b

219, irudia. a) Kommonte lerrozuzenak sorturiko eremu magnetikoa, b) Plano
perpendi-kniarreko adierazpena,

Beraz, zirkunferentziz 21.9.b irudian ikus daitckeen modura orientatuz gero, hauxe
dugu:

§B-dr=§8ds=‘u‘—’1§ds=uol‘ 21 - 35)
2R

Hemen dr bektorearen modulua ds arku-luzeraren berdina dela hartuko dugu kon-
tuan, Argi dago zirkunferentziaren orientazioa korronte elektrikoaren noranzkoaren arabera
aukeratu dugula, eskuineko eskuaren aravaz baliatuz, alegia. Aipaturiko orientazioa kontra-
koa balitz, aldatu egin beharko genuke emaitzaren zeinua, noski.

Lortu dugun emaitza azpimarratzekoa da, ez baitu erradioaren menpekotasunik. 1zan
ere, guk frogatu gabe ontzat emango dugun emaitza orokor baten 0so kasu berezia baino ez
da. Horrela, hurrengo 21.10. irudiko croale eta lerro edo ibilbide itxien kasuetan lortzen
diren zirkulazioak honako hauek dira:

SSB-dr:,u{}!. 21 -36)
{
jﬁB,dr:_pU;, (21 =37
<

B-dr=0. {21 - 38)
O
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21.18. irudia. €, eta €, ibilbadeek barnean hartzen dute korrontea, €,
ibilbideak ex.

Gainerzamenaren printzipioa eremu magnetikoaren kasuan ere betetzen dencz gero,
korronte batzuek sorturiko eremuaren kasuari dagokion emaitza orokorra, Ampére-ren
legea hain zuzen, hauxe da:

SQCB-drzy{];fw @1 - 39)

Aurreko adierazpenean batzen diren intentsitateak preseski C ibilbide itxiak “lotzen” ditue-
nak dira, eta bakoitzak eskuineko eskuaren arauak emandako zeinua du. Adibidez, 21.11.
irudiaren kasuan ondokoa dugu:

§(B-dr:,{10(—12+13+13+14). 21 - 40)

e

21.11. iradia. Ampére-ren logea C ibilbidearen kasuan erabiltzeko adibidea,

Ohar gaitezen hirugarren hariaren ekarpen bikoitzaz. Horrelako ekarpen anizkoitzak eta
eskuineko eskuaren araua aplikatzeko modua argiago ikusten dira batzuetan, harien
intentsitateak erabili ordez orokorragoa den korronte-dentsitatearen kontzeptuaz baliatzen
bagara. Izan ere, C kurba itxiak “lotzen” duen intentsitatearen definizio zehatza honako
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hau da;

]

H;JdS (21 -41)

k

1=(ijE

non S delakoa C muga orientatua duen edozein gainazal orientatu den (21.12. irudia).

45

C

2L.12. irudia. € ibilbide oricntatua mugatzat duen gainazala, cta gainazal-
-elementuari dagokion noranzkoa.

Hortaz, Ampére-ren legearen adierazpen orokorra, kasu jarraituetan ere balio duena, hona-
ko han da:

iB-dr:po-”;j-dS. 21 — 42

S gainazal orientatuaren muga C lerro itxia izanik. Beraz, «C lervo itxian barrena kalkula-
tutake eremu magnetikoaren zirkulazioa, aipaturiko lerroak lotzen duen intentsitaiearen
proportzionala da».

Honaino heldurik, Elektrostatikaren kasuan egin zenaren antzera, hemen ere ikusi
berri ditugun bi legeak (hau da, Ampére-rena eta monopolo magnetikorik ez dagoela dios-
kuna} Magnetostatikaren oinarrizko legetzat har ditzakegu, eta hortik abiaturik lehen
ikusitako beste emaitzak (hala nola Biot-Savart-Laplace-re legea) berreskura daitezke.

21.5.1. Korronte elektriko zuzena

Adibide moduan, kontsidera dezagun R erradioa eta simetria zilindrikoa dituen 21.13.
irudiko korronte zuzen infinitua. Simetria zilindrikoa kontuan harturik, itxizk izateko,
indukzio-lerroek irudian marraztu dugunaren modukoak izan behar dute. Ondorioz, eremu
magnetikoaren norabidea eta noranzkoa irudikoak dira {noranzkoa zehazteko eskuineko
eskuaren arauaz baliatu gara), eta modulua erdiesteke aski da simetria eta Ampére-ren
legea erabiltzea. Horretarako, har dezagun integrazio-lerrotzat indukzio-lerroa bera, eta, B
madujuak erradioaren menpekotasun hutsa duenez gero, hauxe lor daiteke:

uu::§3-dr=§m=zm, (21-43)
o C
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2113, irudia. R erradiodun korronte eickinke zilindrikoak sorturiko eremu
mag_ne{ikoa.

eta azkenik,

g=Hol (5p) 21 -44)
2mr

21.5.2. Toru-itxurake solenoidea

Hurrengo adibidea toru-itxura duen 21.14. irudiko solenoideari dagokiona izango da.
Agerikoa denez, sistemak OZ ardatzarekiko simetria du, espirak oso estuturik baldin
badaude behintzat. Hortaz, indukzio-lerroak simetria berbera duten zirkunferentzizk (hala
nola irudietako C eta C° direlakoak} dira eta bakoitzean B moduluz konstantea da. Beraz,
integrazio-lerrotzat L luzerako indukzio-lerroa aukeratuz gero, hauxe dugu:

§B-dr = Bfds = BL. @1 -45)

21.14. irudia. a} Toru-itxurako solenoidea. b} C eta C’ zirkunfereniziei
dagokien planoa.
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Ampére-ren legearen ondorioz, torutik kanpoko B eremua nulua da, €' zirkunferen-
1ziak ez baitu inguratzen intentsitaterik bere barnecan. Toruaren barruan, ostera, eremu
magnetikoarer modualuz honako hau da:

N
B=pty 1. (21 - 46)

haldin solenoideak N cspira baditu. Barruko erradioa kanpokoaren aldean arbuiatzen
badugu (hau da, a << R dels onartzen badugn). n = N/L luzerz-unitateko espira-kopurua
solenoidearen konstante karakteristikoa da eta, azkenik, barruan

B=unl 21 -4D
izango da.
21.5.3. Solenoide zuzena

Azken adibideu solenoide luzeari dagokiona izango da. Indukzio-lerroen itxura 21.15.
irudikea denez gero, solenoidearen erdiko eskualdean gertaizen dena aztertzera mugalzen
bagara, sistemak OX ardatzarckiko simetria duela suposa dezakegu.

MM ———

@R PR QB

a b

21.15. irudia. 3 Solenoide suzena. by Solenvidearen inguruka eremu-lerioak,

21.16, irudian adicrazi den hurbilketan, B = Bi dela kontsideratuko dugu. Hain zuzen,
" ibithide itxiari Ampere-ren legea aplikatuz, eta puntu guztietan eremuak balic berbera
duela kontsideratuz, ercmuak konstantea izan behar duela ikus dezakegu batetik. ¢ta bes-
tetik nulua dela {egiatan, oso txikia). Bestetik, €' ibilbidearekin gauza bera eginez. barrual-
dean ere eremua konstantea izango dela ondoriozta dezakegu. nahiz cta orain ez den nulua
izango. Barrualdean eremu magnetikoak duen modulua kalkulatzeko, aski da € lerroari
Ampére-ren legea aplikatzea, izan ere, solenoideak luzera-unitatean # espira baldin baditu,
honako hau lor daiteke:

BI = pgnld, (21 - 48)
cta arkenik,

B = pynl. (21 -49)
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21.16. irudia. Solenoide zuxenak sorturiko eremu magnetikoa kalkulatzeko C,
Ceta (" ibilbideak.

21.6. LABURPENA

Elektromagnetika estatikoaren funtsezko legeak 21.17. rudian ageri dira eskematikoki.
Hurrengo gaian ikusiko dugunez, Elektromagnetikaren lege orokorrak diren Maxwell-en
legeen kasu berezia osatzen dute, eremu estatikoei dagokiena alegia.

ELEKTROSTATIKA . MAGNETOSTATIKA

ﬁ§EvdS=;—nHLpdV

ﬁ?B-dszo
5

$E-ar=0

iB-dr:pﬂij-dS

21.17. irudia. Elekirostatika eta Magnetostatikaren funtsezko legeak.






22. gaia

Eremu elektromagnetiko aldakorrak

Aurreko gaian ikusi dugunez, Elektrostatika eta Magnetostatikaren funtsezko legeak era
integralean ere adieraz daitezke. Esanik dagoenez, formulazio hau aurrekoaren baliokidea
izan arren, lagungarri gertatzen da ikuspuatu teorikotik.

Gai honetan, berriro ere, lege integral batzuk aztertuko ditugu, baina aurrekoak ez
bezala, hemengosak ez dira izango orain arte ezagutu ditugun beste legeen baliokideak, ez
eta ondorioak ere, zeren, zenbait aldetatik ikusita behintzat, eduki berria izange baitute.
Gainera, ez dira eremu estatikoez arituko, eremu aldakorrez baizik. Legeak integralak
direla esatean, ez dugu adierazi nahi adierazpen diferentzialik ez dutenik, hemen erabiliko
ditugun moduan era integralean agertuke zaizkigula baizik.

Gai honetan ikusiko duguna, funtsean Michael Faraday (1791-1867) eta James Clerk
Maxwell (1831-1879) zientzialari ospetsuen lapnen ondorioa da. Lehena XIX. mendeko
fisikari esperimental nagusiena izan zen, eta bigarrena teorialari argitsuena. Azterketa
hauer guztien laburpena Maxwell-en ekuazioak izenaz ezagutzen da gaur.

Egia esanda, maila honetan ezin azter ditzakegu lege horiek behar bezala, oraindik
oinarri nahikorik ez baitugu. Baina Boltzmann-ek, Gibbs-ek eta Maxwell-ek berak Teoria
Zinetikoari buruz egindako lanak arbuiatu gabe, XIX. mendeko Fisikaren gailur gorena
Maxwell-en lege horiek osaturikoa dela esan daiteke, dudarik ez. Fisikan egin diren batera-
tasunen arteko handienetakoa, gaur ere paradigmatikoa gertatzen dena, dugu lan han. Eta
Newton-en legeak ez bezala, Maxwell-enak Erlatibitatearen Teorian ere zilegiak dira. Izan
ere, Maxwell-enak ez dira Galileo-ren erlatibitate-printzipioarekiko elkargarriak, eta,
hemen ageri zen oztopoa gainditzeko, eterraren hipotesia egin zen, XIX. mendeko ikus-
puntu mekanizistan amore emateko edo. Geroago, Einstein izan zen Maxwell-en legeak
nolabait Newton-enak baino funtsezkoagoak direla konturatu zena, eta haietan finkatu zen
Erlatibitate Bereziaren oinarriak ezartzeko.

22.1. HIGIDURAK SORTURIK(O INDUKZIQ ELEKTROMAGNETIKOA

Demagun espazioko eskualde batean eremu magnetiko uniforme eta kongtantea dagoela.
Eremu horren plano perpendikular batean bi ercalek osaturiko zirkuitua dago, 22.1. irudian
ikus daitekeen geometria duena.
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22,1 irudia, Bi eroalez osaturiko zirkuituz, B eremua dagoen espazioaldean |
luzerake ercale zuzena v abladuraz higitzen ari da x norabidean, U forma duen
croaiearen gaincan.

Aukeratutako erreferentzia-sistcman, ¢roale txikia v = ui abiadura konstantez cta
bigarren eroalearckin ukipena gordez higitzen ari da. Eroale honetan dauden elektroiak ere
B eremuarekiko v (batez besteko) abiaduraz higitzen ari direnez gero, beraien gainean
jatorri elektromagnetikodun F,, indarrak eragiten du. Honela, —e karga duen elektrod baten
kasuan ondokea dugu:

F, =-evxB. (22-1)
eta jatorri ez-elektrostatikoa duen karga-unitateko indarra hauxe izango da,
Em:%=vx]}, (22-2)
ela, beraz,
E, = vBj. (22 -3)

Une bakoitzean, zirkuitua C kurba itxi bat izango da eta E,, bektorcak marrazturiko
noranzkoan duen zirkulazioa ez da nulua izango; hau da, aipaturiko zirkuituan indar
elekiroeragile bat agertuko da, hauxe preseski;

£=£_Em-dr:Em£:uB!. 22 -4

Higidurak (edota zirkuituaren deformazioak) sorturiko indar elektroeragile hort
induzitua dela esaten da, eta prozesuari indukzioa deritzo.

Bestalde, aipaturiko indar elektroeragile induzitua kalkulatzeko, arrazonamendu
energetikoez ere balia gaitezke. Horretarako, azter dezagun korronte elektrikoa egoteko
behar den energiaren homidura nondik datorren. Galdera horri eranmzuna emateko, zirkuituan
eragiten duten kanpoko indarrak aztertu behar ditugu, noski. Alde batetik, indar magnetikogk
daude; baina, jakina dugunez, horick ez dute lanik egiten. Bestetik, U itxurako eroalea
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pausagunean eta duen tankeraz gordetzeko, indar elastikoak, eta agian bestelakoak ere,
cgon behar dira; baina, higidurarik ezari esker, ez dute inolsko lanik egingo. Ordea, /
luzeradun hagaxka higitzen ari da eta ondoko indar magnetikoaren cragina jasoko du:

1_{ drx B =—[IBi. (22-5)

Beraz, abiadura konstantez higitzeko, hurrengo balioa duen F, kanpo-indar bat ezarri
behar zaio:

F, = llBi. (22 -6}
Hemendik, kanpo-indarraren potentzia,
dw
—=F, v=1fuB, 32 _7
a - ( )

eta eroalearen sekzioa zeharkatzen duen karga-unitateke lana, hau da, indar elektroeragilea
tor daiteke:
dw _ dw
g=—=—=Blu

T dg  ldt (22-8)

Hortaz, aurreko emaitza berreskuratu dugu, baita energia nondik datorren jakites lortu ere.

Bestalde, 22.1. irudian adierazi denez, aldiune bakoitzean zirkuitua lerro itxi orienta-
tua da; beraz, infinitu gainazal orientaturen mugatzat kontsidera dezakegu. Har dezagun,
adibidez, zirkuituak eraturiko § laukizuzena, dS = dSk azalera-clementva duena, alegia.
Beroni dagokion fluxu magnetikoa hauxe dugu:

o= HSB .dS=—B JJ;_dS — _BIx, 22-9)

eta abiaduraren definizioa {v = dx/dt, kasu honetan) erabiliz:

a4

— =—Blu. -
pr v (2213

Adierazpen honen eta {22-4) delakoaren arabera, indar elektroeragile induzitua eta
fluxu magnetikoaren deribatuaren artean ondoko erlazioa betetzen da:

S—-@ (2211
dt’ -

edota, kontzeptuak agerian idatzirik,
d
E -dr:———ﬁB-dS, -
i_ - ik {2212

non C letrgk zirkuitua adierazten duen.

Hemen oso kasu berezian ikusi badugu ere, azken emaitza hori guztiz orokorra dela
froga daiteke. lzan ere, hauxe betetzen da: «Eremu magnetiko estatiko batean higitzen
edota deformaizen den zirkuituan, indar elektroeragile induzitua sortzen da, zirkuituak
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eratutako edozein gainazal orvientatu zeharkatzen duen fluxe magnetikoaren deribatuaren
kontrako balioa duena, hain zuzen erer.

v}
o ® o
I’ ] 1 -_—
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E F,
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22.2. iradia. ¥, kanpo-indarraz v abizdurar higiarasten ani da zickuitu karratoa
B eromu magnetiko uniformean.

Baijeztapen honen frogapen orokorra éman beharrean, 22.2. irudiko adibidearen
azterketa egitea proposatu nzhi diogu irakurleari. Bertan emaitza hauek lor daitezke:

F, =—evxB=evBj, (22-13

E, = -uBj, (22~ 14)

F, = —lidr « B = [IBi, (22-15)

dW = Blv dg, 22-16)

o= HSB dS = Bi(~x), 22-17)

%Ti = -Biv, 22-18)
£=%:§(Em-dr:—%§-:81u. (22 - 19)

22.2. FARADAY-HENRY-REN LEGEA

Aurreko atalean ikusi dugunaren arabera, kanpoko eremu magnetiko estatikoan zirkuitu bat
deformatzen baldin bada, zirkuituan indar elektroeragile induzitua agertuko da. Eta emaitza
hori lehenagoke gaietan ikusitako elektromagnetikaren ondorio hutsa da. Baina, zer gerta-
tuko da, zirkuitua pausagunean dagoela, kanpoko eremu magnetikoa aldakorra baldin
bada?

Ageri denez, orain arte ikusitakoak ezer jazoko ez dela diosku. Hala ere, Faraday eta
Henry zientzialarick eriden zutenez, kasu honetan ere eremu magnetikoaren fluxuaren
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aldaketak indar elektroeragile induzitua sorrarazten du zirkuituan, eta horren balioa endoko
adierazpenak emandakoa dugu, Faraday-Henry-ren legeak, alegia;

ad
£=-—01. 22-20
ar ( }
Emaitza heri kasu esperimental berezi batzuetan ikusi zen lehendabizi, eta kasu
guztietan beteko zela postulatu zen geroago. Beraz, funtsezko emaitza esperimental
berritzat onartu behar dugu eremu aldakorrek sortutako indukzio hori. Geroagoe ikusiko
dugunez, eguneroko bizitzan oso fenomeno praktikoa da.

48

=

22.3. irudia. § gainazalean veharreko fluxua handituz badoa, f noranzkoa ducn
kormonte elekirikoz sortuko da O zirkuitnan.

C

(22-20) adicrazpeneko zeinu negatiboa dela eta, zirkuituan induzitutako korrontearen
intentsitategk 22.3. irudian adierazitako noranzkoa izange du, § gainazal orientatua
zeharkatzen duen fluxua handitu egiten bada behintzat {ohar modura diogun ezen C-ren
noranzko positibotzat irudian adierazitakoa hartu dela). Baina Biot-Savart-Laplace-ren
legearen arabera, intentsitate horrek eremu magnetiko berri bat sortuke du, eta azken honen
fluxua hasierakoaren kontrakoa izange da. Emaitza hori Lenz-en legea delako 1zenar ezagu-
na da eta honelaxc adieraz dezakegu: «korronte induzituaren noranzkea bere kausari kontra
egiteko modukoa da». Agerikoa denez, lege hau Faraday-Henry-renaren ondorio hutsa
dugu. Baina ez zen horrela izan Fisikaren historian, Lenz-en legea Faraday-Henry-ren
legea baino lehenago izan baitzen ezaguna. Bestalde, kuantitatiboa izan ez arren, nahiko
praktikoa gertatzen da kusu askotan.

Geroago ikusiko dugunez, indar elektroeragilea eremu ez-elektrostatiko baten zirku-
lazioa da. Hortaz, eremu magnetiko aldakorrak E eremu elekiriko {ez-elektrostatiko} bat
agerrarazten du zirkuituan, ondoko lege hau betetzen duena hain zuzen:

§CE-dr=—%HSB-dS, 22-21)

non § ikurrak C zirkuituak mugatutako edozein gainazal adierazten duen (22.3. irudia}.
Adierazpen hau lehenago idatzitako (22-20) adierazpenaren garapena da, izatez.

Antza denez, eremu elektriko horren kausa ez da zirkuitua, eremu magnetiko aldako-
rra baizik. Beraz, zer gertatzen da zirkuitua kemntzen badugu? Hau da, C lerroa zirkuitu
elektrikoa izan ordez edozein kurba geometriko itxi baldin bada, aldatu egingo da berak
mugatutako gainazal batean zehar neurtzen den fluxu magnetikoa. Hor dela eta, egia ote
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da C lerroan ere eremu elektriko bat agertuko dela, (22-21) emaitza betetzeke moduan?

Erantzuna lortzeko, ezin balia gaitezke orain arte ikasitakoaz. Baina esperientziak
behin eta berriro diosku (22-21) emaitza kasu guzti-guztietan betetzen dela, eta, ondorioz,
nafuraren legetzat onartzera behartzen gaitu. Hauxe da, ba. Elektromagnetikaren funtsezko
lege berria, gaur egunean Faraday-Henry-ren legea deritzona: «Eremu magnetiko alda-
korrak eremu elektriko bat sortzen du, eta edonolako C kurba mugatzar duen edozein §
gainazalen kaswan (22-21) adierazpena betetzen da».

Beharbada, ¢z da guztiz argi geratu zer den (22-21) ekuazioko E magnitudea, ‘Eremu
elekiriko’ deite diogu, espazioko puntu bakoitzean pausagunean legokeen karga unitateak
pairatuko lukeen indarra baita. Hor izan da orain arte erabili dugun definizioy, cta hidezkoa
cta komenigarria da hori jarraitzea. Hain zuzen, E eremuaren osagai bat elektrostatikoa
izan daiteke. baina horrek ez dic ekarpenik egingo zirkulazio elektrikoari. noski.

Bestalde, egoera fisikoa cstatikoa bada, eremu magnetikoak eta, berarz, bere fluxuak
ez dute denboraren menpekotasunik izango. Ondorioz, kasu berexi horretan, Faraday-
Henry-ren leges emaitza ezagun biburtu zaigu: eremu elektrostatikoa koniscrbakorra dela,
hain zuzen.

22.2.1. Solenvide infinifun

Atal honi amaiera emateko, adibide bat ikusiko dugu. Kontsidera dezagun bere arda-
tza Oz ardatzean duen R erradiodun solenocide infinitua. Demagun solenoideko intentsitatea
eta, beraz, eremu magnetikoa denborarekiko aldatuz doazela. Simetria zilindrikoa kontuan
harturik. eremu elektriko induzituak r koordenatuaren menpekotasun hutsa izango du, cta
€ kurba 22.4.a irudiko C, edo C, baldin bada, hauxe beieko da:

$E-dr = 1E,§do = 220E,, (22 -22)
[ o

G

T,

22.4. irudia, Solencide infinitua,

Bestalde, solenoidearen barruan eremu magnetikoa uniformea da; beraz, integrazio-gaina-
zaltzat C, zirkunferentziak mugatzen ducn zirkulua harturik,
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I B-dS=Bw’ (r<R). 22 - 23)
5

Kanpoan, ostera, B eremua nulua denez, integrazio-gainazaltzat C, zirkunfereniziak muga-
tzen duen zirkulua harturik, fluxurake R erradiodun zirkuluaren ekarpena izango dugu
soilik, hots:

”B-dS=B:rR2 (r=R). (22— 24)
5

Lortutako emaitzak bilduz, eta {22-22}-ra eramanez, honako hau izango dugu:

1 4B
E,=—r=— (rsR), -
v =5y UER (22-25)
1 R dB
E,=—2 (+>p). 22 -25b
T a P ( )

Bestalde, Oz ardatza duen solencidearen barneko zilindro bati Gauss-en teorema
aplikatuz, E, nulua dela ikus daiteke eta, azkenik, Faraday-Henry-ren legea irudiko €
lerroaren kasuan erabilizeak (ikus 22.4.b irudia) E. delakoa ere zere dela diosku. Bajezta-.
pen horien frogapen erraza irakurleari utziko diogu.

22.3. AUTOINDUKZIOA

Demagun zirkuitu bateko 7 intentsitate elektrikoa aldatu egiten dela. Intentsitate horrek
sorturiko eremu magnetikoa, B, eta, ondorio modura, bere fluxu magnetikoa, P, aldakorrak
izango dira. Egoera horretan, ikusi berri dugun legearen arabera, zirkuituko indar
elektroeragileak osagai induzitu bat izango du, ondokoa preseski:

(oGO dod 26
od dldt (22-26)
Definizioz,
40
lL=— _
— (22 -27)

magnitudeari, zirkuituaren autoinduzio-koefizientea (edo huts-hutsean auroindukzioa)
deritzo, eta zirkuituaren geometriaren menpekotasun hutsa duen konstante karakteristikoa
dela froga daiteke. Definizic honen arabera, honelaxe adieraz dezakegu indar elekiroera-
gile autoinduzitua:

di

£ =~L—. (22 -28)

Nazioarteko sisteman, autoindukzioaren unitateari Aenry deritzo (H laburduraz) eta
1H=1Wbh/A =1 mkgs2A™ ' {22 - 29}

balica du. Esan dugunez, autoindukzio-koefizientea zirkuitu osoari dagokion magnitudea
da, baina eskuarki zirkuituaren zatt batzuek (solenoideek eta abarrek} besteek baino ekarpen
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handizgoa egiten diote balio horri. Hori dela eta, autoindukzio guztia kontzentraturik
balego bezala eta 22.5. irudiko ikurraren bidez irudikatu ohi da. Gainera, hitzarmen hau
erresistentziaren kasuan eginikoaren parekoa dugu eta eroso gertatuko da gercago korronte
alternoa aztertzean. Ondorioz, beheko irudian erakutsitako zirkuttua, R-L zirkuitua dela
esan ohi da.

|
-

b e

22.5, irudia. Erresisientzia eta autoindukzioa dituen zirkuity elekirikoaren
adierazpen grafikoa (R-L zirkuitua).

22.3.1. R-L zirkuituaren karga eta deskarga

Adibide moduan, eman dezagun zirkuituan ¢ = 0 aldiunean € indar elektroeragilea
duen pila bat konektatu dugila. Hasieran nulua zen korrontea handituz hasiko da eta indar
elekiroeragile autoinduzitua ematen digun azkeneko emaitza kontuan hartzen badugu, era
honetan izango dugu Ohm-en legea:

df
-L—=1IR, -
£ 7 (22 - 30y

edota, f = 0 zenean J = 0 genuela kontuan hartuz:

r 4 _—E fdf 2-31
o [ —&R Lo’ (22-3D)

eta, integral horiek ebatzi eta gero, hauxe lortzen da:

R
I=%(I-—e L]. (22 -32)

Grafikoki 22.6. irudian ikus daitekeenez, [ intentsitatea O izatetik &R baliora pasatu-
ko da, prozesu exponentzialean. Tkuspurtu matematikotik, ez da inoiz lortuko azken egoera
egonkor hori, baina ikuspuntu praktikotik, 7 = L/R lasaikuntza-denbora deiturikoarekin
konparaturik handia den denbora-tartea pasatu ondoren, I intentsitateak duen balioa &R
dela kontsidera dezakegu.
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t

22.6. irudia. Tnientsilatearen aldakuntza, R-L virkuitua pilarekin konektaizean.

Alderantzizko prozesua ere azter daiteke, alegia, hasieran pilarekin konektaturik
egonik &R intentsitatea zuen R-L zirkuitua deskonektatzean izango den aldakuntza. lzan
ere, aurreko egoera horretatik abiatuta, pila zirkuitutik deskonektatzen badugu, ondoko
ekuazioa izango dugu,

dal

—-L—=IR, -
Z (22 - 33}

eta ekuazio hori hasierako baldintzak kontuan barturik integratuz,

iﬂ"’—gfdf 22-34
ox [ Lo 22-34)

Beraz, denboraren arabera intentsitateak honako adierazpen hau izango du:

L3
e =
1=t o (22-35)

e -

22.7. irudia. Infentsitatearen aldakuntza, pila deskonektatzean.

Grafikoki 22.7. irudian adierazi dugunez, bertiro ere 7 lasaikuntza-denborarekiko
handia den denbora-tartea pasatu ondoren, efektu praktiko guztietarako egoera egonkorrera
helduko da, eta kasu honetan azkenean / = 0 baldintza beteko da.



456 Fisika Orokorra

22.3.2. Solenvide toroidalaren autoindukzioa

Hurrengo adibidea, aurreko gaian aztertu genucn solenoide toroidatarena izango da.
Bertan ikusi genuenez (21.5.2. atala), solenoidearen espiren ¢ erradioa toruaren R erradioa
baine askoz txikiagoa baldin bada {ikus 21.14. irudia), barneko eremu magnetikoaren
modulua B = g NI izango da. Bestalde, / luzera 2xR da. Espira bakoitzaren azalera A =
7a* denez, hauxe izango da zirkuituko A espiretan neurtutako fluxa magnetikoa:

NIma’
@ = BNA = Folt T 22 - 36)
2R
eta, autoindukzio-koefizieniearen definizioa gogoratuz, hauxe dugu:
2 d
HN"a”
L= 22-3

2R ( R

22.4. EREMU MAGNETIKOAREN ENERGIA

Ezaguna duguncz, £ indar elektroeragileak hornitutako potentzia £f da. Era berean, & indar
elektroeragile induzituaren polentzia

E, =—-LI— (22 - 38)
di
izango da. Beraz, aurreko puntuan aztertu dugun R-L zirkuituaren kasuan. potentziaren
ekuazioa ondokoa izango da:
di

el — L1= =RI°; (22 — 393
di

hots, era honetan adieraz dezakegu sorgailuaren potentzia:

el =R+ L1 (22 - 40)
dt

Pilak homitutako potentzia bi beharretan erabiltzen dela diosku ekuazio honck. Lehenengo
gaia Joule efektuak crresistentzian bero gisa iraungiriko potentzia da, eta bigarrena, berriz,
auteindukzican eta cremu magnetikoa eraikitzeko irazia edo gastatua izan dela csan gene-
zake, interpretaziorik naturalena egin nahi izatekotan. Hemen arrazonamendu sakonagorik
emango ez badugu ere, horixe da egin ohi den interpretazioa, komenigarria gertatzen baita.
Horrela, eremu magnetikoa eraikitzean ondoko lana egiten da:

w:jm:.c Id]z%u?. (22— 41)
(4]

Eremu elektrostatikoaren kasuan egin zenaren antzera, eremu magnetikoa eraikitzen gasta-

tu den lana, bertan encrgia magnetiko gisa metaturik geratzen dela suposatzen da. Horrela,
zirkuituaren cnergia magnetikoa

i
Ey=5 LI (22 - 42)

baliokoa izango da.
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Adibidez, zirknitua pilarekin konektaturiko aurreko torua baldin bada, azken emaitzak
hauxe diosku:

N? 2
E,=i#Na o 1 gy 22 -43)
2 Z2i,
Hemen, Al delakoa cremu magnetikoa dagoen eskualdearen belumena denez gero,
82
Uy=r- (22 —44)
2p,

magnitudea energia magnetikoaren dentsitatetzat har dezakegu.

Berau oso kasu berezian ikusi dugun arren, guziiz emaitza orokorra da, eta, izatez,
kasurik orckorrenean ere energia magnetikoaren dentsitatea B21, dela froga daiteke.
Bestalde, energia elekirostatikoaren dentsttatea {/, = £,E?2 dela esan dugu {ikus 21.3,
atala). Frogapenik eman ez arren, esan dezagun emaitza honek kasu aldakorretan ere zutik
diranela. Beraz, edozein eremu elekiromagnetiko eraikitzeko c¢rabilitake lana eremuan
bertan geratzen da gordeta, cta encrgia elektromagnetikoaren dentsitatea hauxe da:

U:Uﬁui,:%euE%zLBz. {22 - 45)
lu(l

22.5. KARGAREN KONTSERBAZIOAREN PRINTZIPIOA

Kontsidera dezagun 22.8. irudiko $ gainazal itxia eta berak mugaturiko ¥ bolumena. Eman
dezagun espazicko eskualde horretan p karga dentsitatea dagoela eta v abiaduraz higitzen
ari dela. Higidura honen ondorioz, V bolumenean dagoen karga elektriko osoa aldatuz
joango da. § gainazalean zehar karga-fluxu bat egongo baita. Gainazatekoe 45 elementu
infinitesimalari eta denbora-unitateari dagokien kanporanzko karga-fluxua (hau da,
intentsitatea) honako hau izango da:

dl = pludtcos8)dS -

o pv-dS. (22 - 46)
ds
) Ly
i ds
] 5 1
~~

22.8. irudia. 45 gainazal \xikia zcharkatzen duen kargaren kalkulurake
clementuak.
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Hemen, @ ikurrak v eta 4S bektoreen arteko angelua adierazten du. Emaitza hori lortzeko,
hidrodinamikan fluxua kaikulatzeko erabilitako metodoaz balia gaitezke. Horretarako aski
da, dt tartean dS elementua zeharkatzen duen karga irudiko paralelepipedearen barruan
dagoena dela kontsideratzea.

Beraz, denbora-unitateko kanporanzko fluxu osoa kalkulatu berri ditugunen antzeko
ekarpenen batura {integrala) izango da:

Izﬁpvvds. (22-47)
5

Emaitza hori ikusirik, j = pv bektoreari korronte-dentsitatea deritzo, horrela eginez
korronte-intentsitatea korronte-dentsitatearen fluxua baia;

":ﬁj‘ds' (22 - 48)
5
Eroale baten kasuan, j = -env dugu, a delakoa partikula kargatuen (karga-eramaleen}

dentsitatea izanik.

Esperientziak dioskuncz, karga elektriko osoak konstante irauten du. Beraz V bolu-
meneko karga osoa ¢ baldin bada, denbora-unitatean ¢ horrek duen aldaketa belumenean
sartzen den kargaren ondorica izango da, eta, hortaz, barruranzko karga-fluxuaren berdina,
haots,

dyg .
44 __Hi.as _
- ﬁ? (22 - 49)

{zeinu negatiboa, barruranzko fluxua adierazicko jarri dugu). Baina Gauss-en legea crabil-
tzen badugn, honelaxe adieraz daiteke karga elekirikoaren kontserbazioaren printzipioa:

o
i —qPE-dS=10 -
ﬁ'} aS+e drﬁ} §=0, (22-50)
edota
. oE
ﬁ ite, 5 | as=0 22-51)

S delakoa edozein gainazal itxi izanik.

Eremu elekiromagnetikoa estatikoa baldin bada, orduan dE/it = 0 dugu eta, beraz,
hauxe da kargaren kontserbazioa:

ﬁj-dszo. 22-52)
5

22.6. AMPERE-MAXWELL-EN LEGEA. DESPIAZAMENDU-KORRONTEA

Har dezagun C muga orientatua duen S gainazala (oraingoz irekia). Ampere-ren legearen
arabera (21.5. atala), hauxe dugu:
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§B-dr=p [ j-as (22-53)

Demagun C lerroaren luzera osoa zerorantz doala, hurrengo 22.9. irudian adierazi dugun
bezala. Agerikoa denez, limifean hauxe izango dugu:

35(3 dr=0, (22 - 54)

integrazio-bidea Iuzera nulukoa baita.

ds
a8
(X 47,
S v
C
C

22,9, irudia. C mugarcn luzera rerorantz doa.

Azken bi ekuazio hauen ondorioz, honako hau lor daiteke;
ﬁj-ds=0, ' 22 - 55)

hemen § gainazalg itxia izanik; eta aurreko atalean ikusi dugunez, eremu estatikoen kasuan
emaitza hau kargaren kontserbazioa da. Beraz, kargaren kontserbazioaren printzipioa
Gauss-en eta Ampére-ren legeen ondorio hutsa da Elektrostatikan. Baina eremuak aldako-
rrak badira, cknazio hori ez da halabeharrez beteko eta kargaren kontserbazioaren adieraz-
pen zilegia (22-51) ekuazioak emandakoa izango da. Argi dago hemen kontraesan batekin
topo egin dugula,

Erraz asmatzen da arazo honen zergatikoa: Ampére-ren legeak ez du balio eremuak
aldakorrak badira. Hau ez da hain harrigarria, antzeko gauza gertatu baitzaigu beste lege
batekin, [zan ere, elektrostatikan ikusi genuen ondoko lege integrala, eremu elektrostatikoa
kontserbakorra dela adierazten duena alegia,

iE dr=0, (22— 56)

ez da betetzen eremu magnetikoa aldakerra bada, eta kasu horretan Faraday-Henry-ren
legea, hots,

§CE-dr=—jLa8—?‘dS, 22-57)

erabili behar dugu haren ordez. Azken kasu honen ildotik abiaturik eta (22-51) emaitza
kontuan harturik, benetako ekuazioa ondokoa dela pentsa genezake:
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3&_3- dr = qu‘J;(j +£, %?] -dS. (22 - 58)

Izan ere, ekuazio han lortzeko {22-53) delakoari gehitu behar calon gaia, (22-57) emaitza
avrkitzeko (22-56) ckuazioar! atxeki zitzaionaren antzekoa da. Horrela, (22-58) ckuazioa
egia balitz. kasu estatikoan Ampéere-ren legea berreskuratuko genuke alde batetik eta,
garrantzitsuagoa dena, kasurik orokorrencan ere zuzena den kargaren kontserbazicaren
legea lortuko litzateke ondorio modura, € lerroaren luzera zerorantz joatean.

Hala ere, goian egindako arrazonamendua ez da nahikoa (22-58) ekuazioa benetako
legea dela baiestatzeko, azken haicztapena esperientziaren aldetik clorri behar baita. Baina
horrelako intnizio batean finkaturik-edo. Maxwell-ck (22-58) ekuazica proposatu zuen
Ampére-ren legea ordezkatzekoe. [kusiko dugunez, Ampére-Maxwell-en legea deritzon lege
berri honen ondorioen artean, argiaren izaera elektromagnetikoz eta uhin-luzera guztictako
uhin elektromagnetikoen existentzia daude. Fisikaren historian zehar cgindako aurrcsan
tcoriko distiratsuenetakoa dugu hort! Jakina denez, geroxeago Hertz-ek baicztatu egin 7uen
aurresan teoriko hori.

Esperientziaren aldetik, gaur egun ez da inolako zalantzarik: Ampére-Maxwell-en
legea Eletromagnetika klasikoaren funtsezko postuelatuen artean dago.

Azter ditzagun Iege honen ondorio batzuk. Gauzak ahalik eta errazen cgiteko, suposa
dezagun korronte elektrikorik ez dagoela. Kasu berezi honetan hauxe dugu:

§B dr = e 4, iHE dS, (22 - 59
[ dt dis

non § gainazalaren muga C lerro orientatua den. Baina {22-21) Faraday-Henry-ren legea
eremu magnetikoaren adierazpena baldin bada, aurreko ckuazioaren interpretazioz hauxe
izango da: «eremu elekiriko aldakorrak eremu magnetiko bat sorrarazten du bere ingu-
rugn», Indar elektrocragilearen definizioan finkaturik, ondoko adierazpeneko magnitudes,

AESEB-dr. (22 - 60)
|

indar magnetoeragile izenaz batalatzen badugu, fluxu elekirikoaren aldaketa eta indar
magnetoeragile induzitua lotzen dituen ekuazica honako hau izango da:

d,
A=yt = (22-61)
nen

CD,__.E§E-dS (22 - 62)
|

den. Begi bistan dago indar elektroeragile induzitva ematen digun ekuazioarekiko antze-
kotasuna {adibidez, (22-4) eta (2260}, eta, bestalde, {22-11) eta (22-61) konpara daitezke}.
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22.6.1. Desplazamendu-korrontea

Ampere-Maxwell-en legearen bigarren gaia (j + &, dE/81) bekiorearen fluxua da,
funtsean. Analogia formalaz baliaturik, bigarren gaiari,

. JE
In=§g g

{22 - 63)
bektoreari alegta, desplazamendu-korrontearen dentsitatea deitzen baldin badiogu, ondoko
fluxua,

I, = ”Sj,) dS= e,,_[‘[‘_aa—lf dS=¢, —%_[_LE .dS, (22 - 64)

desplazamendu-korrontearen intentsitatea izango da eta, beraz, Ampére-Maxwell-en
adierazpena hauxe izango da:

tia’r:,uo(I«r!D)=y0Hg(j+j”)‘dS, (22 —65)

edota, hitzez esanda: «C lerroan neurtutako zirkulazic magnetikoa korronte-infentsitate
asoaren {hau da, kargen higidurak sorturikoaren eta desplazamendu-korrontearen
intentsitatearen baturaren) proporizionala izango da, haien arieko zatidura hutsaren
iragazkortasuna izaniks.

22.6.2, Kondentsadorearen karga-prozesua

Adibide moduan, azter dezagun 22.10. irudiko kondentsadore lauaren karga-pro-
zesua. Kontsidera ditzagun C muga zirkularra duen S, zirkulua eta S, gainazal zilindrikoa,
azken honetan S, zirkuluaren paraleloa den cinarriko gainazals ere kontsideratuz, S, eta S,
biak batera hartuz, bien artean gainazal itxia edukitzeko. Bestalde, kondentsadorearen
xaflen azalera S da, eta bi xaflen arteko distantzia oso txikia dela kontsideratuko dugn,
ertzen efektuak arbuiatuz eremu uniformea kontsideratzeko.

oL

22.10). irndia. Kondentsadore lavaren karga-prozesuaren azierketa.
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Elektromagnetika estatikoak ez du balio egoera aldakor honetan. Izan ere, kondentsa-
dorea guztiz kargatu arte, [ intentsitatea ez da nulua izango hari eroalean; baina bai plaken
artean, bertatik ezin baita kargarik pasatu. Beraz, Ampére-ren legea aplikatzekotan, ondoko
kontraesana lortuko genuke:

iB‘dr:quLri-dS:‘uoI;ty"_”s;i-d5=0. 22 - 66)

Espero izatekoa zenez, Ampére-Maxwell-en formulazio berria erabiliz ¢z dago
arazorik. Lehen hurbilketan, eremu elektrikoa plaken artean dago kokaturik, eta bertan
konstantea eta ondoko baliokoa da:

. V_4_4
E-FH, E-—=2-19 s
d Cd &3 (22-67)
Beraz. desplazamendu-korrontea hauxe izango da;
s .. , 1 dg
=g — =i =_ (22 - 68)
In =& 3 Jols s S ar

Ondorioz, Ampere-Maxwell-en legearen arabera, honako hau izango dugu S, gainazalean:
jB.drzﬂ{)JJj.dS:#‘}j, (22 - 69)
c 5

eta S, delakoan:

dg

—. 2270
& ( }

[Bdr= o [[ 3o a8 = oio5 =
Baina,

1= (22-71)
d

delako berdintza intentsitatearen definizioaren ondorio zuzena da. Aurreko kontraesana
desagertu egin da!

22.7. MAXWELL-EN EKUAZIOAK

Auarreko gaian egin genuenez, hemen ere ikusitakoaren laburpena aurkeztoko dugu.
Elektromaguetikaren funtsezko legeak 22.11. irudian adierazitakoak dira.

Maxwell-en ekuazioak deritze horiei, eta hutsean p karga-dentsitatea eta j korronte-
-dentsitatea iurritzat dituzten eremu elektromagnetikoak zein diren dioskute (deskriba-
pena nahastezina izateko, muga-baldintza batzuk ezarr behar zaizkie baina). Lege horietaz
gain, eremuen definizioa dugu, hau da, g kargaren gainean eragiten duen indar elektromag-
netike osea indar elektriko eta magnetikoaren batura dela:

F=g(E + vxB} (22-723
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fip =L [

B-dr=

_ uojﬂj”e:{;)’ds

22.11. irudia. Muxweli-en ekuazioak era integralean.

§CE‘dr= _%I'LBdS

Azken adierazpen hori Loreniz-en indarra dela esan ohi da, Elektrodinamikaren beste
emaitza guztiak lege horien ondoriotzat kontsidera ditzakegu. Horrela, aurreko atalean
ikusi dugunez, kargaren kontserbazioaren legea erraz lortzen da lege horetatik abiaturik.
Beraz, Maxwell-an ekuazioak, Lorentz-en indarrarekin batera, gaur egungo Elektrodinami-
ka klasikearen oinarrizko postulatuak dira, Newton-en legeak Mekanika klasiko ez-erlati-
bistaren oinarrizko postulatuak diren bezalaxe.






23. gaia

Korronte alternoa

Gaur egun, energia elektrikoaren ia aplikazio gehienetan korronte alternoa erabiltzen da
korronte zuzenaren ordez. Elektrizitatcaren antzinako sasoian, energia elektrikoa ekoiz-
pen-lekuaren inguruan kontsumitzen zen eta korronte zuzena erabiitzen zen. Hala ere, ener-
gia elektrikoaren distantzia handietako garrzicaren beharra agertzean, korronte alternoa
gertatu zen nagusi, garraican zehar azaltzen diren energia-galerak gutxiagotzeko.

Izan ere, ez dugn ahaztu behar, garraio-galerak, Joule efektuak sorturikoak, inten-
tsitatearen karratuaren proportzionalak direla, eta potentzia berbererako tentsio elektrikoa
zenbat eta handiagoa izan, intentsitatea hainbat eta txikiagoa dela, eta galerak ere txikia-
goak direla.

5 15.000 220.000 220
VYolta Volta Volta

()

$: Sorgailua
T: Transformadore jasotzailea

7,: Transformadore eraistailea

23.1. irudia. Energia clektrikoaren garraio-sistema ammunta, tanieko transfor-
madoreen hidez,
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Arazo honetan, behin-betiko gauza izan zen transformadorearen agerpena, aparatu
honen bidez erraza baita bche-tentsioan ekoizten den energia goi-temtsioan garraiatzea; eta
gero, kontsumo-puntuetara helizean, posiblea zaiga berrire ere, tentsio handian garraiaturi-
ko energia tentsio erabilgarrian ipintzea, beste transformadore bat erabiliz, noski. Eta trans-
formadoreek korronte alternoa eskaizen dute. Hain zuzen, 23.1, irudian ikus daiteke
garraio-sisiemaren eskema.

Bestalde, korronte zuzena behar izatckotan, erraz lor dezakegu korronte alternotik
abiaturik, bai artezgailuak erabiliz zeln korronte alternoz elikaturiko korronte zuzeneko
sorgailuen bidez.

Hortaz, sarrera honetan esandakoek argiro uzten dute, korroate alternoaren erabilerak
gaur egungo gizartean duen garrantziaren zergatikoa. Ondorioz, gai honetan korronte alter-
noaren ezaugari fisikozk aztertzen saiatuko gara.

23.1. KORRONTE ALTERNOAREN SORKUNTZA

Korronte alternoko sorgatluaren —alternadorea ere deiturikoa— funtsa eremu magnetiko
batean ¢ abiadura angeluar konstantez biratzen ari den espiran datza (ikus 23.2. irudia).

OR

23.2. irudia. Aliernadorearen cgitura,

Espirarer muturrak, berekin batera biratzen ari diren &, eta k, bi eraztan biltzaileei,
kolektoreet, soldaturik daude, cta e, eta ¢, bi eskuilen bidez, sorturtko korrontea hartzen da,
R erresistentziako alboko zirkuituan erabili ahal izateko. Espira zeharkatzen duen fluxua
{eremua uniformea dela kontsideraturik} hauxe tzango da:

<I>=”B-dS=B-S=BScosa, 23 -1)
by

non B eremu magnetikoaren intentsitatea den, S espiraren azalera eta ¢ eremu magneti-
ko nneusituatvab vla copliaren planvashibo momalak eratzen duten angelua.
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Bestalde, t denboran espirak biraturiko angelua & = ot dela kontuan izanik,
@ = BS cosax jarn ahal izango dugu. Ikus daitekeenez, fluxua aldakorra da, lege kosinuidal
baten araberakoa. Beraz, fluxuaren aldakuntzak indar elektroeragile induzitua sortuko du,
eta beraren balioa ondokoa izango da:
D d
e=—£—=——{BScosax}=BSa)sinax. (23-2)
dt dt
Eta BSw= E, eginez, )
¢ = FEysinax. {23-3)

Beraz, indar elektroeragilea periodiko eta sinusoidala da, beraren balio maximoa E, izanik.
Ohar modura diogun ezen, korronte alternoari buruzko liburuetan egin ohi denez, e letra
erabiliko dugula gai honetan indar elektroeragilea adierazteko, aurreko gaietako € letra
erabili ordez. Halaber, i letra erabiliko dugu intentsitatea adierazteko.

Orain, 23.2. irudiko zirkuituan dagoen R erresistentzian zehar pasatzen den korron-

tearen intentsitatea ondokoa da:

E
i=% = 0ginge =1, sinar. (23-4)
R R

Indar elektroeragilearen eta intentsitatearen adierazpen grafikoa 23.3, irudian ageri da.

o - -
7~

-
~

T/4“\T/2 3T}4 T ¢

-
ol =
B
~
A
L)

'
]

23.3. irudia. Indar eléktmeragilearen eta intentsitatearen adierazpen grafikoa,
denboraren arabera.

Korronte alternoaren ezaugarrietako bat maiztasuna (v) da. Dakigunez, maiztasuna T
pericdoaren alderantzizkoa da, alegia, korrontearen zeinuaren aldaketaren periodoarena.
Matematikoki idatzita, v= 1/T = a¥2x, edo gauza bera dena, o =271v.

Maiztasuna herizetan neurtzen da, eta etxerako eta industriarake Europan erabiltzen
den korronte alternoa 50 Hz-ekoa da. Periodoa 1/50 segundokoa dela esan nahi du horrek,
edo beste hitz batzuetan, periodoerdia edo afternantzia 1/100 s-koa, Beraz, mota honetako
korronteak 100 aldiz aldatzen du bere noranzkoa segundo bakoitzean.

Hori dela eta, korronte alternoak ez du adierazten, korronte zuzenaren kasuan
gertatzen den modura, eroalearen sekzioan zehar elektroiak beti noranzko berean pasatzen
direnik. Aitzitik, korronte alternoa T = 2/ periodoa duen elektroien bibrazioan datza;
hots, metalean zeharreko elektroien higidura ondulatorioa da korronte hau.
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Dena dela, korronte alternoaren efektuak, aipaturiko higidura ondulatorioaren
heduapenak sorrarazitakoak direncz, korronte alternotzat eroalean zeharreko uhin horren
hedapena jotzen dugu.

23.2. BATEZ BESTEKQ BALIOA ETA BALIO ERAGINKORRA

Orain arte, indar elektroeragilearen eta intentsitatearen aldiuneko balicak (e eta i) ¢la
balio maxinoak (E, eta I} ikusi ditugu. Goaren. beraz, erabilgarritasun handiko beste balio
bat definiizera: balio eraginkorra, hain zuzen.

¥{1} funtzio periodiko baten balio eraginkorra modu honetan definitu ohi da:

T
Y=_—|ydt, 23-5
.\'T o ( )

alegia, magnitude periodiko baten balio eraginkorra beraren karratuaren batez besteko
balioaren erro karratua da. Gure kasuan, w{(f) delakoa E;singx edo i = [ sinex 1zan daiteke.
Beraz, intentsitatearen balio eraginkorra hauxe izango da:

B 2 5
1=ﬁj;[fosmax] dt, (23-6)

cta sin“gf funtzioaren batez besteko balioa 1/2 dela kontuan hartuz:

[ = o 23-7)

V2
Era berean eginez, korronte alternoaren indar elektroeragile eraginkorra honako hau izango da:

£y

\-‘E ’

E= 23-8)

Balio eraginkorraren kalkuly matematikoa eginik, goazen orain beraren esangura
fisikoa artertzera. Dakigunce, df denboran korronte elektrikoaren eraginez R erresistentzian
sorturiko d¢) bero-kantitatea honako hau dugu: Ri*di. Hortaz, korrontea konstantea ez
denean, periodo batean sorturiko beroa hauxe izango da:

T-u‘
0- R_[)i'dr. (23-9)

Integralaren emaitza korronte eraginkorraren funtzioan emanez,
Q=RFT. (23- 1)

Honek adicrazten digunez, korronte alternearen intentsitatearen balio eraginkorra, denbora
berean bero-kantitate berbera sorrarazten duen korronte zuzeneko intentsilatcaren balioa da.

Bestalde, jakina denez, y = y{t) funtzicaren batez besteko balioa honelaxe definitu ohi
da:

_ 1 ¥
P=o ‘[{}-(f . @3- 11)
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Edozelan ere, { = [ sina¥ motako funtzioen batez besteko balioetaz berba egiteak ez
dauka inclako interesik, funtzio sinuscidalen kasuan nuluak baitira, zeren periode bakoi-
tzean edozein balio positiborr magnitude bereko eta aurkako zeinuko beste balio bat baita-
gokio.

Dena dela, funtzioak y = y, sin*ax motakoak direnean, batez besteko balios ez da nulua,
potentzia aztertzean ikusiko dugunez {sin’ox funtzioaren batez besteko balioa 1/2 haita}.

Bestalde, korronte alternoaren tentsioa eta intentsitatea aipatzean, normalean beren
balio eraginkorrak aipatu ohi ditugu, berauek baitira, hain zuzen ere, neurgailuek ematen
dizkigutenak {adibidez, 220 volta, 14 ampere...). Hortaz, kontuan hartu beharrekoa da,
balio maximoak ~2 aidiz handiagoak direla.

Amaitzeko, gogora dezagun berrire ere 23. gai honetan zehar erabilike dugun nota-
zioa:

e,i ¢ aldiuncke balioak
E, I, : Dbalio maximoak
E, 1+ balioeraginkorrak,

23.3. KORRONTE ALTERNOAREN EFEKTUAK ETA EZAUGARRIAK

Zerrenda bat osaturik, besterik gabe, korronte alternoaren propietate eta ondorio batzuk
aipatuke ditugu:

— Korronte alternoak ez dauka polaritate finkorik; korronte zuzenak, ordea, bal.
Horrek esan nzhi du, ezen, korronte zuzeneko sorgailuen borneetako bata {positiboa
dena) beti dagoela bestea (negatiboa} baino potentzial handiagoan. Korronte alter-
noko sorgailuetan, aldiz, alternantzia batean betetzen da hori.

Hori dela eta, korronte zuzeneko sorgailu edo metagailuak {pilak edo autoetako
bateriak, adibidez} erabiitzen dituzten aparatuetan, polaritatea beti datorkigu azal-
durik, eta konexioak burutzean, nahitaezkoa dugu polaritatea mantentzea. Aitzitik,
korronte zlternokoak diren etxeko tresna elekirikoetan, ez dago inolako polaritate-
-zeinurik.

Esandakoa kontuan harturik, erraz ikus daiteke ezen elektrolisian korronte zuzena
erabili beharko dela, zeren, korronte alterncaren noranzkoa etengabe aldatzen
denez gero, elektrodoen zeinua aldatu egiten baita etengabeki, eta ondorioz, bergk
Jasotako materiala ere elektrodo batetik bestera joango baita.

- Korronte alternoaren zirkulazioak, korronte zuzenarenak bezalaxe, beroa sorraraz-
ten du. Arestian ikusi dugunez, O = RI*t da, baina bertan intentsitatearen balio
eraginkorra kontuan hartuz.

- Korronte alternoak eremu magnetikoa sortzen du. Zer esanik ez, korrentearen
intentsitatea periodikoki aldatzean, sorturiko eremu magnetikoa ere periodikoki
aldatuko da, eta eremuaren maiztasuna eta korrontearena berdinak izango dira.

— Korronte alterncak kondentsadoreetan zehar pasa daitezke, korronte zuzenaren
kasuan gertatzen ¢z dena, zeren, kasu honetan, kondentsadoreak erresistentzia
infinitua balitz modura jokatzen baitu, kargaldian eta deskargaldian salbu.
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Oro har, korronte alterncaren intentsitatea ez da tentsioaren eta erresistentziaren
arteko zatidura, zeren, geroago ikusike dugunez, autoindukziock eta kapazitateek
sorturiko beste zenbait efektu ere kontuan hartu beharrekoak baitira.

— Oro har, zirkuituaren muturretan ezarritako tentsioa eta beronek sorrarazitako
korrontearen intentsitatea ez daude fasean, haun da, ez dira aldi berean beren balic
maximoetara iristen. Fase-diferentziak zirkuituaren elementuen eta maiztasunaren
menpekoak dira.

- Aurreko lerroaldean esandakoaren arabera, kapazitateak eta autoindukzioak dauz-
katen zirkuituetako elementu desberdinen potentzial-diferentzien balio eraginko-
rren batura aljebraikoak ez du zertan izanik zirkuituan ezasritako tentsioaren balio
eraginkorraren berdina. Dena den, balio eraginkorraren ordez aldiuneko balioak
kontsideratzen baldin baditugu, aipaturiko batura ezarritake aldiuneko tentsicaren
berdina da.

23.4. KORRONTE ALTERNOKO HARGAILUAK

Hiru motatakoak izan daitezke korronte alternoko hargailuak: erresistentziak, autoinduk-
zioak eta kondentsadoreak. Tkus dezagun, bada, zein diren tentsioaren eta intentsitatearen
arteko erlazioak hargailu horietake bakoitzean.

a

23.4. irudia. 2} Erresistentzia hutseko korronte alternoko zirkuituaren adieraz-
pen eskematikoa. b) Indar elektroeragilearen eta intentsilatearen eboluzic
denboraia.

23.4.1. Erresistentzia hutsa

Demagun R erresisteniziaren borneen artean e = E, sinex tentsioa ezarri dugula {ikus
23.4. irudia}. Dakigunez,

.

E .
i=S=ZCsinax =, sinax. (23-12)
R R

Zer esanik ez, balio eraginkorrari dagokionez, I = E/R izango da, irakurleak erraz froga
dezakeenez, Hain zuzen, 23.4.b irudian ikus dezakegu funtzio horien adierazpidea. Tkus
dezakegunez, fusean daude biak, hots, e eta i funtzioak aldi berean risten dira beren balio
maximo zein minimoetara. Bien artean ez dago desfaserik.
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23.4.2. Korronte alternoaren adierazpen fasoriala

Bestalde, higidura oszilakerra izeneke 15, gaian ikusitzkoaren arabera, funizio
sinusoidalak bektore biratzaileen bidez adieraz daitezke. Bektore horiel fasoreak ere bade-
ritze.

Demagun, adibidez,
a=Asinex, b=Bsin(fax+ ¢ eta c¢=C sin{ax— @) {(23-13)

funtzio sinuscidalak ditugula. Horien adierazpide fascoriala 23.5. irudian ikus daiteke,
fasore bakoitzaren luzerak A, B eta C izanik, hurrenez hurren. Nabaria denez, ardatz
bertikalaren gaineko fasoreen proiekzioek adierazitako funtzioen aldiuneko balicak ematen
dizkigute (sinu funtzioa izan, ordez, kosinu funtzioa erabiliko bagenu, x ardatzeko
proiekzioak hartuko genituzke). Dena den, magnitudeen balioez gain, korronte alternoa
aztertzean erabateko garrantzia duen beste zerbait hautematen dugu adierazpide fasoria-
laren bitartez: fasoreen arteko posizio erlatiboak ezagutzea, hain zuzen ere.

}

23.5. irudia. a, b eta ¢ funtzioen adierazpen fasorizia.

Erresistentzia hutseko kasuan, ¢ = E, sinax eta [ = [, sinex funtzioak ditugu. Beraz,
fasoreen luzeratzat balio eraginkorrak harturik, eta adierazpidea ¢ = 0 aldiunean eginik,
alboko 23.6. irudian azaldu den eran gertatzen da tentsio eta intentsitatearen adierazpide
fasoriala; hain justu, beren arteko desfaserik ez dagoenez, gainjarrita agerizen zaizkigu.

E
1=E E*a)

/

23.6. irudia. Emesistentzia hutseko zirkuituaren adierazpen fasoriala.

23.4.3, Autoindukzio hutsa

Oraingo kasuan demagun L autoindukzio-koefizientea daukan haril baten muturretan
e = E,;sinax tentsio alternoa ezarri dugula (ikus 23.7. irudia), Emesistentzia arbuiagarria
bada, ezarritako tentsioaren efs kotTontearen intentsitatearen artean dagoen erlazioa hauxe
izango da:
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23.7. irudia, Awtoindukzio hutscko zirkuitoa,

e*Igi 23-14
S ar (23719

edo gaura bera dena,
i:lLJ‘edf=%E0J‘$ina)dt=£;{—icosax=%sin(m—m’Z). (23-15)

Tkus daitekeener, intentsitatea a/2 (edo 90%) aizerawta dago tentsioarckiko; edo, beste
modu batez esanda. tentsioa &/2 aurreratuta mtentsitatearekiko, bal cra analitikoan zein
grafikoan egiazta daitekeenez (23.8. irudia).

_i_..,___ e
EJ: p ;
v -
2
| : E
a2 Yi=1L

23.8. irudia. o) Austoindukzio hutseko zirkwitvko indar elektroeragilearen cla
intentsitatearcn choluzio denborata, by Adierazpen fasoriala.

Aurreko adierazpenetako wl. delakoar! erreaktanizia induktiboa deritzo, eta normalean
X; ikurraz adierazten da. Hortaz, balio eraginkorrari dagekionez,

E
f=—. 23-16
X ( )

Unitateei dagokienez, L autoindukzio-koefizientea henry unitatetan {H) neurtzen da; bestal-
de, X, = 2zvL biderkadurak crresistentziaren dimentsioa du, eta ofrm unitatetan (£2) neur-
tzen da. Nabaria depez, L-ren balio konstanterzko errcaktantzia induktiboa maiztasunaren
argbera emendatzen da.
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23.9. irudia. Kapazitatea besterik ez duen zirkuitua,

23.4.4. Kapazitatedun zirkuitua

Demagun orain C kapazitateko kondentsadore baten borneen artean e = E, sinax

tentsio alternoa ezarri dugula {23.9. irudia). Kondentsadoreak metatzen duen kargaren eta
kapazitatearen arteko erlazioa hauxe da:

dg = Cde. (23-73
Bestalde, dg = idr denez,

=% _ CEwcosar = Lo sin(ax + EJ. (23 - 18)
dt /e 2

Kasu honetan. intentsitatez /2 (edo 90°) aurreratuta dago tentsioarekiko, edo gauza
bera dena, tentsioa £/2 atzeratuta intenisitatearekiko (23.10. irudia).

yi=EaC

L
1=

23.10, irudia. a) Kapazitatedun zirkvituko indar elekiroeragilcaren eta
mntentsitatearen eholuzio denborala. b) Adicrazpen fasoriala.

1/eC delakoart erreaktantzia kapazitiboa deritzo, etz X ikurraz adicrazten da. Beraz,
balio eraginkorrei dagokienez,

I=—. {2319

C kapazitatea farad unitatetan (F) neurtzen da, eta X erreaktantzia kapazitiboaren dimen-
tsioak erresistentziarenak dira (£2}.
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Bistakoa denez, erreaktantzia induktiboa bezala, erreaktantzia kapazitiboa ere maiz-
tasunaren funtzioan lortzen da, horrekiko lehenengoak eta bigarrenak duten menpekotasuna
desberdina bada ere.

23.5. KORRONTE ALTERNOKO ZIRKUITUAK

Aurreke atalean banan-banan aztertu ditugu korronte alternoko hargailuak, Berauek, ordea,
era desberdinetan elkar daitezke zirkuituak osatzeko orduan. Tkus ditzagun, bada, ondoko
zirkuitu hanek:

23.11. irudia. R-1 serie-zitkuitua,

23.5.1, R-L serie-zirkuitua

Demagun 23.11. irudiko zirkuitua dugula, non R eta L elementuak seriean konektatu-
rik dauden. Dakigunez, indar elektroeragileei dagokienez,

e=¢p+eé,. (23 -20)

Bestalde, zirkuitutik { intentsitatea pasatuko da.
Aurreko atala tkusi ondoren ezaguna denez, erresistentzian azaltzen den e, tentsio-
-erorketa fascan egongo da intentsitatearekin. Aldiz, autoindukzioan azaltzen dena, e,, #/2
balioa aurteratuta, Adierazpen fasoriala burutzen badugu, erreferentziatzat intentsita-tearen

posizioa hartuz, 23.12.a irudikoa daukagu. Bertan, magnitude bektorialak izanik, E
bektorea E, eta E, bektoreen batura da.

[}
t
o
E i

.4

a ] b

23.12. irudia. ay R-L serie-zirkuituko indar elektrocragileen adierazpen
fasoriala. bj Inpedamtzien triangelua,
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Moduluari dagokionez,
E* = El + E} = (RIY +(cdlI)*. (23-21)

Beraz,

VR +o' L =1fR +x2. (23-22)

Hemengo R’ +X,; delakoari zirkuituaren inpedantzia deritzo, eta Z letraz adierazi ohi
da:

Z= R +X.. (23-23)

[npedantzia definituta dagoela, ikus dezagun inpedantzien triangelua deritzona (ikus
15.7. atala}. Triangehs zuzena dugu, non katetoak erresistentzia eta erreaktantzia diren,
hipotenusa inpedantzia izanik. Bestalde, ¢ angelua tentsicaren eta intentsitatearen arteko
desfasea da, eta beraren balioa ondoko adierazpenak emana dator:

tang = Eo' - @= arctanL—w = a.rclani, (23 -24)
R R R

alegia, inpedantzien triangeluak eta adierazpen fasorialekoak antzekotasun geometrikoa
dute.

Hurrengo kasua aztertzera pasatu baino lehen, diogun ezen gorago aipatu dugun
inpedantziaren definizioa, eta beraz azaldu dugun triangelua, R-L serie-zirkuituari dagoz-
kionak direls; bataren zein bestearen definizio orokorrak geroxeagorako utziko ditugu.

L3
e
T

23.13. irudia. R-C sene-zirkuitua

23.5.2, R-C serie-zirkuitua

Aurreko zirkuituaren antzera, oraingoan ere {23.13, irudia) seriean konektaturik
egonik,

e=¢ez+ €. . (23 - 25)
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Eresistentzian azaltzen den tentsio-erorketa fasean dage intentsitatearckin; konden-
1sadoreari dagokiona, berriv, #/2 atzeraturik.

23.14. irudia. a) R-C serie-zirkugituko indar elekiroeragileen adicrazpen
fasoriala. b) Inpedanizien inangetua,

Lehen egin dugun bezala. intentsitatearen posizioa hartuko dugu erreferentziatzat.
Hortaz, 23.14.a irudikoa da fasoreen diagrama. Argi dagoenez,

k]

2 7 ] 2 1’ N
E*=EL+El=(RD +[E) (23 - 26)

Beraz,

fa ] (2o
E=IRR+—==IL/R"+X,. 23-27)
'\; Wt Bt £ (
Eta zirkuitu honen mpedantzia, definizioz, ondokoa izango da:

Z= R +Xx}. (23 -28)

Inpedantzien triangelua 23.14.b jrudian ageri dena da. desfasea honako hau izanik:

tan _Zlad — @ = arctan — —arctanl‘(L {23 - 29)
TR R R T

Aurreko kasuan esan bezalaxe, oraingo honetan zzaldutake inpedantzien triangelua
etz adicrazpen fasorialekoa elkarren antzekoak dira.

23.15. irvdia. R-1.-C serie-zirkuoitua.
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23.5.3. R-L-C serie-zirkuitua
Kasu honetan, serican koncktaturik egonik,
e=ezte +e (23-30
beteko da. Gainera, e, fasean egongo da i-rekin, e,, %2 aurreratuta, eta e, /2 atzeratuta.

Egin dezagun magnitude horien adierazpen fasoriala, X; > X, dela suposaturik
{23.16. irudia}. Orduan hir: tentsioen artcko batuketa bektoriala eginez, 23.16.b irudian
ageri dena bezalakoa izango da adierazpen fasoriala. Honelatan, ba.

-

¥ 2 I -
E*=E,+{E, - E.) :(IR)2+(1w _R)’ (23-31)

1Y
E:I\;R“+[wL—a—r—) . (23-32)

Eta zirkuituaren inpedantzia, definizioz, honako hau izango da kasu honetan:

. 1\
;E\l;Rw(wL—E) . (23133

EL

zf2

72 g
EC

23.16. irudia. a} R-C seric-zirkuituko indar elekirocragileen adierazpen
fasoriala. b) Inpedantzien triangelua.

Desfaseart dagokionez,

tang = w—L—_éﬂ — = arctan % (23 -34)
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R . a b

23.17. irudie. R-L-C zirkuitoaren inpedantzien riangeluak. a) X, > X, denean,
by X, < X, denean.

Kasu honetarako X, > X, dela suposatu dugu, hori baita korronte alternoko zirkuituetan
gehienetan gertatzen dena; orduan, inpedantzien triangelua 23.17.a irudikoa izango da.
Hala ere, erreaktantzia kapazitiboa induktiboa baino handiagos izan daiteke kasuren
batean; orduan, inpedantzien triangelua 23.17.b irudiko eran agertuko da. Edozein modutan
ere, X, — X delakoari zirkuituaren erreaktantzia netoa deritzo, eta X letraz adierazten da;
bestalde, zirkuituaren inpedantzia hauxe izango da:

X=X, -X., Z=vVR-X. (23 -35)

Izatez, horixe da serie-zirkuituaren inpedantziaren definizio orokorra; aurreko kasuetan
ikusi ditugunak azken honen kasu bereziak baino ez dira.

- :
! i} R, b { R, & * b + R,
Ry
e G;P L, L,
L, _
s —~G e

23.18. irudia. Paralelo-zirkuitua,

23.5.4. Paralelo-zirkuituak

Demagun 23.18. irudiko zirkuitua dugula. Zirkuituaren adar bakoitza, R, R-L, R-C. L-C
zein R-L-C serie-zirkuitua izan daiteke, gure kasuan bakoitzaren inpedantziak Z,, Z,, Z, eta
Z, izanik. Paralelo-konexioa denez, adar guztietan e tentsio alterno berbera dago ezarririk.
Gauzak horrela, goazen adar bakoitzetik pasatuko den intentsitatea kalkulatzera. Balio
eraginkorrak kontsideratoz,
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E E E E
I=—,L=—, [, =— eta [[=—. -
=g b Z, 7 cia 1y Z, (23 -36)

Aurreko kasuetan kusitakoaren arabera, intentsitate horietako bakoitzak desfaseren
bat izango du ezarritako tentsioarekiko. Horrela, bide desberdinetako intentsitateek £
tentsioarekiko dituzten desfaseak ¢, ¢, ¢ eta ¢, izanik, beralen balicak honako hauek
‘jzango dira: :

X, wl. -1/ oC,
¢, = arctan —- = arctan —--———.

i f

(23-37)

Desfaseak kalkulatu eta gero, tentsicaren eta intentsitateen adierazpide fasoriala
erabiliko dugu alternadoretik pasatzen den intentsitatea kalkulatzeko. Intentsitate hori
23.19.a irudian ageri diren intentsitateen batura izango da.

Magnitude bektorialak izanik, bektorialki burutu beharko dugu beren arteko batuketa,
23.16.b irudian egin den bezala. Beraz, irudi horretako 7 delakoa izango da zirkuitu osoari
dagokion intentsitatea, tentsioarekiko desfasea @ izanik.

L+,
Ii
i,
L Py E
P,
?I ll
!2

L+1, b

23.19. ivudia. a) Paralelo-zirkuituko bide desberdinetako intenisitateen
adierazpen fasoriala. b} Intentsitate erresultantea.

Honaino helduz, azpimarratzekoa da adierazpen fascrialak aurkezten duen erosota-
suna. Fasoreen bidez erraziasun handiz adieraz ditzakegu funtzio sinusoidalak, eta beren
arteko eragiketa bektorialak inolako oztoporik gabe burutu ahal ditugu. Aitzitik, fasoreak
erabili barik sinusoideak irudikatu beharko bagenitu, osc zaila gertatuko litzateke, irudika-
penari dagokionez, bai funtzioak berak adieraztea eta bai beren arteko eragiketak egitea
ere.

23.6. POTENTZIA

Tresna elektrikoetan, potentzia dugu parametro interesgarrienetakoa, garrantzitsua baita
alternadore batek hornituriko potentzia zein den jakitea, edo motor batek xurgaturikoa
edota irati-emisora batek zein telebista-emisora batek igorritakoa, eta abar,

Dakigunez, zirkuite elektrike batean ezarritako tentsio alternoa denboraren funtzioa
da. Halaber, bertatik pasatzen den intentsitatea denboraren menpekoa da, eta beraren balioa,
zirkuitua eratzen duten elementuen araberakoa.
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23.6.1. Aldiuneko potentzia

Aldinne bagkoitzeko tenisioaren eta intentsitatcaren aricko biderkadurari aldiuneko
potenizia deritzo, alegia:

p=ei {23 -38)

Potentziak balio positibo zein negatiboak har ditzake, kontsideratzen den aldiune edo
denbora-tartesren araberakoak. Nolabait esatearren, esan dezagun ezen potentzia positi-
boak iturritik —sorgailutik— sare elektrikorako energia-transferentzia adierszten digula;
potentzia negatiboak, aldiz, saretik —zirkuitutik— sorgailurakoa.

Hasteko. demagun zirkuituak autoindukzio hutsa daukala. lehenagoko 23.4.3. atalean
bezala. Zirkuitu horretan e = E, siner tentsio alternoa ezarri dugu, bertatik pasatzen den
intentsitatea hauxe izanik:

i = [ysin{er — 7/2). (23 -3%
Aldiuneko potentzia ondokoa dugu:
p=ei=EJ,sinet sin(owr — w/2). (23 - 40}
Bestalde,
sin{e — A2} = —cosex  eta 2 sinax cosat = sinZwt (2341

erlazio trigonometrikoak gogoratuz eta aurrcko adierazpenean ordezkatuz:

I .
p:—i-EOIU sin 2ax, (23-42)

23.20. irudian ikus daitekeency, € eta § 2zeinu berekoak direnean, potentzia positiboa
da, eta energia-transferentzia iturritik harilerakoa da. Aitzitik. € eta { kontrako zeinukoak
direnean, potentzia negatiboa da. eta harilak itzuli egiten dio iturriari lehen beronek eman-
dako potentzia.

23,20 irndia. Autoindukzio hutseko zitkuituaren potentziaren ebalunio
deaborala.

Potentziaren maiztasuna tentsioaren zein intentsitatearen maiztasunaren bikoilza da,
eta zer esanik ez, ziklo-kopuru oso bateko batez besteko balioa nulua da, erraz egiazia
daitekeenez.
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Modu berean, zirkuituak kondentsadore hutsa besterik ez baleuka (23.4.4. ataleko
kasua}, antzera gertatuko litzateke. Zirkuitu horren azterketa egin dezakegu, hain zuzen,

e=FEsinegx eola = isin(ot + w2} = fcosen (23 -43)

izanik, eta aldiuneko potentzia honako hau:
p=E,,singxcosax :%Eufu sin 2ax. (23 -44)

Kasu honetan ere, ¢ eta § zeinu berekoak direnean, potentzia positiboa da, eta energia-
-transferentzia iturritik kondentsadorerakoa da; hots, kondentsadorea kargatu egiten da
(23.21. irndia}. Ostera, ¢ cta { kontrako zeinukoak badira, potentzia negatiboa da. Horrek
kondentsadores deskargatu cgiten dela adierazten digu, eta kargaldian hartutako energia
iturrira itzultzen duela.

23.21. irudia. Kondentsadore hutseko zirkuituko potentziaren eboluzio
dentorala,

Aurreko kasuan agerts den legez, potentziaren maiztasuna tentsicaren eta intentsita-
tearen maiztasunaren bikoitza da; eta ziklo-kopuru oso baterako beraren batez besteko
balioa nulua da.

Duruagu, vrain, crresistentzia huiseke zirkuiloa (23.4.1. araleko kasua), Kasu hone-
tan ez dago tentsioaren eta intentsitatearen arteko desfaserik, hau da,

e=FE,sinex eta I=I,sinax, (23 -45)
eta potentzia honako hau izango da:
p=EJsin‘ax. {23 - 46)

Erresistentzia baino ez daukan zirkuitu honi gagozkiola, potentziaren balioa beti da
positiboa, eta aurreko kasuetan ez bezala, hemen badauka zentzua batez besteko balioaz
berba egiteak (23.22. irudia).
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JON

23.22. irudia. Erresistentzia hutseko kasuvan, potentzia beti da positiboa.

23.6.2. Potentzia eraginkorra eta potentzia-faktorea
Aipaturik dago jadanik, {untzio periodiko baten batez besteko balioa ematen digun
adierazpena; hain zuzen, potentziaren kasurakog hauxe da:

P—if'd: 23 _47)
T )P (23 -

Bestalde, erresisientziz hutseko zirkuituan p = EJ, sin®ar izanik, kasu horretan
ber Eyl
P:——Ihnlosmzax:wu. (23— 48)
T Jo 2
Potentziaren atalari amaiera emateko, kontsidera dezagun zirkuitu orokorraren kasua
{23.4.4. atalekoa, alegia}. Bertan
e=Fysinet eta = Isin{ax + @) (23 - 49

ditugu. Bestalde, ¢ desfase-angelua positiboa zein negatiboa izan daiteke, zirkuitnaren
izaera induktibo ala kapazitiboaren arabera. Edozertara, ondokoa dugu potentzia:

p = EJysineot sin(ax + ¢} (23 -50;

Bestalde, erlazio trigronometriko hau erabiliz,
singsin = %{cos(a ~ B) - cos(a + BY), | (23 -51)
potentziaren adierazpena hauxe izango da:
p= % Eufo[cos ¢ - cos{2er + qo)] (23 -52)

Argi dagoenez, aldiuneko potentzia gai bik osaturik dago (ikus 23.23, irudia):
— bata kosinuidala, -1/2E,[,cos(2ex + @), zeinaren batez besteko balioa nulua den,

~ eta bestea, 1/2E,J,cosg, konstantea dena.



Korronte alternoa 483

el

Infw

~
il
g

rlw

. |

i

/

ri

q
e,

L I

L
e
.
. .
.t

R R R J I .
i
+
—
.
i

L) P N S
e e e e e = o
ot

§)

—
|
o
.
-
[y
-
-

.

23.23. irndia, Zirkuitu orokorrari dagozkion indar elektroeragilea,
intentsitatea eta potentzia.

Baldintza horietan, potentziaren batez besteko balioa —potentzia eraginkorra ere
deiturikoa— defini dezakegu:

1
P= Y E,l,cosg, €23 -53)

Adierazpen hau crresistentzia hutseko kasuko {23-48) adierazpenarekin konparatuz, zirkuitu
orokorreko potentzia eraginkorra txikiagoa dela ikus daiteke. Hemen ageri den cosg de-
lakoari potentzia-fakiorea deritzo eta, potentziarl dagokionez, zirkuituaren erabilera eragin-
korraren neurriz adierazten du nolabait. Horregatik etxeetako edota lantegietako instalazio
elekirikoa egitean osc garrantzizkoa izaten da potentzia-faktorea kontrolatzea, eta oso
desegokia den kasuetan, sistema konpentsatzeko autoindukziozk edo kondentsadoreak
{kasu bakoitzean komeni direnak) ipini behar izaten dira.

Bukatzeko, zirkuitu orokorreko potentzia eraginkoerra tentsioaren eta intentsitatearen
balio eraginkorren bidez azal dezakegu. Hain zuzen, ,

E=-E—° eta I=i (23-54)

V2 V2
direla kontuan hartuz, potentzia eraginkorraren adierazpena honako hau izango da:
P = El cos, {23 -55)

alegia, balic eraginkorren eta potentzia-faktorearen arteko biderkadura.
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MKSA sisteman, watt unitateca (W) dugu potentzia eraginkorraren unitatea, eta
sarritan heraren anizkoitza den kifowarr unitatea (kW) erabiltzen da: 1kW = [000 W.

23.6.3. Itxurazko potenizia eta potenizia erreakitiboa

Dena dela, korronte alternoko zirkuituetan beste mota batzuetako potentziak ere aipa-
tzen dira, hara nola itxurazko potentzia eta potenizia errcaktiboa, aurreko atalean definitu-
riko polentzia craginkorrarckin, potentzia-faktorearckin ela beraien esangurarekin guztiz
loturik daudenak.

Hain zuzen, {23-55) adicrazpencko EF biderkadurari itxurazko potentzia deritzo, eta §
letraz adierazi ohi da:

S=EL (23 - 56)

MKSA sisteman, voltampere deritzo (VA) beraren unitateari (dimentsionalki watt unita-
tearen baliokidea da, noski. baina bestelako izena erabili ohi da Elekiroteknian), eta gehien
erabilitako unitate anizkoitza kifovoliamperea (KVA) da. Zer esanik ez, 1 kVA = 1000 VA;
azken hau aipatzean "kabea’ izena ere erabilizen da, hitz egitean.

Bestalde. E7 sing delako biderkadurari pofentzia erreaktiboa deritzo, eta Q letraz
adierazten da, hots:

Q = Ef sing. {23-5T)

Mota honetako potentziart dagokion unitateari veltampere erreaktiboa (VAR deritzo. be-
raren anizkoitzik crabiliena kilovoltampere erreakiiboa (kVAR) izanik.

Eta, inpedantziak direla-eta egin dugun era berean, hiru potentzien arteko erlazioak

geometrikoki adicraz daitezke potentziea triangeluaren bidez. Demagun zivkuitu induk-

tiboa dugula, non korronte elektrikoaren intentsitatea tentsioarekiko ¢ angeluaz atzeraturik
dagoen.

23.24. irndia. Potentzicn triangelua zirkuite indukiboaren Kasuan.

Tentsioa erreferentziatzat harturik, 23.24. irndikoa izango da horien adierazpen f{aso-
riala. Intentsitatea osagai bitan dekonposatuko dugu: bata osagal eraginkorra, zeina fasean
dagoen tentsivarekiko {/ cose), eta bestea osagai erreaktiboa. tentsivarekiko koadraturan
dagoena (/ sing). Orain, triangeluaren hiru aldeak £ tentsicaz biderkatzean, potentzien
triangelua deiturikoa daukagn.

Bestalde, zirkuitua kapazitiboa izatekotan, non intentsitatea tentsioarckikeo aurreratu-
rik dagoen, 23.25. trudikoa bezalakoa da triangelua.
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23,25, irudia, Potentzien, trizngelna zirkuitu kapazitiboaren kasuan.

Nolanzhi ere, ¢ angeluaren zeinua edozein motatakoa izanik, hauxe da betetzen den
erlazioa:

=Py QL (23 - 58)

Azkenez, laburpen modura, honako kontzeptu hauek aipa ditzagun:

- Potentzia eraginkorra: P = Elcos¢ = RI* %}—

2
— Potentzia erreaktiboa: Q= Elsing = XI* E—f;

2
- Itxurazko potentzia: §= Ef = ZI° EE

R

. P
— Potentzia-fakiorea: cos¢ = 3

Halaber, czin dezakegu aipatzeke utz ezen orain arte egindako magnitude sinusoidal
hauen azterketak beste baliabide matematiko baliokide bat onartzen duela, zenbaki kon-

plexuen bidezkoa alegia. Dena den, testu hau Fisika Orokorrekoa izanik, nahikoa deritzogu
erabilitako erreminta matematikoari.

23.7. ERRESONANTZIA

Demagun 23.26. irudiko setie-zirkuitna dugunla (23.5.3. ataleko zirkuitu berbera). Dakigu-
nez, R-L-C zirkuitu horren inpedantzia pultsazicaren ede maiztasunaren menpekoa da,
hots:

; r ]
{ 1Y 1
= R2+(am—u——) =JR2+(2nv _m___]_ 23-5%
y woC 27vC ( )
Maiztasun konkretu baterako, hauxe gerta daiteke:
ol = . (23— 60)

C
Beraz, kasn horretan maiztasunak izango duen balioca hauxe da:

1 1
2l =—— vy = =V, -
3 0 {23-61)

2mJLC
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23.26. imdia. R-L-C scrie-zitkuitna,

Maiztasun horri erresorantzia-maiztasung deritzo, eta baldintza horietan X = X . — Xc
zirkuvituaren erreaktantzia nulua da. Hori dela eta, maiztasun horrekin tentsio konkretnari
dagokion intenltsitatea maximoa izango da eta ondoko balioa izango du:

j=E_E (23 -62)
Z R
Kasu horretar zirkuitua erresonatzailea dela esaten dugu, eta
X .
tanﬁﬁ’:E:U = ¢=0 = cosp=1 {23-63)

denez, horren ondorioz, sorgailutik zirkuiturako energia-transferentzia maximoa izango da.
Hortaz, potentzia eraginkorraren balica maximoa da,

P=FK , (23 - 64)
eta potentziy erraktiboa nulua da.

Zirkuitu erresonatzaileari emandako gainbegirada teorikoa bukatzeko, diogun ezen
gai honek zerikusi handia daukala 15. gaian ikusitako oszilazio borixatuen erresonantzia-
rekin. Izan ere, korronte alterncko zirkunituak sisterna oszilakorrak dira funtsean, non
oszilazioak pairatzen dituzten partikulak elektroiak diren. Beraz, arestian aztertu dugun
erresonantzia elektrikoa, atal horretan ikusi genuen energia-erresonantzia orokorraren
aplikazio berezia da.

23.7.1. Adibidea

Erresonantzia-egoeraren azalpen praktikos burutzeko asmoz, azter dezagun segidan
23.27, irudiko zirkuituan gertatuko dena. lzatez, aurreko zirkuitu berbera da, batna intentsi-
tatea eta voltajeak (hots, potentzial-diferentziak edo tentsioak) neurtzeko tresnak adierazirik,

Demagun, e-ren balio eraginkorra 220 voltekoa dela, maiztasun jakin
baterako X, = X = 1000 Q izanik. Suposa dezugun, halaber, R = 440 Q dela. Zer
adieraziko digu A amperemetroak? Zein izango dira V,, V,, V3, V, eta V; voltme-
troek adieraziko dizkiguten tentsioak?
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23,27, irudia. Amperemetroaren eta voltmetroen bidez R-L-C serie-zirkuituan
eginiko neurketak.

Maiztasun horrekin X; eta X balio berekoak direnez,

Z=\{R+(X,-X.) =R, 23-65)

alegia, zirkuitua erresonantzian dago. Beraz, A amperemetroak hauxe adieraziko du:
]:-—-—:———:{),SA, (23—66}

Zer esanik ez, V| voltmetroak sorgailuaren bomeen arteko fentsioa neurtuko du, edo
gauza bera dena, zirkuitusn ezarritako tentsioa, hau da, 220 volt.

Eta erresistentzian konektaturiko ¥, voltmetroak?

i Ex=IR=05440=220V. (23-6T)
Beste voltmetroen reurketak ondokoak izango dira:
V, = E=IX,=05-1006=500 V. (23-68)
Vo = E.=IX;=05-1000=500V. (23 - 69)
V, = E.=KX,-X)=0. 23-70)

Alegia, V; voltmetroak ez du ezer adieraziko. Horren azalpena ondokoa da: erreaktantzia
induktiboa eta kapazitiboa berdinak izanik, autoindukzioan eta kondentsadorean gertatzen
diren tentsio-erorketak, balio berekoak izateaz gain, 180° edo & radian desfasaturik daude
beren artean, hots, bien erresultantea nulua da. Beraz, ¥, eta V, voltmetroek 500 V-eko
tentsioa adierazten duten arren, ¥V, voltmetroaren irakurketa nulua izango da.
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23.8. TRANSFORMADOREA

Gaiaren hasieran transformadorea aipatu dugula gogoratuz, azter dezagun orain, azaletik
bada ere, makina elektriko hori zertan datzan.

Transformadorea, funtsean, burdingzko nukleoaren inguruan harilkaturiko eta elkarren
artean Isolaturiko bi bobinaz osaturik dago. Bobina edo haril batean zehar pasatzen den
korronte elektriko alternoak fluxu alternoz sorrarazten du nukleoak eratzen duen zirkuitu
magnetikoan, eta fluxuak induzituriko eremu elektrikoak indar elektroeragilea sorrarazten
du beste harilean.

Beraz, haril batetik besterako energia-transmisioa gertatzen da, bai fiuxuaren bitarter
zein beroni loturiko eremu elektriko induzituaren bidez. Energia ematen zaion harilari
primarioa deritzo; besteari, zeinetik energia jasotzen dugun. sekundarioa.

Zer esanik ez, transformadoretik jasotako potentzia emandakoa baino txikiagoa da,
bidean zenbait potentzia-galera gertatzen baitira, hala nola haril primario eta sekundarioko
harian azaltzen diren Joule efektuagatiko galerak (R}, ‘kobreko galerak™ ere deiturikoak,
eta nuklecan gertatzen direnak, bai histeresiagatikoak, baita Foucault-en korroateek
sorrarazitakoak ere. Aipaturiko galera guztiak kontuan harturik ere. makina elekiriko hauen
etekina oso ona izaten da, %9%0ckoa bainc handiagoa, eta zenbait kasutan %99ra irits
daiteke.

Transformadorearen funtsa azaldu ahal izateko, kontsidera dezagun transformadore
ideala, non inolako galerarik ez dagoen (ikus 23.28. irudia},

primarioa sekundarioa
ST T T T T T T s e, ~
] £
; :
; : A
s 4t
H 8, €, %
%
7
1
] NP N‘ !
] 1
1 ‘l -
; . B
M 1
* *
“'\ ¢ l:

23.28. irudia. Transforimadorearen egitura.

N, cta N, direlakoak primarioaren eta sekundarioaren espiren kopuruak dira hurrenez
hurren. Primarioan ¢ tentsio alternoa ezarizean, bertatik pasatzen den i, korrontecak
burdinaren imantazioa sorrarazten du.
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Hori dela eta, nukleoan zehar finkatuko den fluxu alterncak e, indar kontraelek-
troeragilea induzituko du primarioan, eta beraren balica

ap
€, =— N — 23-71
d Pt ¢ )
izango da, Faraday-Henry-ren legearen arabera. Era berean, burdinaren iragazkortasun
handia dela medio, primarioan zehar iragaten den fluxu bera sekundarican zehar ere ira-
ganen da, bertan e, indar elektroeragilea induziturik. Sekundarioan ere, hauxe izango dugu:

ag
=-N =, -
€, < (23-72)
Beraz, aurreko bi adierazpenak elkarren artean zatituz,
& _ Ny
e N (23-73)

Horrek adierazien digu ezen, N /N, erlazioa era egokian aukeratuz gero, sekundarioko
tentsioa primariokoaren anizkoitza zein zatitzailea izan daitekeela. Erlazio horrt transfor-
mazio-erlazioa deritzo. Horl dela eta, baldin N, > N, bada, orduan e, > ¢, da, eta mota
horretako transformadoreari jasotzailea deritzo. Alderantziz, N, > N, bada, orduan e, > e,
izango da, eta kasu horretan transformadore eraistailea izango da.

3\
N

23.29. irudia. Transformadorearen sekundarioari crresistentzia konektatu
diogn.

Demagun, orain, A cta B borneen artean R erresistentzia ipini duguia (ikus 23.29. iru-
dia). Sekundarioko zirkuitua itxita egonik, i intentsitatea pasatuko da bertatik; primariokoa
i, 1zatetik i, izatera heldukc da. Hara zein den horren arrazoia: karga-egoeran, fluxua aur-
kako noranzkoke fluxu biren erresultantea da, bata primarioari eta bestea sekundaricari
dagozktonak izanik. Orain, sekundaricko korrontea emendatzen badugu —eta hauxe da,
hain zuzen, erresistentzia ipintzean egin duguna, korrontea nulua izatetik /. izatera iritsi
baita—, dagokion fluxua ere emendatuko da.
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Hortaz, fluxu erresultantea aldaezina izan dadin, beharrezkoa da primarioko korron-
teak sorrarazitako fluxua handiagoa izatea; ondorioz, korrontearen intentsitatea cre handia-
goa izango da. Beraz, i, > i, izango da.

Bestalde, transformadorea berez energia-iturria ez izanik, eta, lehen esan dugunez,
inolako galerarik ez dagoela suposaturik, argi dago ezen primariotik sarturiko potentzia

sekundarioan erabilitakoaren berdina dela. Honelatan, bada:
i ‘p = £, ..\" (23 - ?4}

e £.1

Baldintza hori, edozein aldinnetan bete beharrekoa denez, balio eraginkorretarako ere
beteko da. Orduan,

E T cosg = EJ cosg, (23 - 75}
Transformadore idealean ¢, ~ @, = {1° denez, honako hau idatz dezakegu:
lrs EP NP
I, E N~ (23-76)

Adierazpen horrek erakusten digunez, tentsioen balioak espiren kopuruekiko erlazio
zuzenean daude; intentsitateenak, aldiz, alderantzizkoan.

Azken ohar modura diogun ezen orain arte idatzitako guztia zirkuituen erregimen
iraunkorrari buruzkosa izan dela. Dena den, horrez gain, erregimen iragankorra deiturikoa
gertatzen da zirkuituetan, korrontea czartzeko eta kentzeko asldiuneetan. Dena den, erregi-
men iragankorra aztertzeak garapen mutematiko berezia eskatzen du, eta Elektrotekniaren
arloari dagokio fenomeno iragankorren azterketa. Honexegatik, testu honetan ez dugu
inolako zipamenik egin.




24. gaia

Uhin elektromagnetikoak

XIX. mendearen lehenengo erdian fisikariek magnitude elektriko eta magnetikoen azter-
keta egin ondoren, [864. urtean Maxwell-ek, arrazonamendu teorikoen bidez, perturbazio
elektrikoa argiaren abiaduraz hedatu behar zela frogatu zuen, eta, horrela, argi-uhinak uhin
elektromagnetikoak zirela postulatu zuen.

Handik urte batzuetara, 1887, urtean hain zuzen, Hertz fisikari alemaniarrak sortu
egin zituen uvhin elektromagnetikoak zirkuitu oszilatzaileen bidez, eta, gainera, maiztasun
berberera sintonizaturik zeuden beste zirkuitu batzuetan detektatu zituen. Uhin elektromag-
netiko geldikorrak lortu zituen, eta elkarren ondoko nodoen arteko distantzia neurtuz,
beraien vhin-luzera neurtu zuen; bestalde, erresonagailuen maiztasuna ezagutzen zuenez,
uhinen hedapen-abiadura lortu ahal izan zuen, horrela Maxwell-ek teorikoki lorturiko
emaitza egiaztatuz.

Ordutik aurrera uhin elektromagnetikoen azterketa biziki garatu zen, eta Marconi-ren
langren ondoren komunikabideetarako oinarri bihurtu ziren.

Gai honetan uhin elektromagnetikoen sorkuntza eta esangura fisikoa aztertuko dugu,
halaber maiztasun desberdinetako uhinen ezaugarriak aipaturik, baina beren erabilera
praktikoau sartu gabe.

24.1. UHIN ELEKTROMAGNETIKO LAUAK

Uhin elektromagnetikoen hedapenaren azterketa egiteko, kasu konkretu bat hartuko dugu
adibide gisa. Maxwell-en ekuazioek hutsean kontsideratuko ditugu, eta ez kargarik ez
korronterik ez dagoen espazioalde batean duten ebazpen berezi batez arituko gara. Eremu
elektromagnetiko aldakorrak aztertzean ikusi genuenez {22. gaia), baldintza horietan
ondokoak dira Maxwell-en ekuazioak era integralean idatzita:

ﬁSE‘dSﬂ), @4-1)

ﬁsw:o, ©Q4-2)
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fE-dr=-2{[B.as (24-3)
¢ ot Jds
§B.dr:£0pﬂjja—E-ds. (24— 4)
- MY
Ekuazic horiek era diferentzialean ere adieraz ditzakegu eta orduan honelaxe agertzen dira:
divE =0, (24 -5)
divB =10, {24 - 6)
dB
rotE=——, 24 -7
P ( )
rot B=¢.1, Z—E 24-%)
¢

Ekuazio horien ebazpen partikular bat aztertuko dugu, hain zuzen, eremu elektrikea
¢ta eremu magnetikoa elkarren perpendikularrak direncko kasu batean. Jo dezagun, ba,
eremu elekirikoa Oy ardatzaren norabidekoa dela, eta eremu magnetikoa Oz ardatzaren
norabidekoa. Orduan:

E =0, E=E, E=0 (24 -9)
B, =0, B =0, B =5 {24 - 1)
Kasu horretan honela azalduko zaivkigu Maxwell-en ekuazioak:
divE=0 — a—b:O, 24-11)
ay
divB=0 > @:(}, (24 -12)
3B 5o
E= - o | & (24 - 13)
o o __os
ax o
3E ? =0
ot B =g, — - { (24— 14)
o e o
ox oHo ot

Argi ikus daitekeenez, surrcko ekuazioen arabera, E eta B eremuek x eta r aldagaien
menpekotasuna dute seilik eta aldiune bakoitzean balio berbera dute Ox ardatzaren per-
pendikularra den edozein planotako puntu guztietan; alegia, E{x, £) eta B(x, #) izango dira.
Bestalde, ekuazio horien bidez E eta B eremuek x eta ¢ aldagaicn arabera duten aldakuntza
ere azter dezakegu. Hain zuzen, (24-13) ckuazioa x aldagaiarekiko deribatuz,

X 2
§-£ Jd B {24 - 15)

' axar’
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{24-14) ekuazioa denborarekiko deribatuz,

B FE

- =gl —, (24 -18)
aar e
eta azkenean, bi adierazpen horiek konbinatuz, ondoko emaitza lortuko dugu:
FE_ 1 JE
=7 (24-17)

ot e, o

Hots, eremu elekirikoaren aldakuntza espazio-denborala, E(x, ¢}, whinen ekuazic di-
ferentzialari dagokion berbera da (ikus 16.1. atala). Horrek esan nahi du, eremu elektrikoa
Ox ardatzaren norabidean uhin modura hedatzen ari dela, eta, gainera, ondoko abiaduraz:

1

¢=——. (24 - 18}
~ Egldp
Preseskd, g,-ren eta f,-ren balicak ordezkatuz,
c=3x10°mfs (24 -19)
lortzen da, argiak hutsean duen abiadura, alegia.
Bestalde, antzeko bideari jarraituz, ondokoa ere lor dezakegu:
B 1 B
EWE (24 - 20)

3 6oty Oxt

hots, eremun magnetikoaren hedapena ere modu berean gertatzen da. Labur esanda, bai
eremu clekirikoa eta bat eremu magnetikea Ox ardatzaren norabidean argiaren abiaduraz
hedatzen ari diren zeharkako uhinak dira, eta, beraz, 24.1. irudian datorren modura adieraz
daitezke grafikoki.

16.1. gogoratuz, vhinak +0x ardatzaren noranzkoaz ¢ abiaduraz hedatzen ari direnez,
ondoko era honetan azaldu ahal izange ditugu analitikoki erem elektrikoa eta magnetikoa:

E=filx—ct}, (24 - 21a)
B=f(x—-ct). (24 -21b}
yi uhin-fronte laua
|~
-
}E
O [ X
hedapenaren
norabidea

24.1. irudia. Unin elekiromagnetiko lavari dagokion uhin-frontea.
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Arazoa gehiago zehazteko, uhin harmonikoen kasua aztertuko dugu. Orduan,
E = Eysin k{x - ct) = Eysin {kx — wx), {24 - 22a)
B = Bysin k(x — ct) = Bysin (kx — at). {24 - 22b)

Jarraian ikusiko dugunez, kasu honetan E; eta B, anplitudeak ez dira elkarren inde-
pendenteak, zeren eta, azken batez, eremuck Maxwell-en ekunazioak bete behar haititazte.
Adibidez, (24-13) ekuaziotik

JE _ 0B (24 - 23)
dx ot
denez, eta bestetik
oE
5; = kE, cos (kx — ax), {24 — 24a)}
aB
—5 C w8, cos (kx — ¢x) (24 - 24b}
7
izanik, azkenean hauxe dugu:
Ey=cB, (24 - 25)

Tzatez, erlazio hori ez da soilik anplitudeekin betetzen, aldiuncko balioekin ere baizik, hau
da: ’

E=cB. (24 - 26)

Guaztira, adierazpen horrek eremu bien arteko harreman estua agerizen digu, eta
harreman hori argi kus daiteke grafikoki, uhin elektromagnetiko lauaren itxura adierazten
duen 24.2. irudian,

N

24.2. icudia. Uhin elektiromagnetikoaren adicrazpen gratikoa.

Bertan ageri denez, E eta B eremuak fasean daude eta hedapenaren abiaduraren per-
pendikularrak diren norabideetan aldatzen ari dira; hots, zeharkako uhinak dira.

Bestalde, trudiko kasu horretan E eremua etengabe dago Oxy plancan eta B eremua
Oxz planoan; horregatik, uhina linealki polarizaturik dagoela esan dezakegu.
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Dena den, aurreko lerroetan azterturikoa ez da Maxwell-en ekuazioen ebazpen baka-
rra. Uhin lauez gainera, problemaren simetriaren arabera, vhin zilindrikoak esferikoak eta
bestelakoak ere lor ditzakegu. Edozertara, uhin elektromagnetikoen iturritik urrun samar
dauden puntuetan, uhin zitindrikoen edo esferikoen parte txikia vhin lautzat har daiteke,
24.3, irudian ikus daitekeenez, eta orduan eremu elektriko eta eremu magnetikoa uhin
lauen kasuan legez azter daitezke.

yi
E hedapenaren
norabidea
c
\ B ubin-fronte lava
Ol—" o o ____.
X
F4

24.3. irudia. Twrritik wrrun, uvhin esferikoen parte txikia uhin lautzat har
daitcke, harbilketa modura.

Labur esanda, froga daitekeenez, vhin elektromagnetikoak zeharkakeoak dira; puntu
bakoitzean E eta B eremuak elkarren perpendikularrak dira eta, halaber, hedapen-abiadu-
raren norabidearen perpendikularrak,

24.2. UHIN ELEKTROMAGNETIKOEN ENERGIA ETA MOMENTUA.
POYNTING-EN BEKTOREA

Eremu slektmmaghetiko aldakorrak aztertzean ikusi genuenez (22 .4, atala), honelaxe
adieraz dezakegu energia elektromagnetikoaren dentsitatea:

U:UE%UB:é£0E2+Z}t—BZ. (24-27)
B

Bestetik, aurreko atalean uhin elekiromagnetiko fauak aztertzean E = ¢B dela ikusi
dugunez, eta ¢ = i!\fémuo denez, kasu honetan hauxe lortuko dugu:

i 2, Eolo 2 2 .
U=—g E*+ 28 p? — ¢ F*. -
5 & 24 o {24 - 28)

Uhinei buruzke gaian uhinen intentsitatea definitzean (16.5. atala) ondoko emaitza lortu
genuen uhin mekanikoen kasuan, denbora-unitatean hedapenaren norabidearen perpendi-
kularra den azalera-unitateko pasatzen den energiarako:

I=Uv (24 - 2%

Beraz, analogiaz, uhin elektromagnetikoen kasuan honela adieraz dezakegu intentsitatea:

I=Uc=cg,F% (24 - 30)
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Aurreko balica aldiune bakoitzari dagokio eta, onderioz, denborarekiko batez besteko
balica era honetara adieraz dezakegu:

T=ce,E. (24 -31)

Emaitza hori yhin harmonikoen kasurake konkretatuko dugu, hots, E = Egsin (kx — ax)
denerako. Eta sinu karratu funtzioaren batez besiekoa 1/2 dela kontuan hartuz:

T=Lee B2 (24-32)
2
Uhin elektromagnetikoaren intentsitatearen adierazpenean finkatuz, esangura handiko
bektore bat definituko dugu. Hasteko, ikus dezagun zer nolakoa den E x B biderkadura uhin
clektromagnetiko lauen kasuan. Hain zuzen, 24.4. irudian ikus daitekeenez, E x B bektorea-
ren norabidea eta noranzkoa uhinaren hedapenari dagozkionak dira, eta beraren moedulua:

1

|ExB|= EB =~
p

E?. (24 - 33)

uhin-fronte laua

E hedapenaren
norabidea

24.4. irudia. Poynting-en bektorearen norabidea eta vhin elekiromagneti-
koaren hedapen-norahidea.

Beraz, ondoko eran definituriko bekioreak,

S=c’g,ExB, (24 - 34}

intentsitatearen modulua du puntu eta aldiune bakoitzean, eta uhinaren hedapen-norabidea.
Bektore horti Povating-en bektorea deritzo eta energia-fluxuaren intentsitates adierazien
du. Guztira, § gainazal batean zehar denbora-unitatean pasatzen den encrgia {hemen IE
tkurraz adieraziko duguna, eremu elektrikoaz ez nahasteko) ondokoa da:

4B = [[ ds=[[ e, ExB) a5, (24 - 35)
dt 1 ¥

Energian buruzkoe aipamena egin ondoren, goazen orain momenta linealaren azterketa
egitera. Uhin mekanikoen kasuan argi ikusi genuen higidurarekin batera momentua ere ba
zela. Oraingoan arazoa €7 da berbera, materiaren higidurarik ez baitago, edo, bestela
esanda, uhin hauetan duguna, eremu elektriko cta magnetikoaren aldakuntza besterik ez
baita. Dena den, hemen azalduko ez dugun Erlatibitatearen Teeriaren arabera, badakigu
energia eta momentuza elkarrckin erlazionaturik daudela. Preseski, uhin clektromagnetikoa
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¢ abiadurarckin hedatzen denez, beraren momentu lineala honelaxe adieraz daiteke ener-
giaren bidez:

p=E.
¢

(24 - 36)

Horren arabera, uhin elektromagnetikoaren kasuan bolumen-unitateko energia zein
den kontuan hartuz, ondokoa izango da bolumen-unitateko momentu lineala {meodulua):

U _&E

. =£,[Ex B}, (24-37)

p:
eta momentu linealak hedapen-abiaduraren norabidea duela kontsideratuz, bektorialki

honela adieraziko dugu bolumen-unitateko momentu lineala Poynting-en bektorearen
bidez:

1 _
p=%ExB=?S. (24— 38)

Bestalde, orain arte momentu lineala aztertu dugu soilik, baina, modu berean, puntu
batekiko momentu angeluarra ere katkula dezakegu:

1
I=rxp=grx(ExB)=—=rx8§. (24 - 39)
<

Hain zuzen, emandakoa bolumen-unitateko momentu angeluar elektromagnetikoa da,
Jatornarekiko kalkulaturik.

24.3. ERRADIAZIO ELEKTROMAGNETIKOAREN SOGRKUNTZA

Aurreko atal bietan uhin elektromagnetikoen izaera eta beraien ezaugarriak aztertu ditugu,
nola sortzen diren azaldu gabe. Zer esanik ez, vhin elektromagnetikoen iturriak eremu
elektromagnetikoa sortzen duten iturri berberak dira, higitzen ari diren karga elekirikoak
alegia. Horrelako kargen multzo bat emanik, Maxwell-en ekuazioen bidez, sortzen duten
eremu elektromagnetikoa kalkula daiteke, eta. halaber, ihin elektromagnetikoak.

Dena den, oraingoan erradiazio elektromagnetikoa azterkuko dugu, hots, zein
baldintzatan energia elektromagnetikoa infiniturantz doan betiko, sortua izan deneko
iturritik aldenduz. Erradiazioari dagokionez, hiru adibide aipatuko ditugu.

24.3.1. Karga azeleratuaren erradiazioa

Uhin elektromagnetikoen erradiaziorako sistemarik oinarrizkoena azeieraturik
dagoen partikula kargatvaren kasua da. Hala ere, arazoa hobeki ulertzeko, lehenengo eta
behin abiadura uniformearekin doan partikula aztertuko dugu, nahiz eta, ikusiko dugunez,
kasu horretan erradiaziorik ez dagoen.
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24.5. jrudia. v abiadura konstantez higitzen ar den kargak sorturiko eremuak
eia puntu desberdinetako Poynting-en hekioreen norabideak.

24.5. irudian v abiaduraz (abiadura ixikia) higitzen den partikuia kargatu batek
sortzen dituen eremuak adierazi dira, bere zentroa partikulan duen esfera baten gainazaleko
puntuetan, baita Poynting-en bekiorearen norabidea ere. Ikus daitekeenez, Poynting-cn
bektorea esferaren ukitzailea da puntu guztietan eta, beraz, esferan zeharreko fluxuoa,

dE
-—=c33095_§(E><B)-ds=0. (24 - 40)
dt s
nulua da. Hots, ez dago encrgiaren fluxurik edo, beste hitz batztien bidez csanda, abiadura
uniformez higitzen ari den partikulak ez du energia elektromagnetikorik erradiatzen.

.

e
-

24.6, irudia. Partiknla azeleratuaren inguroko eremu-lerroak.

Hala ere, partikula kargatua azeleraturik dagoenean, erermu elektrikoa jadanik ez da
erradiala, eta, beraz, ez da simetrikoa kargarekiko. Eremu-lerroak deformaturik daude 24.6,
irudian bezaia, eta, ondorioz, erradio oso handiko esfera batean kalkuluak eginda, esferan
zehar Poynting-en bektoreak fluxu ez-nuiua daukala ikus dezakegu. Labur esanda, karga
azeleratuak erradiatu egiten du eta, hain zuzen, denbora-unitatean erradiatzen den energia
clektromagnetikoa Larmor-en formula deritzonaren bidez adieraz daiteke:

dE  g¢’a’

dr 6rg,c” (24 -4D)
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non a partikularen azelerazioa den. Alegia, erradiazioa egon dadin, partikulak azelerazioa
izan behar du.

24.3.2. Dipolo elektriko osgilakorraren erradiazioa

Demagun higitzen ari diren partikulen higidura dipolo elektriko oszilakor baten bidez
adieraz daitekeeta, zeinaren momentu dipolar elektrikoa honelaxe adieraz dezakegun:

P = Py SinGX. {24 - 42)

Kasu hau oszilatzen dabilen elektroi batena edo korronte oszilakor batena izan daiteke.
Dipolo elektrikoa konstantez denean, eremu elektrikoa ageri da soilik (ikus 18.6. atala).
Baina dipoloa aldakorra izatean, eremu magnetikoa ere ageri da. Hain zuzen, 24.7. irudian
Oz ardatzeko dipolo oszilakorrak sortzen dituen eremu elektrikca eta magnetikoa adierazi
dira.

.4 /
energiaren
fluxoaren

ExB /norabidea
B
&

p e .

¥y

24.7. irudia. Dipolo elektriko oszilakomraren erradiazioa.

Ikus daitekeenez, kanporanzko norabidea du Poynting-en bektoreak, hots, erradia-
ziozko fluxu netoa dago. Kalkuluak eginez, emaitza haug lor dezakegu:
2.4
dE = _.,1’0_3_)_3_ (24 - 43)
dt 12me,c

Energia-fluxu hau esfera osoan zeharreko integrazicari dagokio.

24.3.3. Antena baten bidezko erradiazio elektromagnetikoa

Dipolo oszilakorraren bidetik, zirkuitu oszilakor baten jokabidea ere azter dezakegu,
eta ikus daitekeenez, holako sisterna baten bidez ubin elektromagnetikoen erradiazioa lor
daiteke. Hain zuzen, hauxe da antenaz baliatuz irrati-emisioetan erabiltzen den metodoz.

Eskematikoki, alboko 24.8. irudian agen da helako antena bat eta beraren inguruan
sortzen diren eremuak. Antenaren parte biek zeinu desberdina dute korrontearen eraginez.
Guztira, Poynting-en bektoreak beti kanporanzko noranzkoa du; ondorioz, erradiazio netoa
dago.
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24.8, irudia. Antena baten bidezko erradiazio elekiromagnetikoaren eskema.

24.4. COMPTON EFEKTUA. FOTOIAK

Erradiazio elektromagnetikoaren sorkuntza aipatu ondoren, materizk erradiazio hori nola
xurgatzen duen ikustea ere interesgarria da. Baina, azterketa nolabait mugatzeko, kasu
berezi bat aipatuko dugu scilik, alegta, uhin elektromagnetikoen etz elekirol askeen arteko

elkarrekintzarena.

Esperimentuetan behatzen den konportamoldea Compton efekiua izenaz ezaguna da,
esperimentu horiek 1920. urtearen inguruan lehenengo aldiz egin zitwen A. H. Compton
{1892-1962) fisikariaren ohoretan jarria, hain zuzen. Labur esanda, A uhin-luzerako vhin
efektromagnetikoak elektroia erasotzean, elektroia beste norabide batez abiaizen da, eta,
halaber, A' uhin-luzerako uhin elektromagnetikoa agertzen da beste norabide batean.

Fenomenoak bi partikulen arteko talkaren itxura dauka (24.9. ird.).

‘fotor erasotzailca

fotoi sakabanatua

E=hv elckiroia
_h
- A sakabanaketaren

a

ondoko elektrma

24.9_ irndia. Compton cfektua a) Talka aurretik. b) Talka ondoko egoera,

Prozesu horrek energiaren eta momentu linealaren aldaketak dauzka bere barncan,
eta, izatez, uhin elekiromagnetikoak pausaguncko masa nulua duen partikula modura
jokatzen du. Azalpen teoriko berezirik emango ez dugun arren (hort Fisika Kuantikoaren
arlokoa izanik), diogun ezen, neurketa esperimentalen cmaitzekin ados egoteko, partikula

horien energia erradiazioaren maiztasunarekin ondoko erara erlazionatu behar dela:

E=hv,

(24 - 44)
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.mon k detakoa konstante unibertsal bat den, Planck-en konstantea deritzona, honako balio
hau duena:

h=66256"10%]s. (24 - 45}
Honelatan, ba, ondorio hauek atera daitezke Compton efektuaren azterketatik:

- Uhin elektromagnetikoaren eta elektroi askearen arteko elkarrekintza, elektrojaren
eta pausaguneko masa nulua duen partikula baten arteko talka modura azter daiteke.

- Pausaguneke masa nulua duen eta argiaren abiaduraz higitzen den partikula horri
Jotoia deritzo,

— TFotoiaren energia eta momentu lineala uhin elektromagnetikoaren maiziasunaren
eta vhin-luzeraren bidez adieraz daitezke, honelaxe hain zuzen:

E=hv, (24— 46)
_E_hv_ R 24 _ 47
p_c_ c A (24-47)

Dena delz, zer esan nahi du horrek guztiak? Uhin elektromagnetikoak fotoi-txorrota-
dak direla? Ez horixe, hitzez hitz behinik behin. Agian, egokiagoa da ondoko erako azalpena:

E=hv energiaeta p= % momentu tineala (24 - 48)

dituen fotola xurgatu egiten du elektroiak eta endoren igorri egiten du beste fotoi bat,

h
E'=hv" o p'=-% 24 -49)

energia-momentuduna. Elektroiak
E,=E-E'=h(v-v) energiaeta p,=p-p momentua {24 - 50

bereganatzen ditu. Azken batez, fotoia deritzona partikula Kargatuak egiten duen xurgape-
nean edo igorpenean jokoan dagoen energia eta momentu elektromagnetikoaren kuartua
da, hots, uhin elektromagnetikoak elekiroiarekin edo beste partikula kargatu batckin elka-
rrekintza duenean, elkarrekin truka daitezkeen energia eta momentua fotoiari dagozkionak
dira,

Dena dela, orain arte ikasitako Fisikaz baliatuz, Fisika Klasikcaz alegia, ezin da
horrelako fenomenoen azalpen egokirik eman. Fenomeno horiek ulertzen saiatzeko, Fisika
Kuantikoa eraiki zuten fisikariek. Horretarako hasierako oinarri esperimentalen artean,
Compton-ek aztertu zuen efektua dugu, preseski.

24.5. ERRADIAZIO ELEKTROMAGNETIKOAREN ESPEKTROA

Uhin elektromagnetikoen uhin-luzera edo maiztasuna oso desberdinak izan daitezke uhin
batzuetatik besteetara, iturriaren arabera. Gainera, oso hetburu desberdinetarako erabil
daitezke uhin-mota desberdinak. Horregatik, ohitura dago uhin elektromagnetikoak uhin-
-luzeraren arabera sailkatzeko, edo, gauza bera dena, maiztasunaren arabera, ongi baitakigu
biak hedapen-abiadurarekin erlazionaturik daudela,

Av=c¢ (24 -5
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adierazpenaren bidez, Bestalde, fotoien energia uhinaren maiztasunarekin loturik da-
goenez, E = hv, uhin elektromagnetikoen espektroa energiaren arabera ere azal dezakegu,
kasu honetan eV {elekironvolt) unitatea erabiliz. Bukatzeko, sailkapenean agertzen diren
uhin-motek muga zehatzik ez dutela esan behar da, iturri desberdinek gainezarritik dauden
maiztasun-tarteetako thinak sor baititzakete. Ohar horiek egin ondoren, honelaxe sailkatu
ohi dira uhin elektromagnetikoak {ikus 24.10. irudia);

— Irrati-uhinak. Zenbait zentimetrotatix kilometrotara bitarteko nhin-lnzerak dituz-
te. Normalki irrati-telebistako sistemetan erabiltzen dira. Uhin hauek sortzeko,
tresna elektronikoak erabili ohi dira, zirkuitu oszilakorrak gehienetan.

Irrati-uhinak era zabalagoan ere sailka daitezke, uhin luze, ertain eta laburretan
preseski. Telebistan eta maiztasun modulatuzko (FM} igorpenetan maiztasun
handiagoak eta, beraz, uhin-luzera txikiagoak erabiltzen dira.

- Mikrouhinak. Uhin hauen maiztasuna aurrekoena baino askoz handiagoa da
(10°Hz + 3 - 19" Hz) eta uhin-luzera txikiagoa (0,3 m + 107> m}, eta normalki radar
sistemetan erabili ohi dira. Azken urteotan sukaldeetako labeetan ere hasi dira
erabiltzen, janariak azkar berotzeko. Ikerkuntzan baliagarriak gertatzen dira egitura
atomiko-molekularren azterketan. Hauek ere tresna elektronikoz sortzen dira. Mi-
krouhinen alde honmi UHF (Ultra High Frecuency) izena eman ohi zaio.

Uhin-luzera Maiztasuna Energia
{m} {Hz) {eV)
-14 22 Lo1n8
Argi ikuskorra 10 10
-] 4 107! L 1o
A 10-12.] ¥ izpiak | 1020 |, g6
morea  3,90-4,5% B 1 A - 10t - 10°
2 U5, X i 3 [A
10-16] X 1zgxak _,1018 .10
urdina 4,55-4,92 x 109 n [ 117 L 103
102
19-8 Izpi ultramoreak }j10!8 10
baerdea ,92-5,77 x 1677 < __]015 =10
06— PZZZTZITZZLZTIZIZY | 14 i
horia  5,77-5,97 x 107 n [ o
105 10#?
= " Uhin infragorriak i2 107
laranja 5,97-6,22 x 10 'n | 107 7 jg 10
-3 163
10 __wll
gorria §,22-7,80 X 10°7n] 1072 Mikrouhinak !0 10~
-1 ¥ 9 107>
10 - i0
— —— F ) | -6
1 —RTeilebista, FHN | 4-108 o
10 107 ‘—10‘8
z —r 7 7 7 Ca 4 L 10—
1g "/In:ati—m?igtgsun; Aol 10_9
10} el ™ 10
10* Irrati-uhinak | g 10
105 1a3 —io-11
10 __.10_'2

24.10. irudia. Espektro clektromagnetikoa.
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— Uhin infragorriak. Uhin-luzeren tartea 10°m + 7,8 107" m (edo 7.800 A) da eta
maiztasunena 3- 10' Hz + 4+ 10" Hz. Gorputz beroek eta molekulek sortzen dituzte
uhin hauek eta erabilpen asko dauzkate industrian, medikuntzan, astronomian ¢ia
abarretan.

— Argi ikuskorra. Honela deritzo gure bepiek ikus dezaketen uhin elektromagneti-
koen multzoari. Argiak begietan sortzen dituen sentsazioei kolore deritze eta
maiztasun desberdinei kolore desberdina dagokie. Oso maiztasun-tarte estug dago
gorritik morera, eta tarte horretan ostarkuaren koloreak daude (ikus argi ikuskorra-
ren tartea 24.10. irudian}.

— Izpi wltramoreak, Uhin hauek atomo eta molekulen deskarga elektrikoetan sor-
izen dira eta beraien energia erreakzio kimiko askotan agertzen diren energien mai-
lakoa da; hortik azaltzen dira sortzen dituzten efekiu kimikoak. Uhin-maiztasunen
tartea 8- 10" Hz + 3- 10" Hz da edo, uhin-luzeratan emana, 3.8 107 m + 6 107" m.
Eguzkia izpi ultramoreen iturri handia da, eta, besteren artean, izpi hauek dira gure
azalaren beltzarantzearen sortzaileak. Izatez, eguzkitik datozen izpi ultramore
gehienak atmosferaren goialdean xurgatzen dira, 80 km-tik gora efa, ondorioz,
atmosferaren alde hori oso ionizaturik dago eta ionosfera deritzo. Atmosferan
dagoen ozonoak (O,) ere babestu egiten gaitu izpi ultramoreen eraginetik, bestela
kaltegarriak gertatuko bailitzaizkiguke,

- X izpiak. Are energia handiagoko izpi hauen uhin-luzerak 10°m + 6- 107" m
tartean daude eta maiziasunak 3- 10" Hz + 5- 10" Hz tartean. X izpiak 1895. urtean
aurkitu zituen W. Réntgen-ek, izpi katodikoak aztertzen ari zelarik. Modu desber-
dinez sortzen dira X izpiak. Batetik elektroi atomiko ongi lotuen kausaz eta bestetik
balaziaketa-erradiazioaren (bremsstralhiung) kausaz. Energia handiko izpi hauek
ionizatu egiten dituzte molekulak, eta horregatik kalteak sortzen dituzte bizidunen
ehunetan. Bestalde materia zeharkatzeko ahalmen handia dute, baita plaka foto-
grafikoak inpresionatzekoa ere. Hori dela eta, diagnostiko medikoan erabiltzen
dira, zeren eta gorputzaren barneko ehun batzuetan (hezurretan adibidez) besteetan
baino gehiago xurgatzen baitira eta horrela barneko ehunen ‘argazkiak’ lortzeko
balic baitezakete. Bestalde, oso erabilgarriak dira kristalografiaren arloan, kristalen
egitura aztertzeko. Edozertara, kontuz erabili behar dira eta dosi txikietan hartu,
osasunerako oso kaltegarriak baitira,

~ izpiak. Gamma izpizk nukleo atomikoetan sorizen dira eta & izpiek baino are
energia handiagoa dute normalean. Uhin-luzerak 107 m + 10 m tartekoak dira
eta maiztasunak 3 10" Hz + 3 - 10% Hz tariekoak. Sarri, beraien energiaren bidez
adierazten dira, eta, horrela, fotoien energia 10°eV + 107 eV tartekoa izan daiteke.
Izpi hauek substantzia erradiaktiboek sortuak dira. Materian barrena pasatzeko X
izptak baino sarkorragoak dira, eta, halaber, arriskugarriagoak.

- Izpi kosmikoak. Izenak berak dioenez, izarretatik ede kosmotik datozkigu eta
oraindik gamma izpiak baino energia handiagoko uhin elektromagnetikoak dira.
Ez da oraindik ong! ulertu zein eratara sortzen diren.






25. gaia

Termodinamikaren lehenengo printzipioa

Gai honetan eta hurrengo bietan, partikula askoz osaturiko sistemen deskribapen termodi-
namikoa egingo dugu. Partikula askoz osaturiko sistema baten deskribapena bi ikuspun-
tutatik egin dezakegu, bi ikuspuntu horiek desberdinak izanik, baina aldi berean elkarren
osagarriak:

a) Tkuspuntu mikroskopikotik. Mikroskopikoki sistemaren egoera deskribatzeko,
sistema osatzen duten partikula guztien posizioa eta abiadura ezagutu behar ditugu,
6N magnitude alegia, sistema M partikulaz osaturik baldin badago; magnitude
horiei koordenatu mikroskopikoak deritze. Sistemaren partikula guztiek aldiune
bakeitzean dituzten posizioa eta abiadura ezagutzea ezinezkoa gertatzen zaigunez,
horrelako sisternak mikroskopikoki deskribatzeko metodo bereziak erabiltzen dira,

" Mekanika Estatistikoa deritzon Fisikaren atalean biltzen direnak.

b) kuspuntu makroskopikotik. Makroskopikoki aztertuta, berriz, sistemaren bi mota-
tako deskribapenak egin daitezke:

— Mekanika deritzon Fisikaren atalean, sistemaren higiduraren deskribapen ma-
kroskapikoa egiten da, heraren energia mekanikoa determinatuz. Horretarako.
sistemaren masa-zentroa definitzen da eta sistermaren transiazio-higiduraren
deskribapena masa-zentroaren posizioaren ¢ta abiaduraren bidez azaltzen da,
magnitude horiei koordenatu mekanikoak deritze.

— Termodinamika deritzon Fisikaren atalean, sistemaren bame-egoeraren deskri-
bapen makroskopikoa egiten da, beraren barne-energia determinatuz. Ho-
rretarako, sistemaren barme-egoerarekin erlazioa duten muagnitude behagarriak
definitzen dira, hala nola presioa, bolumena, tenperatura eta abar; magnitude
horiei koordenatu termodinamikoak edo egoera-aldagai termodinamikoak deritze.

Hortaz, Termodinamikaren hetburu orokotra partikuta askoz osaturiko sistemen bar-
ne-egoeraren deskribapen makroskopikoa izanik, koordenatu termodinamikoak eta siste-
maren barne-energia definitu ohi dira, eta Termodinamikaren funtsezko printzipioctan
oinarrituz, horien arteko ertazioak bilatzen dira,
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25.1. SISTEMA TERMODINAMIKOAK. OREKA TERMODINAMIKOA

Koordenatn termedinamikoen bidez deskribatzen dugun sistemari sistema termoding-
mikoa deitu ohi zaio, Horrela, hongko sistema hauek sisterna termodinamikoak dira;

— Likido-zutabearen neurketen bidez deskribaturiko kapilar bateko tikidoa.
— Presioaren eta bolumenaren luzeraren bidez deskribaturiko ontzi bateko gasa.

— Esfortzuaren eta deformazioaren bidez deskribaturiko solido deformagarna.

Sistema termodinamiko baten barne-egoera deskribatu shal izateko, halzbeharrez
ezagutu behar ditugun koordenatu termodinamikoak egoera-aldagai termodinamiko
independenteak direla esan oht da. Horrela, bada, kapilar bateko likidoaren barne-egoera
deskribatzeko, likido-zutabearen luzera, presioa eta tenperatura direlako koordenatu
termodinamikoak erabil ditzakegula ere, hiru hauvetatik bat seilik dugu independentea.
Halaber, ontzi bateko gasaren eta solido deformagarriaren barne-egoera deskribatzeko
defini ditzakegun koordenatu termodinamikoetatik, bi soilik ditugu independenteak.

Azkenik, diogun, ezen sistema termodinamiko baten barne-egoera, beraren ingurua-
rekin elkarrekintzarik ez duelarik lortzen duen egoera egonkorrean dagoenean soilik defini
daitekeela koordenatu termodinamikoen bidez. Egoera egonkor horri oreka termodinami-
koa deritzo.

25.2. OREKA TERMIKOA. TENPERATURA. TERMOMETROAK

Demagun § eta §' sistema termodinamikoak ditugula. Bi sistema horiek elkarren ukipenean
jartzean edo, zehazkiago esanik, bata bestearen ondoan jartzean, bien arteko mugak mota
askotakoak izan daitezkeela ere, bt motatako muga idealetan sailka daitezke:

— S eta S'sistemak elkarren ukipenean jartzean, energiaren trukerik ez dagoenean ¢ta
sistema bakoitzaren barne-egoera edozein izan daitekeenean, bien arteko muga
adiabatikoa dela eta sistemak ukipen adiabatikoan daudela esan ohi dugu. Era
eskematikoan, muga adiabatikoz bananduriko sistemak 25.1. imadian bezaia adiera-
ziko ditugu.

L]
ANIUUNNRNNNANN
v

251, irndia. § cta ¥ sistemen arteko muga adiabatikoa adicrazieko era.

— § eta § sistemak elkarren ukipenean jartzean, cnergiaren trukea egonik sistema
bakoifzaren barne-ggoera sistema osoaren egoera egonkorra lortu arte gldatzen de-
nean, bien arteko muga diatermanca dela eta sistemak ukipen diatermancan dau-
dela esan ohi da; sistema osozk horrela azkenean lortzen duen egoera egonkorrari
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oreka termikoq deritzo. Muga diatermanoz bananduriko sisternak 25.2. irudian
bezala adieraziko ditugu. ’

25,2, frudia. § eta 5 sistermen arieko muga diatermanea adierazieko era.

Muga adiabatikoa delako kontzeptu teorikorako hurbilketa onak, zurezko, igeltsuzko
eta feldrozko muga lodiak ditugu, material horiek isolatzaile onak battira. Muga diaterma-
noa delako kontzeptu teorikorako hurbilketa ona, berriz, kobrezko muga mehea duguy,
beroaren ercaie ona baita.

Demagun, orain, A, B eta C sistermak ditugula. Batetik A eta C sistemak eta bestetik B
eta { sisternak ere elkarrekin ukipen diatermanoan jartzean oreka termikoan baldin
badaude, esperientzian oinarriturik, A eta B sistemak ere ukipen diatermanoan jartzean ore-
ka termikoan e¢gongo direla baiezta dezakegu. Emaitza esperimental horri Termodinami-
karen Zerogarren Printzipioa deritzogu.

Termodinamikaren Zerogarren Printzipioan oinarriturik, hirugarren sisterna bat auke-
ratuz, edozein bi sistema ukipen diatermanoan jartzean, oreka termikoan egongo diren ala
ez aurresan dezakegu. Hirugarren sistema horri termometroa deritzo, eta normalean
egoera-aldagai independente bakarreko sistema izan ohi da.

Termometroa A eta B sistemekiko oso txikia aukeratuz, beraren egoera-aldagai
independente bakarra X letraren bidez adierazten baldin badugu, Termodinamikaren Zeroga-
rren Printzipioaren arabera, A sistema eta termometroa, baita B sistema eta termometroa
ere, ukipen diatermanoan jartzean, oreka termikoa X aldagaiaren balio bererako lortzen den
guztietan, A eta B sistemak ukipen diatermanoan jartzean oreka termikoan egongo direla
aurresan dezakegu. Bestalde, X aldagaiaren funtzio arbitrario bat definitu ahal badugu,

0:X—=R .
x— 8=8x), (25-1)

eta funtzio horri tenperature izena eman ahal badiogu, hauxe ondoriozta dezakegu: «A eta
B sistema hauek tenperaturg berbera duten guztictan, ukipen diatermanoan jartzean oreka
termikoan egongo dira».

Termometrotzat, beste batzuen artean, egoera-aldagai independente bakarreko
honako sisterna hauek hartu ohi dira:

- kapilar bateko likidoa,
— onizi bateko gasa, bolumena konstante mantendurik,

— ontzi bateko gasa, presioa konstante mantendurik,
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kasu bakoitzeko aldagai independentea likido-zutabearen tuzera (L), gasaren presioa (p) €ta
gasaren bolumena (V) izanik, hurrenez hurren, Termometro horien tenperatura, norma-
lean, honelaxe definitu ohi da:

. G=ax+h (25-2)

non x delakoa L, p edo V¥ izanen den, hurrenez hurren, eta a eta b bi konstante arbitranio.
Modu horretan definituriko tenperatura-eskala eskala lineala dugu. harturiko (25-2)
funtzioa lineala baita.

Tenperatura-eskala ongi definiturik gera dadin. ¢ eta & konstanteen balicak finkatu

beharko ditugu: a konstantearen balioa finkatzeko bi prozedura erabil daitezke:

Iy Uraren fusio-puntua eta irakite-puntua direlako egoera cstandarrak avkeratuz, ety
egoera horiel dagorzkien tenperaturen arteko kendurari 100 gradukoe halioa emanez
{100°), ondokoa izango dugu:

8(x,) - 8(xy=100°, (25-3)
ax, —ax, = a= 1o ) (25 -4}
X, — X
8lxy= 10 x+b, {25 -5}
X, — X,

non x,, x, eta x direlakoak termometroaren aldagai independenteak uraren fusio-
-puntuan, uraren irakile-puntuan eta gure sistemarckin ukipenean jartzean hartzen
dituen balivak diren, hurrencz hurren, gure sistemaren tenperatura &x} izanik.
Honelatan, bada, tenperatura-cskala gurtiz definiturik ez badago ere, tenperatura-
-unitatea, gradua alegia, definiturik dago.

Aipatutako era hor, tenperatura;eskala definitzcko 1954, urtera arte erabili izun
zen metodoa da: baina uraren fusio-puntuaren lorpenaren zailtasunak eta neur-keta
bikoitza egin behar izanak sortzen zituen errore esperimentalek 1954, urtean
prozedura zehatzago bati Jarraitzera bultzatu zituzien orduko fisikariak. Bigarren
prozedurg honetan datza:

2) Uraren puntu hirukoitza delako egoera estandar bakarra aukeratuz, eta egoera horri
dagokion tenperaturar: 273,16 graduko baliva emancz {273,16°) {aurreko proze-
dura dels medio definituriko tenperatura-cskala berbera aurkitzeko, nahiz eta gradu
huuel kefvin izena ematen zaien, K) havuxe izango dugu:

H(x,)=273,16° > ax, +b=27316°. {(25-6)

Bestalde, & = {) balioa aukeratuz,

° 273,16°
a= 238 gy 2RO

A3 X3

: (25-7)
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non x; eta x direlakoak termometroaren aldagai independenteak uraren puntu hiru-
koitzean eta gure sisternarekin nkipen diatermanocan jartzean hartzen dituen balioak
diren, hurrenez hurren, gure sisternaren tenperatura x} izanik. Honela, ba, tenpe-
ratura-eskala guztiz definiturik dago.

Beraz, tenperatura-eskala lineal bat definite dugu. Baina termometro desberdinak
hartuz gerc, X delako aldagaiak, aldagai termometrikoa deritzonsk, balio desberdinak
hartuko dituenez, honela definituriko tenperatura-eskala aukeraturiko termometroaren
menpekoa dela, hots, absolutua ez dela atera dezakegu ondorioz. Izan ere, termometrotzat
bolumen konstanteko gas bat harturik, gas-mota desberdinak aukeratuz gero, tenperatura-
-gskala desberdinak definituko genituzke. Dena den, termometrotzat bolumen konstanteko
eta presio txikiko gasak hartzen bzldin baditugu, esperientzian oinarriturik, edozein gas-
-mota hartuta ere definitzen den tenperatura-eskzala bet: berbera dela aurki dezakegu. Hots,
termometrotzat bolumen konstanteko eta presio txikiko gasak aukeraturik, lehen definitu-
rike tenperatura-eskala absolutua dugn; tenperatura eskala horrt gas idealezko tenperatura-
-eskala absolutua deritzo, eta eskala honetan gure sistemaren tenperatura ondokoa izango
da:

6(p)=273,16° Iim[ﬁ) . (25-8)
V=kie

&0 P

nen p, eta p termometroaren presioak uraren puntu hirukoitzean eta gure sistemarekin
ukipen diatermanoun jartzean hartzen dituen balioak diren, hurrenez hurren.

Gas idealezko tenperatura-eskala absolutuan neur daitekeen tenperaturarik txikiena,
heliozko termometroa erzbiliz lortzen den (0,5 graduko tenperatura dugu, berau baita gas
batek lortzen duen tenperaturarik txikiena. Horrela, bada, tenperatura-eskala horretan zero
absolutua lortu ezinik gertatzen da.

Aurrerago, Termodinamikaren Bigarren Printzipioa azaldu ondoren, tenperatura-
-eskala absolutua edo Kelvin eskala definituko dugu, eta gas idealezko tenperatura-eskala
absolutua defini daitekeen tarteetan modu desberdinetara definituriko tenperatura-eskala
absolutu bi horiek baliokideak direla aurkituko dugu. Horrez gain, gas idealezko tenperatu-
ra-eskala absolutua ezin defini daitekeen arren, zero absolutua barne dela, Kelvin eskala
ongi definiturik geratuko da.

Azkenik, bi tenperatura-eskala horiek aipatzean, ezin dezakegu aipatzeke utz satritan
erabili ohi den Celsius eskala. Eskala honetan, tenperatura-unitatea, graduva alegia, tenpe-
ratura-eskala absolutuan definituriko unitate berbera izanik ere, tenperatura-eskala abso-
lutuan uraren puntu hirukoitzaren tenperaturarl 273,16 graduko balica ematen zaion bitar-
tean, Celsius eskalan 0,01 graduko balica ematen zalo. Beraz, tenperatura absolutnaren eta
Celsius tenperaturaren arteko erlazioa ondokoa dugu,

t=0-273,15°, (25-9)

@ eta ; direlakoak tenperatura absolutua eta Celsius tenperatura izanik, hurrenez hurren.
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25.3. LAN TERMODINAMIKQOA

Sistema termodinamiko baten egoera aldatzean, sistemak bere inguruaren gainean edo
inguruak sistemaren gainean burutzen duen lanari lan termodinamikoa deritzo, Hitzarmen
gisa, inguruak sistemaren gainean burutzen duen lana positibotzat hartuke dugu, eta
sistemak bere inguruaren gainean burutzen duena negatibotzat. Sisterna muga adiabatikoz
isolaturik baldin badago, burutzen den lan termodinamikoari lan adiabatikoa deritzo.

Biz, adibide gisa, zilindro batean pistoi batez konprimaturik dagoen gasa (25.3.
irudia). Pistoiaren bidez gasaren bolumena aldatuz, sistemak bere inguruaren gainean eta
ingurugk sistemaren gainean burutu ditzaketen lan termodinamikoak espanisio-lana eta
konpresio-lana dira, hurrenez hurren. Saia gaitezen, bada, lan horiek kalkulatzen.

g
P ;
--------------- ’ -

________________ /
4

|
¥
i —
el /
SRR J——
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;;1;;711111111/7;/

25.3, Lan termodinamikoaren azterkela, sisternazen bolumena aldatzean.

Sistemak pistoiaren gainean eragiten duen indarraren modulua ondokoa da:
F=pA, 25-10)

non p, Kanpo-presioa eta A pistoiaren azalera diren. Ondorioz, sistemaren bolumenak AV =
AAx delako gehikuntza jaso ondoren eta kanpo-presioa konstante mantenduz, siste-mak
honako espantsio-lan han burutuko du:

W=-pA Ax, (25-11)
{zeinuei dagokienez, kontuan har onartutako hitzarmena).

Demagun, orain, espantsio-prozesua 0s0-0s0 astire gertatzen ari dela. Ohar modura,
diogun ezen hau beste prozesu desberdin bat dela. Honela, sistema aldiune guztietan oreka
termodinamikoan dagoela kontsidera daitekeelarik, sistemaren presica defini dezakegu,
zeinak aldiune guztietan kanpo-presioaren balioa hartuko duen. Beraz, espantsio-prozesua
infinitu etapa infinitesimalez osaturik dagoela eta etapa infinitesimal bakoitzean sistema
oreka termodinamikoan dagoela kontsideratuz, sistemak honako espantsio-lan hau buru-
tuko du etapa bakoitzean:

SW=—p dv, 25 -12)

non p delakoa sistemnak etapa bakoitzean duen presica den. Halaber, sistemaren bolumenak
AV = V, -V, delako gehikuntza jasc ondoren, sistemak espantsio-Jan hau burutu du:
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1
w:-jpdv, (25-13)
¥,

integralaren balioa integrazio-bidearen menpekoa izanik, hots, 1 egoeratik 2 egoerara pasa-
tzeko erabili den bilakaera fisikoaren motaren menpekoa. Horrelako prozesn idealei, hau
da, sistema infinitu oreka-egoeratatik pasatzen deneko prozesuei, prozesu kuasiestatikoak
deritze.

Espantsio-lana kalkulatzean, kasu bi bereiziko ditugu:

1} Sistema muga adiabatikoz isolaturik baldin badago, sistemak bunitzen duen lana
adiabatikoa da, eta, esperientzian oinarrituz, hasierako egoeratik bukaerako
egoerara pasatzeko segitu den bidearen edo, bestela esanda, bitartekc egoeren
menpekotasunik ez duela baiezta dezakegu. Bestalde, sistema muga adiabatikoz
isolaturik dagoenean, hasierako egoeratik bukaerako egoerara ibilbide bakar bati
jarTaituz pasa daiteke kuasiestatikoki.

2) Sistema muga diatermanoz inguraturik baldin badago, sistemak burutzen duen
espantsio-lana hasierako egoeratik bukaerako egoerara pasatzeko segitu den
bidearen chots, bitarteko egoeren) menpekoa da. Bestalde, sistema muga diater-
manoz inguraturik dagoenean, hasierako egoeratik bukaerako egoerara kuasiesta-
tikoki pasatzeko, beste batzuen artean, ondoko ibilbideak har daitezke:

— Lehenik, prozesu isobariko batez {presioa konstante mantenduz, alegia) 1 egoe-
ratik a bitarteko egoerara pasaturik, eta bigarrenik, prozesu isokoro batez (bolu-
mena konstante mantenduz, alegia} bukaerako egoerara pasaturik (ikus 25.4.

irudia):
pd
1! ta
Pr———--- -
2
P It 3 --

A\

25.4. irudia. | egoeratik 2 egoerara pasatzeko moda bat

- Lehentk, prozesu isokoro bat dela medio, 1 egoeratik & bitarteka egoerara pasa-
turik, eta ondoren prozesu isobariko bat dela medio bukaerako egoerara pasa-
turik (ikus 25.5. imdia).
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v

25.5. irudia. 1 egoeratik 2 cgoerara pasatzeko beste modu bat.

Grafikoki erraz cgiazta daitekeenez, hemen azaldutako bi adibideetan sistemak
buruturike espantsio-lanak {hots, segituriko ibilbideari dagokion kurbak} V=V, V=V, cta
p =0 direlako zuzenekin osatzen dituen azalerak ez dira berdinak.

25.4. BEROA. BERO-AHALMENA

Dakigunez, A eta B sistema termodinamikoen tenperaturak desberdinak baldin badira,
ukipen diatermanoan jartiz gero, elkarrekintza izango dute elkarrekin, oreka termikoa tortu
arte, hau da, sistema bien tenperaturak berdindu arte.

Historia pixka bat eginez hasiko gara. Antzina, tenperatura desberdineko bi sistema
ukipen diatermanoan jartzean, oreka termikoa lortzeko tenperatura altuencko sistematik
tenperatura baxneneko sistemara kalorike izenaz bataiain zuten fluido ikusezina pasatzen
zela azaltzen zuten orduko zientzialariek. Kalorikearen unitateari kaloria izena eman
zitzaion eta honako modu honetan definitu zen: «Kaloria bat ur-grama baten tenperatura
gradu batez igoizeko urari eman behar zaion kaloriko-kantitatea da».

1843-1878 bitartean, aldiz, bi sistemaren oreka termikoa lortzeko, tenperatura al-
tieneko sistematik tenperatura baxueneko sistemara energia pasatzen zelako interpretazioa
egin zen nagusi zientzialarien artean, eta energia-mota horri beroa delako izena eman
zitzaion. Hori behar den bezala ulertzeko, adibide bat jarriko dugu.

Biz zilindro batean pistoi batez konprimaturik dagoen gasa. Demagun espantsio baten
bitartez sistema 1 egoeratik 2 egoerara pasatu dela. Esperimentua eginez, sistemaren hormak
adiabatikoak direnean eta diatermanoak direnean, hasierako egoeratik bukaerako egoerara
pasatzeko burutzen diren espantsio-lanak desberdinak direla zurkitzen da, bigarren kasuan
sistemaren eta beronen inguruaren artean bero-transferentzia egonik, eta lehenengo kasuan
bero-transferentziarik gabe. Beraz, sisternak lana burutzean beraren barne-energia gutxitzen
den bezala, sistemak beroa transferitzen duenean ere beraren barne-energia gutxitu egiten
da. Hau da, lana eta beroa mota bereko magnitudeak dira; beraz, eta magnitude horiek
neurtzeko, unitate berberak erabili ahal izango ditugu.

Horrela, ba, Joule, kaloriaren eta energia-unitatearen arteko erlazica bilatzera saiatu
zen, eta 1840. urtean ondoko erlazio hau aurkitu zuen:
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lcal = — Wb, (25— 14)
860
edo, gauza bera dena;
1 cal = 4,18605 joule, (25-15)

non 4,18605 J/cal delako balivart beroaren baliokide mekanikoa deritzon.

Demagun, orain, sistema baten eta bere inguruaren artean transferitzen den berea
positibotzat eta negatibotzat noiz hartuko dugun finkatzeko asmoz, sistemaren eta beronen
inguruaren tenperaturak T ¢ta T direla, hurrenez hurren. Sistemaren eta bere inguruaren
arteko mugak diatermanoak baldin badira, T eta T, tenperaturak desberdmnak diren
bitartean, bero-transferentzia egongo da sistemaren eta inguruaren artean, zeina sistematik
beraren ingururantz gertatuko den sistemaren tenperatura handiagoa denean, eta sistema-
ren ingurutik sistemarantz gertatuko den sistemaren tenperatura txikiagoa denean. Hitzar-
men modura, lehenengo kasuan (sistematik ingururantz doanean} beroa negatibotzat
hartuko dugu, eta bigarren kasuan, berriz, positibotzat,

Tenperatura gradu batez igotzeko, sistemari masa-unitateke eman behar zaion bero-
-kantitateari, bero-ahalmen espezifikoa deritzo:

PR (25 - 16)
mdTl
non s sisteraren masa osoa den, eta 8Q delakoa tenperatura dT graduz aldatzean transfe-
ritutake bero-kantitatea. Kontuan har, 25.5. atalean azalduko ditugun arrazoiengatik, bero
infinitesimala adierazteko & ikurra erabili dugula eta ez 4 ikurra.

Ur-gramo baten tenperatura gradu batez igotzeko urarl eman behar zaion bero-kanti-
tatea kaloria bat denez, uraren bero-ghalmen espezifikoa ondokoa izango da:
cal ]

=] ————=4,18605 ———. -
¢ g-gradu g- gradu (25-17)

Sistemaren mot baten tenperatura gradu batez igotzeko sistemaren mol horri eman
behar zaion barv-hatitarcarl berp-ahaimen malarra deritzo:

c, = edo ¢, = ____?_Q___ =
ndf {m/ M) dT

Me, (25-18)

non » sistemaren mol-kopurua, M masa molekularra eta 80 delakoa tenperatura 47 graduz
aldatzean transferituriko bero-kantitatea diren.

Beraz, uraren bero-ahalmen molarra hauxe da:

cal I
¢ =Mc=18——— =753480 ——"F——. -
- mol - gradu mol - gradu (-19)
Horrela, bada, m masadun sistema baten tenperatura 7T, baliotik T, baliora alda dadin
sistemari eman behar zaion bero-kantitatea ondoko hau da:

T

5 5
Q=Jmch=mchT, 25 - 20)
bl |
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eta AT = T, — T, tenperatura-tartean sistemaren bero-ahalmen espezifikoak konstante
badirau. hauxe izango dugu:

O =mc AT. 25-21)

Aldiz, AT = T, — T, tenperatura-tartean sistcmaren bero-zhalmen espezifikoak konstante
baldin ¢z badirau, ondokoa izanen dugu:

O = mt AT, (25 - 22)
non

T,
EE—I-—J&dT (25 - 2%
AT /7,

delakoa butez besteko bero-ahalmen espezifikoa den.

Maodu berean, honelaxe idatz dezakegu:

O =nc, AT, {25-24)
non # sistemaren molen kopura eta
1 %
c=—\e,dT {25-125)
AT Js,

delakoa batez besteko bero-ahalmen molarra diren.

25.5. TERMODINAMIKAREN LEHENENGO PRINTZIPIOA. BARNE-ENERGIA

Sistema termodinamiko baten gainean egiten den lana eta sistemak xurgatzen duen beros
positibotzat hartuz, esperieptzian oinarrituz, ondoko printzipioa betetzen dela balezta deza-
kegu: «Sistema termodinamiko bar hasierako egoeratik bukaerako egoerara pasatzean
egindako lanak eta transferituriko beroak, hasierako etq bukaerako egoeren menpekola-
suna izateaz gain, bitarteko egoeren menpekotasuna eve izan ohi duten arren, bien arteko
baturak hasierako eta bukaerako egoeren menpekotasuna baino ez du». Hau da, hasierako
eta bukaerako egoerak lotzen dituzten ibilbide guztietarako egindako lanak eta transferitu-
riko beroak hartzen dituzten balioen arteko baturak balio berbera hartzen du kasu guztietan,
Beraz, batura hasterako eta bukaerako egoerei dagozkien aldagai termodinamikoen
funtzioa izango da, eta sistemak prozesu osoan pairatzen duen energia-aldaketa adieraziko
digu. Honen arabera, bada, ondokoa idatz dezakegu:

AU=0+ W, ' (25 - 26}

Adierazpen hori Termodinamikaren Lehenengo Printzipioaren adierazpen analitikoa da,
non AU = U, - U, den, I/, eta U, hasierako eta bukaerako egoeretan sisterma termodinami-
kozk dituen barne-energiak izanik, hurrenez hurren. Sistemaren barne-energia bere alda-
kuntzaren bidez definitu dugunez, konstante arbitraric batez indeterminaturik egongo da.
Ohar modura diogun ezen beste liburu batzuetan zeinuetarako bestelako hitzarmenik ere era-
biltzen dels (-W idatzirik, kasurako), idazkera pixka bat aldaturik, ez esangura fisikoa, ordea.

Edozein ibilbideri jarraitu eta gero sisterna hasierako egoerara itzultzen bada, siste-
mak prozesu zikiiko bat jasan duela esango dugu. Kasu horretan, Termodinamikaren Lehe-

nengo Printzipioan oinarriturik, hauxe ondoriozta dezakegu, alegia: prozesu zikiikoetan
ziklo osoa konluan hartuz, s1StCma hasivi abe egocra berberern itznltzen denez.
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AU=Q0+ W=0 — @=-W (ziklo osoan). (25-27)

Hau da, edozein prozesu ziklikotan zehar sisternak egiten duen lana eta xurgatzen duen
beroa, edo sistemaren gainean egiten den lana eta beronek ematen duen beroa, berdinak
dira. Lehenengo kasuko sistemari motorra deritzo, eta bigarren kasukoari, hozkailva edo
frigorifikoa.

Demagun, orain, sistemak & bero-kantitate infinitesimala xurgatzen duelarik, bera-
ren gainean SW lan-kantitate infinitesimala burutzen dela. Horrela, sisternaren egoera ter-
modinamikoa aldatu egingo da, eta sistemaren barne-energiak d/ aldaketa infinitesimala
pairatuko du; azken batez, ondokoa idatzi ahal izango dugu:

dU =80 + &W, (25 -28)
zeina Termodinamikaren Lehenengo Printzipicaren adierazpen diferentziala den. 4U dife-
rentzigl zehatza dugula ere, 8 eta 8W ez dira diferentzial ‘zehatzak’, hasierako eta bukae-
rako egeoeren menpekotasuna izateaz gain, bitarteke egoeren menpekotasuna ere baitute.

Hain zuzen ere, arrazoi horregatik erabili ohi da & sinboloa, hots, diferentzial horiek ibilbi-
dearekiko duten menpekotasuna agerian jartzeko.

Prozesu osoan egiten den lana konpresio- edo espantsio-lana baldin bada, honako hau
idatzi ahalko da:
SW=-pdv, 2529}

eta, ondorioz, kasu horretan, Termodinamikaren Lehenengo Printzipioaren forma diferen-
tziala honako modu honetan idatzi shal izango da:

dU =80 -pdv. (25 - 30)

Azkenik, sistema erabat isolaturik baldin badago, hots, sistema inguratzen duten
mugak adiabatikoak ez ezik zurrunak ere baldin badira (lanik ezin da egin, ezta berorik
transferitu ere), orduan, Termodinamikaren Lehenengo Printzipioaren arabera, sistemaren
bamme-energiak konstante dirau:

{dU:SQJréW

50=8W=0 } = dlU =0, alegia U =kiea. (25 -31)

Azken hau Energiaren Kontserbaziparen Printzipiog da, baldintza berezietan idatzita,
noski.






26. gaia

Gas idealak

Aurreko gaian, Termodinamikan erabiltzen diren kontzeptu nagusi gehienak definitu dito-
gu: tenperatura, egocra-ekuazioa, bero-ahalmena, bame-energia eta abar. Horiekin loturik
doan formulazioa, edozein sistema termodinamikori aplika diezaiokegula esan genezake.
Baina sistema termodinamiko baten egoera-baldintzak limite edo muga baterantz eramatean,
sarritan, sistema horren portaera arautzen duten ekuazioak erraztu edo sinplifikatu egiten
dira. Gainera, gabiltzan mailan, ager daitezkeen sistema sinpleenak aztertuko ditugunez, ez
dugu formulazio konplexuegi baten beharrik izango.

Sistema bat sinpleegia egitean, haren azterketa egiteak garranizi handirik ez duela
pentsa dezakegu, zeren naturan agertzen diren sistemak ez baitira horrelakoak, Benetan,
hort egia da, baina gaur egun laborategietan lor daitezkeen baldintzak kontuan hartuz, ez da
aiferreko lana sistema ideal horien azterketa egitea. Are gehiago esango genuke: Fisikan
agertzen diren ekuazic edo lege guztiak egoera errealen muga modura kontsidera daitezke,
edo beste era batean esateko, sistema erreal baten baldintzak muga idesl horretara
eramatean, sistema erregl horrek sistema sinpleen ekuazioak beteko lituzke. (Gogora
itzazue Mekanikan aztertutako marruskadurarik gabeko sistemak: benetan, ezin da pentsatu
inolaz ere, naturan horrelako sistemarik dagoenik, baina laborategietan, edo kanpoko
espazioko hutsean, iz-ia baldintza hori betetzen duten sistemak presta daitezke. Orduan,
sistema horrek segituko lukeen higidura, sistema idealak duen higiduraren hurbilketa oso
ona izango litzateke). Honelatan, ba, sistema termodinamiko baten azterkets egitean, gauza
berbera eginge dugu, hots, ideala balitz sistema horrek segituko lukeen bilakaera
termodinamikoa aztertzea.

Gai honen helburuak finkatzeko, esan dezagun zein izango diren gure aztergaiak: gas
idealak, hain zuzen ere. Sistema horiek definitzeko, gasak direla esango genuke {hau da,
hau, miragarria!), baina gas errealek dituzten ezaugarrien ordez, beste hauek dituztela
suposatuko dugu:

— gas hauek osatzen dituzten partikulek ez dute bolumenik {edo beste hitz batzuetan,
puntualak dira},

— ez dute beste partikuletatik elkarrekintzarik jasaten,

— etg erabiliko ditugun presioak oso txikiak dira.
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Azken ezaugarri hau besteen ondorioa dela konisidera daticke, zeren presioa ose txikia
bada, partikuiak oso urrun baitaude bata bestetik eta elkarrekintza elekirikos arbuiagarria
dela onar baitaiteke.

Irakurleak ea naturan horrelako sistemarik aurki ote daitekcen galde dezake. Lehen
esan dugunez, zehatz-zehazki ez; sistema horietatik oso hurbil daudenak, bai. hala nola
Lurraz kanpo dagoen espazio “hutseko” pasa, izarren atmosteretako gasak (hidrogenoa,
bereziki), eta gaur egun, fusio termonuklearra menperatzeko bidean, zenbait laborategitan
izarrelake baldintzak sorrarazieko erabiltzen diren plasmak {(materiaren laugarren egoera).

Lehenengo azpiatal batean, gas ideal horien egoera-ekuazica. barne-energia, bero
espezifikoak eta jasan ditzaketen prozesu itzulgarriak aztertuko ditugu. eta bigarrenean,
Mekanikaren printzipioak erabiliz (talken prozesuak, hain zuzen), Termodinamikaren ckua-
zloctara nola hurbit gaitezkeen. Esan beharra dago, azken atal honetako talketan elkarrekin-
tza bat agertuko zaigula, baina bakar-bakarrik Mekanikaren ikuspontutik onartutakoa. Hau
da, talka aurretik etz talka ondoren ez dago inolako elkarrekintzarik, eta ez dira kontsi-
deratuko indar grabitatorioak. Gatnera, gauzak gehiegt ez nahasteko, gasen partikulek ontzi
baten hormen kontra daurkaten tatkak kontsideratuko ditugu soilik, eta ez beren artean
dauzkatenak. Azken bag, hurrengo maila bateko gai batean aztertzen da, garraio-feno-
menoetan hain zuzen. Besterik gabe, pasa gaitezen, orduan, gas idealen ezaugarriak eta
bilakaera aztertzera.

26.1. EGOERA-EKUAZIOA

Aurreko gaian ikusi dugunez, sistemna termodinamiko baten egoera-ekuazioa hiru parame-
tro ez-independenteren funtzioan adieraz daiteke gehienetan, honela: fip, V. T3 = 0. non p
delakoa presioa den, V delakoa sistemak betetzen duen bolumena eta T tenperatura
absolutua. Sarritan, V bolumen osoaren ordez, botumen molarra erabiltzen da: v = V/N, non
N delakoa sisterna osatzen duten molen kopurua den. Parametre berni hau erabiliz, egoera-
-ekuarzioa honelaxe idatziko dugu: fip v, Ty =0,

Neurketen ondorioz baiezta dezakegunez, gas erreal baterako egoera-ekuazioa,
tenperatura bakoitzarckiko, honetakoa da;

pv:A(I+§+%+...}, 26 - 1)

v v
hau da, birialaren garapena deritzonaren bezalakoa, non A, B, C... direlakoak tenperatu-
raren funtziosk diren, biriclaren koefizienteak denitzenak,

Gai honetan egin nahi duguna. jokabide erreal horren sinplifikazio bat da, sarreran
esan dugunez, gas horiek edukiko luketen portaera ideala kontsideratuz, p —» 0 egiten
dugunean gas guztiek beteizen duten hurbilketa ona baita.

Nola lor dezakegu jokaera ideala? Ba, esan dugunez, presioa zerora ihal bezainbeste
hurbitduz. Horrela, honako hau lor dezakegu:

ling (pn=A {26 - 2}
P
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Esperientziak dioskunez, 4 horrek ez du gas-motaren gorabeherekiko zerikusirik,
baina bai tenperaturarekikoa. Beraz, A = A(T) da, eta aurreko gaian definituriko tenpe-
ratura-sistema eredutzat hartzen badugu, hauxe idatz dezakegu:

pv=RT, (26 - 3)

hau da, A delakoa T tenperaturarekiko zuzenki proportzionala da, R delakoa proportzic-
naltasun-konstantea izanik {gasen konstantea ere baderitzo). Horren balioa hauxe da:
cal ]

R=1,987 =§,314 )
mol-K mol-K

26-4)

Beraz, p — 0 egitean, edozein gasen egoera-ekuazioak ondoko adierazpena hartuko du:

lim (pv) = RT. (26 - 5)
B

Hemendik atera dezakegu gas ideal baten definizioa: «Gas ideala edozein presivtara-
ko aipaturiko egoera-ekuazioa betetzen duena da». Ikusitakoaren arabera, eta birialaren
lekenengo koefizientea kalkulatn ondoren, honelaxe idatz dezakegu gas erreal baten
egoera-ekuazioa:

]:v:RT(l+£+—Cg+.‘.). {26 -6)
vov

Argi dagoenez, B/v, CA2... horiek erlazio adimentsionalak izan beharko dute, eta
ondorioz, B, C... ezin dira tenperaturaren funtzioak soilik izan.

Puntu honi bukaera emateko, idatz dezagun gas idealen egoera-ekunazioa erabilga-
rriagoa den beste forma batean, hain zuzen, bolumen molarra boiumen osoaren funtzioan
jarriz, v = V/N delako ordezkapena eginez, Hori eginez, ondokoa dugu:

pV = NRT, (26-7)

26.1.1, Parametro intentsiboak eta estentsiboalk

Atal honi bukaera emateko, honako char hau egitea komeni da. Termodinamikan era-
biltzen diren magnitudeen artezn, bi eratakoak bereiz daitezke: intentsiboak eta estentsi-
boak. Bietariko adibide erraz bat jartzeko, esan dezagun presioa intentsiboa dela eta bolu-
mena estentsiboa dela. Hobeto ulertzeko, orekan dagoen sistema baten presioa, edozein pun-
tutan, berdina da. eta ez dira batzen sistema horretan puntutik puntura duuden presioak. Era
berean gertatzen da tenperaturarl dagokionez. Horiek parametro intentsiboak dira. Bolume-
narekin, ordea, ez da gauza bera gertatzen: sistema baten bolumen txiki edo partzialak,
partez parte, batu egiten dira sistema osoaren bolwmena lortzeko. Parametro estensibo bat
intentsibo bihurtzeko, sisteman dagoen mol-kopuruaz zatitu ohi da, lehenago bolumen
molarra kalkulatzean egin dugun bezalaxe. Barne-energia, bolumena, entropia eta abar aipa
ditzakegu parametro estentsibo modura. Notaziocari buruz, parametro intentsiboak letra
xehez izendatuko ditugu {p, v, u), tenperatura izan ezik (T}, eta estentsibogk, letra larriz

V. S, U).
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26.2. BARNE-ENERGIA. JOULE-REN ESPERIMENTUA

Aurreko gatan tkusi dugunez, sistema termodinamiko baten barne-energiaren aldaketa.
modu honetan adieraz dezakegu:

AU=0Q+ W (26 - 8)

YUYy, LAY
7 2 % %
% 2 ] % p; ;
M A=)
)T 9 77
M N
Yssrrers 77777777
a b

26.1, irudia. Gas idealarckin eginiko esperimentua. ay Hasierako baldintzak.
by Amalerako baldintzak.

Egin dezagun gas ideal batckin 26.1. jrudiagk adierazten duen esperimentua (zer
esanik ez, esperimentu ideala izango da). Demagun horma zurrun adiabatikoz inguraturiko
ontzi bat dugula (hau da, ezin da pasatu barrutik kanpora edo kanpotik barrura ez
materiarik. ez berorik, ez lanik). Ontzi horren erdian, trenkada bat ipini dugu. eta alde
batean gas ideala jarrt dugu p, presiopean cta T tenperaturapean. eta beste aldea hutsik utzi
dugu. Hori horrela, erdiko trenkada kendu edo zabaldu egiten badugu, ezkerreko aldeko
gasak ontzi osoa beteko du, prozesuan kanpoarekin inolako harremanik eduki gabe.
Amaierako presioa ela tenperatura p, eta T, izango dira. hurrenez hurren. Prozesu horri
espanisio adiabatikoa deritzo.

Esperientzia hori prakitkara cramateko aurkituko dugun problemarik handiena, horma
adiabatiko onak lorizean datza. Nola lor ditzakegu? Ba, hurbitketa ona litzateke, geure on-
tziz ontzi handiago batean sartuz eta bien artcan hotsa eginez lortutakea {ontzi handiaren
hormek ere adiabatikoak izan beharko lukete neurri handiencan). {Tkus 26.2. irudia)

VIS IS OTE IS I ITS TS

pl

hutsa
T

oo S SRR

hutsa
VTSI TIPS IS I IT IS

S N S

26.2, irudia. Horma adiabatiko egokiak lortzeke muntaia,

Kanpoko horma termostato batez eta bero-erregulagailu batez ontziaren hormen
tenperatura berhercan mantentzen badugu, ez da bere-harremanik egongo, ez kondukzioz,
ez konbekzioz.



Gas idealak 521

Geure esperimentura itzulirik, Termodinamikaren lehenenge printzipioaren arabera,
sisternan bertan beroaren eta Ianaren balantzea nulua denez, bame-energla ez da aldatuko:

0=0. W=0 = AU=0. (26-9)
Beraz, ondokoa idatz dezakegu:
UT, V)=UT, V). (26 —10)

Erlazio horrek ez digu ezer berririk argitu, berez. Baina, arazoa argitu naghian, joan den
mendcan Joule-k ondoko esperientzia egin zuen, barne-energiaren menpekotasunak
ezagutn nahian, eta horrek emango digu zerbait berr.

Urez beteriko upel adiabatiko batean ontzi bi sartu zituen {ontzi zurrun deforma-
gaitzak), bata bestarekin hodi batez baturik, eta erdian giltza bat ipinirik. Batean gas bat
ipint zuen eta bestean hutsa egin zuen (ikus 26.3. irudia). Gero, giltza zabaldu zuen, eta
Iehenengo ontziko gasak espantsioa jasan zuen.

26.3, irudia, Joule-ren esperimentuvaren craikuntza.

Eduki dezagun kontuan ezen ontzi bien hormak ez zirela adiabatlikoak; baina
zurrunak zirenez, gasak. bere espantsioan, ez zuen kanpoaren aurka lanik egiten. Qrduan
bero-transferientziarik balego, uretan sarturik zegoen termometro batez neur zezakeen
haren tenperaturaren aldaketa nabarituz.

*

*

Eta horrelaxe egin zuen Joule-k, eta urak inolake tenperatura-aldaketarik izan ez
zuela ikusi zuen. Beraz, espantsica isotermikoa izan zen, eta horren ondorinak berehala-
koak dira, jarralan ikusiko dugunez.

Tenperatura-aldaketarik ez dagoencz,

T,=T, (26-10)
eta, bestalde, AT, V) = U(T,.V) gertatzen denez, ondorio hau atera dezakegu,
—a—g =10, (26 -12)
av

hau da, barne-cnergiak ez duela V-rekiko menpekotasunik. Azkenik, honako emaitza hau
idatz dezakegu:

U=U(T. (26 — 13}

Alegia, barne-energia tenperaturaren funtzioa da.
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Geroztik, askotan aztertu 1zan da gauza berbera, eta lortu ere egin da {J delakoak p
eta V-rekiko menpekotasunik baduela, Zergatik ez zuen, ba, Joule-k menpekotasun hori
nabaritu? Erantzuna erraza da: urak eta ontziak zuten bero espezifikoa, gasarena baino
askoz handiagoa zen —mila bat aldiz handiagoa— eta nghiz eta horrek {gasak) tenpera-
tura-aidaketa nahiko nabaria izan, termometrogk cz zuen inolakorik detektatu,

Haia ere, Termodisamikaren bigarren printzipioaren grabera {hurrengo gaian kusiko
dugunez}, erraz ikus daiteke, gas idealen egoera-ekuaziotzat onartu dugun ekuazioa (hau
da, pV = NRT ekuazica) betetzen duen gas baten barne-energiak tenperaturaren funizioa
izan behar duela soilik, hau da, U = U(T). Beraz, hauxe da gas idealetarako bigarren hurbil-
keta: U = U(T) dela esatea, V edo p-rekiko menpekotasuna arbuiaturik. Hau ez dugu harri-
tzekoa, p cta Vrekiko dependentzia T-rekikoa baino askoz ere txikiagoa baita. Beraz, gas
idealak ondoko ekuazioak betetzen ditu,

pY=NRT ea U=UT), (20 - 14)

eta edozein gasek ere ekuazio horiek nahike ondo betetzen ditu presio txikietan, esperien-
tziak frogatu duenez.

26.3. BERO-AHALMEN ESPEZIFIKOAK. MAYER-EN ERLAZIOA

Egocra-ekuazioa cta barne-energia ezagutuz gero, erraz ikus ditzakegu aurreko gaian
definituriko magnitudeen gorabeherak (kasu horretarako). Kenkretuki, bero-ahalmen
espezifikoen arteko erlazioa. Gogora gaitezen bero-ahalmen espezifikoen esanguraz {ikus
254, atala): tenperatura-aldaketarekiko bero-aldaketak azaltzen dizkigute. Baina aldaketa
horiek hainbat prozesu desberdinen bidez egin ditzakegu; horien artean, lortu nahi dugun
erlazioarekiko interes handiz dutenzk bolumen ela presio konstantekozk dira, ¢, eta ¢,
adierazten dizkigutenak, alegia.

Horretarako, dakusagun 26.4. irudia. Hain zuzen, p—V diagrama bat da, eta bertan bi
lerro isotermo (T = kte) ageri zaizkigu. Baina, ikusi dugunez, {J = U(T) da gas idealen
kasuan (eta presio oso txikian gas errealen kasuan ere). Beraz, lerro isotermoak isoenergeti-
kozk ere izango dira, hots,

T=kte —» U=kte. (26 ~ 15)

Pt

26.4. irudia. Bi lerro isotermoren arteke prozesuen adierazpena p-V diagra-
man,
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Honela, ba, eta bi lerro isotermo ditugula, T eta T + df 1sotermoak, batetik bestera
edozein bidetatik joanez gero, energia-aldaketa berdina izango da. Horrela, trudiko hiru
prozesuen kasuan,

AU, =AU, =AU, . (26 — 16}
{Kasu honetan, aldaketak infinitesimalak dira).

Demagun orain, V = ktez dueneko prozesuva eragin diogula gas idealaren mol bati
(26.4. irudiko ab prozesua, 26.5.a ontzian egina). Definizioz, honako hau idatz dezakegu,
aurreko gatan ikusitakoaren arsbera:

80 =c¢,dT, (26 -17)
Zeren
. AQ
.= lim—= _
Cy nl_l;]l AT {26 - 18)

baita. Bestalde, V = kiea denez, eta espantsiorik ez dagoenez, lanik ez da egiten, eta
lehenengo printzipioaren adierazpenean W = 0 da; ondorioz hauxe dugu:

du = ¢, dT. (26— 19
A 7 4 7
R
/ % 2
7 % Z
s
7 7 %
77
a b

26.5. irudia. a) V konstantea duen prozesua. bj Presio konstantea duen
prozesua.

Baina lehen esan dugunez, segi dezagun orain ad prozesu isobaroa (p = ktea). Lerro
horrek isctermo berberak lotzen dituenez, bare-energiaren aldaketa aurreko kasukoaren
berdina izango da. Prozesu hau, presic konstanteko pistoi bat duen ontzi baten bidez egin
daiteke {26.5.b ontzia). '

Kasu honetan, eta modu berean, definizioz, hauxe idatz dezakegu:
80 =c,dT, (26 -20)
OW=—pdV. ' {26 - 21)
Baina gas idealen egoera-ekuazioa gogoratuz, eta mol bakar bat dugunez (¥ = 1),

pY=RT — pdV=RdT, p=ktebaitg, {26 - 22}
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OW=—pdV=-RdT. {26 -23)
Arkenecan. lehenengo printzipioaren arabera. hauxe 1datz dezakegu:
dU=90Q0 + W =¢c,dT- RdT=(c,- R) dT. (26 - 243

Baina. lehen esan dugunez, prozesu isokorean (V = kiea} eta isobaroan {p = ktea) barne-
-epergiaren aldaketak berdinak dira. Beraz, (26-19) cta (26-24) konparatuz,

dU=c,dT= (c,~R)dT — c,=¢,~R. (26— 25)

eta hemendik:
c,—v=R, (26 - 26)
Kasu orokorrean, gas idealaren mol bakarra izan ordez, N mol baditugu:
C,-C,=NR (26 - 273
Eta hauxe da Mayer-en erlazioa. Esperientziak frogaizen duenez, gas errealek nahiko ondo
betctzen dute Mayer-¢n erlazio hau, presio ¢z handiegien kasuan behintzat.

Ohan modura diogun, garapen honetan jarritako letrak ez direla nahastu behar,
Gogora dezagun bakeitza zer den:

¢ ¢y bero-ghalmen espezifiko molarrak.
C, Cyi bero-shalmenak. Hain zuzen, C, = Ne, eta C, = Ney dira.
Mald bakar baten kasuan, € = ¢ da, noski.

Orokorrean, intuitiboki ere uler daiteke erlazio horien zergatikoa, zeren, prozesu hatean
bolumena konstante mantentzen bada, sistemari emandako bero-kantitatea oso-osorik era-
biltzen baita beraren barne-energia gehitzeko {azken batez, sistemaren tenperatura gehitze-
ko). zeren. bolumenak konstante dirauenez, ez baitu lanik egiten. Aldiz, presioa konstante
mantentzeak sistemarcn bolumenaren aldaketa batera eramango gattu (espantsio batera,
hain zuzen}. Beraz. sistemari emandako bero-kantitatea ez da bakarrik erabiliko beraren
tenperatura igotzeko. baizik eta parte bat kanpoko indarren kontrako lan bat egiten cre gas-
tatuko da. bolumena handiagotzeko. Beraz, azken kasu honetan, bero-kantitate handiagoa
beharko genuke tenperatura-aldaketa berbera lortzeko. Ondorioz, ¢, > ¢y izango da.

Halaber, presio txikietarako, gas monoatomikoetan ¢, eta ¢, direlakoen balioak hona-
ko hauek direla diosku esperientziak:

‘o :%R' . - % R (26 - 28)

Emaitza horick gasen teoria zinetikoan oinarrituz ere lor daitezke, beraien barne-energia
osoa translazio-encrgia zinetikotzat soilik kontsideratuz. Horrela, goike balicak gas nobleen
eta bapore metalikoen kasuan erabili ohi dira.

Modu berean, gas biatomikoen kasuan (N,, O....},

c, = %R eta ¢, = % R (26 -2
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direla ikusi da, zeren, kasu honetan, translazio-energia zinetikoaz gainera, biraketa-energia
zinetikoa ere kontuan hartu behar baita, hots,

e, =cy +ci (T, (26 - 30)

¢, delakoak T-ren menpekotasuna baitu ¢'W{T) modura, hots, bibrazioei loturiko funtzio
horren modura. Gauza berbera dugu ¢, defakoaren kasuan, Mayer-en erlazioak zuzenki
adierazien digunez:

c,=R+e, =(R+ep)+el(Ty=c) +cy(T). (26 — 31)

Baina esperimentalki frogatua izan denez, ' (T) = ¢’ (T) da, ela ondorioz, hauxe idatz
dezakegu:

¢, = cﬂ + c;,(T}. (26 - 32)

26.4. GAS IDEAL BATEN GAINEKO PROZESU ADIABATIKO ITZULGARRIAK

Demagun gas ideal baten N mol ditugula, eta horietan prozesu bat eragin dugula. Dema-
gun, era berean, prozesu horretan sistemaren eta kanpealdearen arteko bero-harremanik ez
dagoela (hau da, prozesua adiabatikoa dela).

Prozesua adiabatikoki iragan dadin, hurbilketa ona lor dezakegu prozesu arina behar-
tuz, holakoetan sisteraren eta inguruko unibertsoaren arteko bero-harremanak oso geldoak
baitira; baina hon ez litzateke prozesu itzulgarria izango. Edozein modutan, guk prozesu
hori posiblea dela kontsideratuko dugu, nahiz eta praktikan baldintza guztiak ezin bete.
Prozesu adiabatiko horietan, sistemak berak kanpoko indarren aurkako lana egin dezake,
edota kanpokoek [ana egin sisternaren gainean, eta beraren tenperatura aldatu egin daiteke,
kasurik orokorrenean. Egin dezagun, baldintza horien pean, Termodinamikako lehenengo
printzipioaren araberako balantzea,

Horretarako, har dezagun prozesu osoaren zati infinitesimal bat. Prozesua adiabatikoa
denez, &2 = 0 izango da, eta, sistemari dagokionez, 4/ = Ne,- dT eta W = —p dV dira.
Beraz,

dli=80 + 8W=—p dV = Nc, dT. (26 - 33)
Bestalde, eta gas idealen egoera-ekuazioa ezaguna dugunez, honako hau idatz dezakegu:
pdV+ Vdp=NRdT, {26 - 34)

eta azken bi adierazpen hauen artean 47T ezabatuz,

R
pdV+Vdp=——pdV, (26 - 35}

iy

eta hemen Mayer-en erlazioa kontuan hartuz,

[
pdv+wp=—(—*’—1]pdv (26— 36)

¢y

Vdp=—-wdv, (26 - 37)



526 ) Fisika Orokorra

nen

=y (26 - 38

egin dugun. Balio honi “indize adiabatikoa™ deritzo, eta beraren funtzioan ekuazio
diferentzial hau dugu:

d dv
LiyZ=p (26 - 39)
P v
26.4.1. Lerro adiabatikoak

Kasu adiabatikoan ¥ = kica kontsidera dezakcgunez. azken ekuazio hori integratuz,
ondckoa lor dezakegu:

Inp+ yinV=kieca, (26 — 40
pV7=ktea. (26 -41)

I

pV7 =ktea

v

26.6. irudia. Lerro adiabatikoak p—V diagraman.

Horixe da lerro adiabatikoen ekuazioa. Ekuazio hori beste aldagaien funtzioan cre
adieraz. daiteke, egocra-ekuazioaz baliatuz. Honela, katkulu erraz batzuk eginez, hauexek
lor daitezke:

}(—1

TV ' =ktea eta Tp’ =ktea, (26 — 42)

26.4.2. Lerro isotermoak

Bestaide, ikus dezagun prozesu isotermoetan zer gertaizen den, hau da, tenperatura
konstatepean eginikoetan. Horretarako, sar ditzagun gas ideal baien ¥ mol ontzi batean
horma diatermanoz iaguraturik. Gauzak horrela, espantsio bat eragin diezaiokegn gas
idealari. Kasu honetan, prozesuen gorabeherak ekuazio honek azalduko dizkigy,

pV = NRT = kiea, {26 - 43)

zeren T = ktea baita eta N-k konstante baitirau prozesuan zehar.
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Beraz,
pV =ktea (26 — 44)

da gas idealen lerro isotermoen ekuazioa.

')

T <T,<T,«T, 1%

26.7. irudia. Lerro isotermoak p—V diagraman.

Bukatzeko, ikus dezagun lerro adiabatiko eta lerro isotermoen arteko erlazica.
Horretarako, p-V planoko edozein puntutan bertatik pasatzen diren mota bietako lerroen
maldak kalkulatuko ditugu. Lerro adiabatikoen kasuan, pV? = kiea den¢z, berau beste era
honetan idatziz, p = &/V’, maldaren balioa ondoko deribatuak emango digu:

dp k r
“p_ Y ‘7’3' {26 - 45)

=-y

adiab

Hauxe da lerroen malda, negatiboa, espero izatekoa zenez,

Lerro isotermoen kasuan, gauza berbera egingo dugu:

pV=k' = p=kIV, (26 - 46)
dp k
- :_F:_%‘ (26 - 47)

Ikus dezakegunez, forma aldetik guztiz antzekoak dira batak eta besteak, y faktorea
positiboa baita; maldaren balioa aldatzen da soilitk. Bestalde, ¥ > 1 da bet, ¢, > ¢y baita;
horregatik, lerro adiabatiboek lerro isotermoek baino malda handiagoa dute (handiagoa
balio absolutuan}). Puntu beretik pasatzen diren lerrc adiabatikoaren eta isotermoaren
arteko desberdintasuna 26.8. irudian adierazi da grafikoki. Analitikoki eginez,
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lerro
adiabatikoa

lerro
isotermoa

26.8. Irudia. Puntu batetik pasatzen den lerro adiabatikoarcn malda, bertako
lerro isotermoarcna baino handiagoa da.

dpldv

adiab

=y>l. 26 - 48
diav ( )

k0L
26.4.3. Espantsio adiabatikoan eginiko lana

Ariketa modura, kalkula dezagun gas ideal batek espantsio adiabatikoan eginiko lana.
Aurreko gaiaren lanaren adierazpenetik,

¥
W= J' pdV——kJ & Loy (26 - 49)
-y
Baina
k :
KV =V =Y (26 - 50)

denez, balio hori ordezkatuz, ondokea dugn azkenean:
p.Vi —pY
¥ -1

W=— (26— 513

Hau da, hasierako eta bukaerako presio eta bolumenak ezagutuz, ez da gauza zaila eginiko
lanaren balica kalkulatzea.

Aipaturiko balioak czagunak ez badira ere, baina prozesuaren hasicrako eta bukae-
rako tenperaturak ezagunak badira, beste bide hau segi dezakegu. Termodinamikaren
lehenenge printzipicaren arabera, prozesu adiabatikoetan hauxe idatz dezakegu:

dU = 80 + 6W = &W, {26 - 52)
zeren 0Q = ( baila. Baina dUJ = Ne, dT denez,
W = Ne,. dT. {26 — 53}
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Azken hau integratuz, ¢~k tenperaturarekin konstante diravela suposatuz, erraza da
lanaren adierazpena lortzea:

T:
W=J'dW=~Nc,,(T,—1;) (26 - 54)
T

Aipaturiko prozesu isotermo ela adiabatikeez gain, idazle batzuek bien artean
daudenak ere definitzen dituzte, prozesu polifroptkoak deiturikoak hain zuzen ere. Azken
hauek betetzen dituzten ekuazioak, pV* = ktea eratakoak dira, non | < & < yden. Edozein
modutan, gu ez gara hemen prozesu horietaz arduratuko.

26.5. GASEN TEORIA ZINETIKOA

Edozein behatzailek, besterik gabe, munduaren irudi jarraitua du. Eta geuk ere horrela
tratatu izan difugy {iburu honetan materia eta beraren propictateak. Baina hainbat gertaerak
fisikariak materia gauza desjarraitua edo ctena dela sinestera eraman zituzten. Aipa ditza-
gun, adibidez, gorputzen konprimagarritasuna, gasen portaera berezia, eta abar. Gaur egun,
denek onartua den zerbait da, gorputzak mikroskopikoki partikulaz osaturik daudels, nahiz
eta hauen izaera oso eztabaidatua izan den gaur egun arte.

26.5.1. Gasen teoriq zinetikorako sarrera

Ikuspuntu honen arabera ere egin dezakegu fenomeno fisikoen azterketa, beste
bidetatik heldu garen ondorio berberetara heldurik. Hauxe da, zuzenki, teoria zinetikoa-ren
oinarria. Azterketa hau nahi bezain zabal egin dezakegu (gasei ez ezik, likidoei ere aplika
geniezaieke aipaturiko teoria), baina hemen ¢z dugn hiruzpalau puntu besterik tratatuko,
azaletik ikuvsirik gainera.

- Horretarako, lehenenge eta behin, sinplifikazio bat egingo dugu. Horren arabera, ato-
moak eta molekulak {partikulak, hitz batean) esfera zurrunizat hartuko ditugu, beraien
konposizioa kontuan hartu gabe. Esan dugunez, sinplifikazio bat besterik ez da, eta hori
egitean, zenbait fenomeno teoriatik kanpo utziko ditugu, hala nola fenomeno optikoak,
elektromagnetikoak, nuklearrak eta abar.

Bigarren pauso modura, partikulen arteko indarrei buruzko kontsiderazic batzuk
egingo ditugu, Espero izatekoa da, partikulen arteko nolabaiteko indarren bat egotea, beste-
rik ez bada cre, indar grabitatorioa behintzat, Bestetik, gorputzak osatzen dituzten parti-
kulen arteko loturak ikusiz, arbuiagarriak direla ikus dezakegu, partikulen artean beste
indar zeharo biziagoak baitaude, indar nahiko korapilatsuak bestalde, ez baitira lotzen lege
sinple batera. Edozein modutan, indar hauetariko batzuk elektrikoak dira, eta ez dute
distantziaren karratuaren alderantzizko proportzionaltasunaren lege sinplea segitzen.

Partikulen arteko distantzia handia denean, indarra erakarlea eta oso txikia da, baina
elkarren hurbilean aurkitzen direnean, beraien nukleoen diametroaren araberako distan-
tziatan, indarrak biziro aldaratzaileak dira.

Ikus ditzagun aurreko irudietan horrelako efkarrekintza-motari dagozkion eremu eta
indarraren grafikoak. Kasu honetan, partikula bik osaturiko sistema baten Lennard-Jones-
en potentziala marraztu dugu, bi gaiez osaturikoa: bata, erakarlea, /*-ren proportziozkoa,
eta bestea, aldaratzailea, r*?-ren proportziozkoa. Potentzial bien batuketaz lortzen da
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potentzial emresultantea, lerro jarraituaz marraz-
tutakoa. Polentrial horrek, ikus dezakezucnez,
minime bat do, r, distantziara. Ondorioz, dis-
tantzia horretara, indar erresultantea nulua
izango da, ela hasierako higidurarik ez balego,
mekanikak dioskunez, oreka egonkorrean segi-
tuko [ukete. Baina hori ez da gure kasuna izaten,
partikulak higidura erradial erlatiboan an baiti-
ra eta oteka egonkorra lortuko halute, materia
guztiak egoera kondentsatutara joko bailuke
(solido edo likidora. alegia). Are gehiago, ¢z
genuke atmosferarik edukiko, partikula guztiak
lurrazalera amilduko bailirateke grabitatearen
eraginez. Garbi dagoe horiek guztiak ez direla
gerlatzen, eta horren zergatikoa partikulen
energia zinetikoan datza.

Vi

Esandake horrek partikuiak higidura batez
ari direla esan nahi du, eta beraren eraginpean,
molekulek, atomoek (partikulck, hitz batean),
elkarrekiko higidura dute, eta grabitate-indarrik
ez balego, partikulak uniberisoan sskabanatuko
lirateke, higidura kaotiko horren eraginpean
sakabanatzera jotzen baitute. Horrekin ere segi
genezake, baina testu honetako helburuetatik
kanpo geratzen da. Luburbilduz, hauxe esan de-
zakegu: partikulen higidura higidura termikoa-
ren, grabifatearen ela indar elektromagnetikoen
artean lortutako oreka da.

indar aldaratzailea -

=y

indar erakarlea

b

26.9, irndia. a) Lennard-lones-cn potentziala.
b) Potentzial hosri dagokion indarra.

Aurrerago ikusiko dugunez, higidura ho-
men gbiadura handituz doz T tenperaturarekin,
beraren funtzioa baita. Horrela, T handituz doa-
nean, gorputza egoera solidotik likidora doa, eta honetatik egoera gaseosora, beren mugi-
menduoetan partikulek geroz eta askatasun handiagoa lorturik,

Horick guztick kontuan harturik, besterik gabe, has galtezen teoria zinetikoaren
gainctiko azterketaz.

26.5.2. Materia nolakoa den

Esan dugunez, materia partikula mikroskopikoz osaturik dage. Gorputz puruen
kasuan, partikula guztiak berdinak dira. Partikula horiek, bai atomoak zein molekulak izan,
0s0 1xikiak direnez. molekula gramo bat {mol bat) partikula-kopuru oso handiak osatzen
du. Gainera, edozein gorputz kimikoren molekula gramo bat osatzen duten partikulen
kopurua, teortaren konstante tipiko bat du, Avogadro-ren zenbakia deritzona, materiz-mota
guztictan berbera dena. Orain arte, zenbaki horren baliorik zchatzena kristal baten geruza
molekularren arteko distantziak neuttuz lorta izan da, X-izpiez baliatuz. Hauxe da:

Ny =0,02216 107 molckula/mol. {26 — 85}
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Zenbaki hori czagutuz, edozein atomo edo molekularen masa lor dezakegu.

Nola agertzen zaigu partikula-multzo izugarn horl materiaren barnean? Ba, hiru mota
desberdinetan: egoera solido, likido efa gaseosotan. Egia esan, laugarren egoera bat ere
atpatzen da, plasma deritzona. Egoera horretan, atomoek elektroi guztiak galdu dituzte;
izatez, baldintza oso gogorretan lor daiteke soilik plasma, hala nola izarretan ede labora-
tegietan, eremu magnetiko oso hand: baten menpean, Gu ez gara hemen azken egoera
horretaz arduratuke. Lehenengo bi egoeretan, hau da, egoera kondentsatuetan, ondoz
ondoko bi partikula arteko distantzia konstantetzat har dezakegu. Partikulen arteko [oturak
{kohesio-indarrak} gogorrak dira, eta partikulak horretara behartzen dituzte, alegia, orekan
beren arteko batez besteko distantziak denboran zehar konstante mantentzera. Horrek ez du
esan nahi partikulak geldi daudenik; bai batean zein bestean, partikulek bibratu egiten dute,
baina bibrazio-zentroek lehen esandakoari jarraitzen diote (horregatik jarri dugu ‘batez
besteko distantziak’ izena).

:/ i ’_c/\
L
i } e

& ¢

)

26.10. irndia. Sistema kubikoan kristafizatutake gorpuiz biatomiko baten
kristala. Atomoen arteko lotura, zurruntzat baino elastikotzat hartu behar duga.

* Bestetik, egoera likidoan Ibturek ez dute egitura finkorik mantentzeko adinako inda-
rrik. Eta horretan bereizien dira solidoak eta likidoak: azken hauek soilik lokalki gordetzen
dute finkapen hori; solidoek, ostera, beren osotasunean (ikus 26.10. irudia}.

Egoera gaseosoan, lotura-indarrak hain dira motelak, nuluak direla kontsidera deza-
kegula. Eta noski, partikulen arteko kokapena guztiz aleatorica da. Plasmei ere, gasen
eredua aplika geniezaicke,

Beraz, materia berbera egoera solidotik likidora eta likidotik gaseoscra igarotzean,
desordena handituz doa; partikulek gero eta askatasun handiagoa dute, hau da, energia
zinetikoa irabazten dute, eta tenperatera igoz doa, aurreko gaian eta gai honetan bertan

ikusi dugunaren arabera. .
v, txikia v, ertaina v, handia
£, ixikia E, ertaina £, handia
Solidoa Likidoa Gasa

L.
=g

E;
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Hori da. nolabait, alboko eskeman adierazi dena, non E, energia zinetikod eta U,
batez besteko abiadura koadratikos diren.

Geure azterketan, egoera gascosoca aztertuko dugu, eta letura-indarrak nulutzat
onartuko ditugu, talka-uncetan izan ezik.

26.3.3. Higidura browndarra eta batez besteko abiadura koadratikoa

Gure sinplifikazican, gauzak honelaxe doaz gasaren barnean: Partikulek. higidurs
uniformea dutela, ibilbide zuzenak betetzen dituzte. Noizean behin, horictako bik talka
egingo dule elkarrekin, eta bien abiadura, bal moduluz eta bai norabidez, aldatu cgingo
denez, beste ibilbide berrizk (lehen bezala uniforme eta zuzenak) hasiko dituzie.

Honela, ba, mikroskopikoki gas bat behatuko bagenu, honako hau ikusiko genuke:
partikula-multzo handi bat, eta bertan partikula bakoitzak nolanahiko norabideko ibilbidea
betetzen, noizean behin beste partikulen aorkako talkak dituela.

Hori ederto nabari daiteke edozein likidotan, masa handiko molekulak sartzen baidin
baditugu (hau da. mikroskopioar. tkus ahal daitezkeenak). Orduan, molekula horien gora-
beherak segitzen baditugu, beraien ibilbideak hautsiak direla ikusike dagu, Higidura horri
higidura browndarra deritzo. Einstein izan zen higidura browndarraren azalpen teorikoa
egokiro eman zuen lehena, 1905, urtean.

Geure eredu sinplifikatuari jarraiturik, partikulen egoera zinematikoa adierazicko,
ezin dugu partikula bakoitzaren abiadura eman. Guztien abiadurak berdinak direla onartuz
{moduluz, noski}, modulu horren karratua honelaxe adieraz daiteke:

v =vl +v; +ul, (26 - 56)

non v,. v, v edozein partikularen abiaduraren osagaiak diren. Dena den. orokorki hori ez
da gertatzen {are gehiago. inoiz ere ez), eta partikulek edozein abiadura eduki dezakeie.
Demagun, dauzkagun partikulak N direla. eta horien abiadurak w(v,, v, v,) direla. Par-
tikula guztiek x norabidean davzkaten osagaien karratuen batez besteko balioa hanxe da,
definizioz:

=—> vl (26— 57)

Beste osagalekin, gauza bera gertatzen da. Orduoan, partikuletarako ezaugarritzat har
daitekeen balioa, abladura osoaren karratuen batezbestckoa da: batez hesteka abiadura
koadratikoa, hain zuzen ere. Hauxe da:

U,,E-;F—Z(Uf+v+vj)=[§+v_+u_] (26— 58

Bestalde, partikulek espazioan norabide berezink segitzen ez dutenez (hau da, higidurak
guztiz kaotikoak eta arbitraricak direnez). ondokoa idatz dezakegu:

L]
w|

(26 - 5%

:-(C:r41
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Ondorioz:
=
vf=u2=u§:%ﬂ. (26 - 60)

Estatistikoki, partikulen kopurua hain handia denez, banaketa-funtzio bat defini deza-
kegu, N(v}, eta v edozein partikularen abiadura bada, N(v)dv gaiak v eta v + dv abiaduren
tartean zenbat partikula dauden adieraziko digu.

Horrela, batez besteko abiadura koadratikoaren adierazpena hauxe izange da:

22 = L {(Vivav. (26— 61)
N

Integralen mugak 0-lik ° -ra doaz, abiadura posible guztiak sartzekotan. Aipaturiko N(w)
horrek veta v + dv tartean abiadura-unitateko dauden partikulen kepurua adierazten digu.
Hortik, partikula guztien kopurua honelaxe lor daiteke:

N= ﬁv(u)a’u. (26 - 62)
0

Qndorioz, gaseko partikula guztien batez besteko energia zinetikoa, modu honetan
idatz dezakegu,

mfv? + v} + vl (26 - 63)
edota, aurreke banaketa-funtzicaren arabera,

E = % m ovw(u)du, (26 — 64)
partikula bakoitzaren masa den m delakoa konstantetzat hartu baitugu,

26.5.4. Presioaren lorbide bertia

Demagun 26.11. irudian ageri den partikula. Gasa daukan ontziak partikularen
ibilbidea oztopatuko du, Tkus dezagun zein den partikula horrek enboloari emango dion
bulkada. Kasurik idealenean, talka guzfiz elastikoa dela kontsideratuko dugu. Horrela,
partikulak hormaren aurka talka egin ondoren, hormaren perpendikularra den osagaia
aldatuko da soilik, eta besteek konstante iraungo dute, hots: '

v,=-v, Y =v, v =v. (26 - 65)

LS

Lehen definituriko N{v) banaketa-funizioak V bolumenean zeuden partikula guz-
tietattk U abladura zeukatenazk zenbat ziren adierazi digu. Baina partikulen abiadurak ez
dira soilik banatzen abiaduren moduluak hartuz, beraien norabidez ere baizik. Beraz,
abiaduren banaketa-funtzioak espazioko norabideak ere kontsideratu beharko ditu. Orduan,
zenbat izango dira gure bolumenecan ez soilik v abiadura {moduluz} daukatenak, bainaz v
bektorearen norabidean ere dauden partikulak? Azken hau, M*(v) banaketa-funtzioaz
adieraziko dugu.
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26.11, irndia. Partikula baten ibithidearen adieruzpena, enboloarekin talka
egitean,

Norabide baten tarte infinitesimala {(edo ingurua) espazioan, angelu solido infinitesi-
malaz adierazteko ohitura dago. Koordenatu esferikoetan, 26.12. irudiko gainazal infini-
tesimalari dagokion angelu solido infinitesimala dw da. Zirkunferentzia batean erradianak
definitzean egiten den bezalaxe, esfera oso bati dagokion angelu solido osoak 47 este-
reorradian balio du; hots, haren azalera osoaren, 47r°, eta erradicaren karratuaren bidezko
zatidura da, Beraz, 26.12.a irukiko azalera infinitesimalari dagokiona honelaxe adieraz
daiteke:

2ot
rsmbdpd _ o6a64s. (26 - 66)

a

26.12. irudia. a) Edozein norabideren inguruke angelu solidoa. b) dS azalerari
dapokion angelu solido infimtesimalaren definiziorako elementuak.

O puntutik ikusitako azalera infinitesimala norabide erradialaren perpendikularra ez
balitz, irudian dS-rekin gertaizen denez, orduan ¢S azalerari eta berari dagokion proickzio
esferikoart (dS, azalerarl) dagozkion angelu solidoak berdinak lirateke (26.12.b iradia).
Kasu honetan,

dar = ds, _ dScosa. (26 - 67)

b 2
r t
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Eranskin honetan finkatuz, ikus dezagun definituriko banaketa-funtzio bien artean
betetzen den erlazioa, M{v)-ren eta N*(v)-ren artekoa, hain zuzen ere. Ez da zailegia
ondoko erlazio hau betetzen dela ikustea:

Nw)= [+ (v)don, (26 - 68)

zeren, A*(v) banaketa-funtzioak v abiadura eta painera v bektorearen norabidean dauden
partikulak adierazten baldin baditu, espazioko norabide eta noranzko guztiak hartzean
(horregatik integralaren mugak, esteorradianetan adierazink), hortik lortuko dugun emai-
tzak vabiadura duten ontziko partikula guztien Kopurua emango baitigu.

Geure buruari egin diezaiokegun hurrenge galdera hauxe da: Zein izango da, dauz-
kagun partikulen artean, v eta v + dv abiaduren tartean eta gainera dw-k seinalatzen duen
norabidean aurki daitezkeen partikulen kopurua? Probabilitateaz baliatuz, alde batetik, esan
dugunez, v abiadura daukatenen kopurua ¥(v) bada, veta v + dv abiaduren tartean izango
ditugunak N{v)dv izango dira, eta gainera hauek v konkretu baten inguru infinitesimalean
egon behar badute {dw-k seinalatutakoan)}, azken probabilitate hau day¥4n denez (espazioko
norabide guztiek probabilitate berdina dutelako}, baldintza biak betetzen dituzten partiku-
len kopurua bien biderketaz tor daiteke, honelaxe zehazki:

[N w)d]- Ej?)) ~ [N * (v)dwldv, (26 - 69)

non N(v)dvu, v eta U + du tartean dauden partikulak diren, davdn delakoa espazioko
konoan egoteko probabilitatea, eta N¥(vidw delakoa aipaturiko konoan v-ren norabidearen
inguruan eta ¥ balioko abiadura daukaten partikulak.

Azkenez, banaketa-funtzioei buruz hauxe idatz dezakegu:
'J:N(v)dv =N, 26-70)
hori (26-61) adierazpehean frogatu batkenuen, edota:
4
ijN*(v)da):N‘ (26 - 71)
{} (i N

Aplika dezagun ikusitakoz presicaren lorbide berrirako. Hain zuzen, 26.13. irudian,
dS balioa hormaren edo enboloaren azalera infinitesimala da. Hormarekin partikuiek
dauzkaten talkak guztiz elastikoak direla onartuko dugu. Katkula dezagun 45-rekin v abia-
duraren inguruan (bai moduluz eta bai norabidez) talka egiten duten partikulen kopurua i
denborz-tarte infinitesimalean. Begi bistan dagoenez, aurrerago marraztutako zilindroan
dauden partikulak izango dira esandako baldintzak betetzen dituztenak, noski. Talka ho-
rietan, lehenago esan dugunez, partikulen abiadurak z-ren norabidean aldatuko dira soilik
{v, baliotik —u, baliora pasatuko dira), eta partikula bakoitzak talkaren ondorioz jasango
duen momentu linealaren aldaketa, —2mv. izange da. Alderantziz, hormak jasango duen
bulkada, 2mv, izango da.
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26.13. irudia. Presiosren lorbiderako elemenivak.

Ontzi osvan dauden partikulen kopurua N bada. marraztutako zilindro infinitesi-
malean daudenena

{(N/V) dS vt (26 -7

izango da, ela hauen artean, esandako baldintzak betetzen dituztenen kopurua honako hau:
nf f #(v)dudw] dS v.dt, (26 7%

non n = NV eta f*(v) = N*(vy/N diren. Azken honek partikula bakoitzeko v abiaduraz eta
gainera u, bertsoreak seinalatutako norabide eta noranzkoan zenbar dauden adierazten digu.
Hitz batean, (v} delakoa, N*{v) banaketa-lumzioari dagokion funtzio birnormalizatua da.
Ondorioz, surrerago idatzitako integralak era honetan berridatziko ditugu:

bad 4 =
duo=] f*{vido=1 cta jf(t})dU:l, (26 — 74)
1) } 4]
zeren £ Uy = N(OVN izango baita.

Idatzitakoarekin, dS azalera infinitesimalak jasango duen bulkada hauxe izango da:

(if * (v)dadvdSv.di 2mv, = [n_f(u)du i—‘” u_drds)2mv_. (26-175)
| : ) 0, :

lehen ikust dugun berdintza bat kontuan hartuta. Aurrekoa dt delakoaz zatitzean, 45k ja-
sandako indarra lortuko dugn, eta ondoren dS delukoaz zatitzen badugu, hormak jasandako
presioa, alegia:

d'p = nf(v)- 2mu’ --Cj’—m—dv, (26 - 76}
T 4m

non d®p jarri dugun, zeren presio hori hirugarren ordenake diferentziala baita.

Bestalde,
v.=uvcos8 ecta dw=sinBd8d¢ (26 17

dira, azken hau atzl hoaetan bertan ikusi izan dugunez. Aurrcko ekuazioan balio horiek
ordezkatu ondoren, egin dezagun v bektoreari dagozkion norabide posible guztietarako
integrala. Horrela, v eta v + dv abiaduraren tartean dauden partikula goztiek hormak
jasaten duen presio osoan daukaten ekarpena lortuko dugu. Hosi eginez,
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i 2

:—unf(v)du muv jdq& cos” &In&fﬂ—lnmv “fudvu. {26 - 78}

Azken integralean & angeluarekiko mugak 0 eta #/2 dira, eta ez 0 eta 7, zeren 45
cainazalera alde bakar batefik heltzen diren partikulak kontsideratu behar baititugy, cta ez
alde bietatik hel daitezkeenak,

Azken pauso batean, kalkula dezagun abiadura guztietako partikulek hormaren
gainean eginiko presioa. Horretarako, beste integrazio bat besterik ez dugu egin behar,
kasu honetan abiadurarekikoa. Abiadura guztietako partikulak sartzeko asmogz, integralaren
mugek Ctik infinitura joan beharko dute. Horrela eginez,

p= —nm_[ V2 f (V) = %nmvm, (26 -79)
zeren, lehentxoago ikusi dugunez,
ol = ij“}’f N(v)dv = J’EZ F)dv. (26 — 80)
TN 0

Honen arabera, beraz, presioak badu zerikusirik gasa osatzen duten partikula mikroskopi-
koekin. Tkus derakegunez, haien talka diskretuz sortzen da presioa. Ez da, ba, kontzeptu
jarraitga.

Biderka dezagun orain presicaren adierazpen berria ontziaren V' bolumenarekin, eta
berrordetia dezagun, emaitza honetara iritsi arte:

1 - 2 1 = 2N [ 1 —'2—]
V=—nVmy =—N-—mv, =—— | N,-—mv, | 26 - 81
p 3 L] 3 2 " 3 N& A 2 B ( )
non ¥, delakoz Avogadro-ren zenbakia den. Beraz, ontzike partikuien kopurn osoa ¥ bada,
N/N, = vizango da bertan dauden molen kopurua; eta parentesi artean dagoen gaia mol

baten translazio-energia zinetikoa denez, X delako ikurraz adierazike duguna, beste era
honetan azalduko dugu goiko ekuazioa:

V= % K. (26-82)

Zenbait char egingo ditugu jarralan, Izatez, esandakoa gas monoatomikoetara aplika daite-
ke soilik; besteetan, molekulek, translazio-encrgia zinetikoaz gain, badute biraketazkoa eta
bibraziozkea ere. Bestetik, mol-kopurua adierazteko v letra erabili dugu atal honetan
ohizko n erabili ordez, atal honetan bertan ichcnago erabilitako n letrarekin ez nahasteko
baina hemendik aurrera berriro erabiliko dugn » letra.

26.5.5. Tenperaturaren definizion teoria zinetikoaren ikuspuntutik

Konpara dezagun erdiets dugun azken formula, gas idealetarako gai honetan bertan
eta ikuspuntu makroskepikotik idatzi dugunarekin:

pY = %HK eta pV=nRT. (26 - 83)
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Biak berdinak badira, ondokoa bete beharko da:
_2K
3R’

2
K=Kl - T (26 - 84)

Hau da, T o K, cdo beste hitzetan esanda, gas baren tenperatura gas hori osatzen duten
partikulen energia zinetikoaren proportzionala da. Hauxe da. hain zuzen, tenperaturaren
definizioa teoria zinetikoaren tkuspuntatik.

26.5.6. Boltzmann-en konstantea

Bukatzeko, defini dezagun beste konstante unibertsal bat: Boltzmann-en konstantea.
Definizioz, konstante honen balioa hauxe da:

k=~§—=1,381-10'3-‘y& (26 - 85)

A

Konstante honen funtzican eta K = Nﬁ(l /2mv’ ] ekuazioan oinarrituz, honako hau idatz

R —

dezakegu:
K=N, -%mvi =%RT‘ (26 — 86}
Hemendik:
1 — 3 R 3 .
—my, =———T =—kT. 26 - 87
2" EAN T T ( )
Baina
V=V 40 40 et E:?:E:%a (26 - 88)
Beraz,
o = Lir (26 - 89
20 2

Hau da, gas horren partikula bakoitzari eta askatasun-gradu bakoitzari dagokion energia
zinetikoak 3 kT balio du. Printzipio horri energiaren ekipartizioaren prinizipioa deritzo.

Honek garrantzi handia du gasen bero-ahalmen espezifikoak kalkulatzean, ez baita soilik
betetzen translaziozko askatasun-graduekin, baizik eta edozein motatako askatasun-gra-
duekin ere, hala nola bibraziozko eta biraketazko askatasun-graduekin ere.

Zer da guk idatzi dugun translaziozko energia zinetiko molarra, K delakoa alegia? Gas
monoatomikoetan gerta daitekeen higidura bakarra translaziozkoa denez, eta beste elkarre-
kintzarik ez dagoenez, huts-hutsik, barme-cnergia da, I/, Orduan, bero-ahalmen espezifiko
molarrak kalkulatzeko, hauxe egin genuen:

aly
o= =1, {26 -8
@ (dTJy
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Baina esandakoarekin, /= % RT da. Beraz, honako hau idatz dezakegu:

di/ 3
=22 =ZR _
Cy (dTl, > (26 —91)

Presioa konstante mantendurik gasa berotzen badugu, gasak espantsio-lana egingo
du, eta prozesu infinitesimal batean eginiko lana hauxe izango da, mol bakoitzeko:

pdV=RdT, (26 —92)

eta Termodinamikaren lehenengo printzipioaren arabera,

5Q=dU—Wr—dU+pdV:%RdT+RdT=%RdT. (26 -93)
Bestalde, presioc konstantepeko bero-ahalmen espezifiko molarraren adierazpenetik,
c, :(QJ <2R (26 — 94)
darj, 2
da, hots:
¢, §
c,~c, =R eta y=—L£===1667, (26 - 95)
c, 3

esperientzarekin guztiz ados doana berau.

(Gas poliatomikoetan balicak desberdinak dira. Biraketarekin eta bibrazicarekin lotu-
rik doazen energiak arbuiagarriak ez direla esan nahi du horrek.






27. gaia

Termodinamikaren bigarren printzipioa

Demagun urez beteriko ontzi diatermanoa dugula 20 °C-ko tenperatura duen gela batean.
Gelaren dimentsioak ontziaren dimentsioekiko oso handiak baldin badira, kontaktu
diatermanoan jartzean, ontziaren eta gelaren arteko bero-transferentzia gertatuko da gelaren
tenperatura praktikoki aldatzeke. Gelari bero-iturria deritzo. Gela isolaturik baldin badago,
kanpo eraginik ez badago alegia, Termodinamikaren lehenengo printzipicaren arabera
honako hau beteko da:

Ug-U, =0, 27-1)

@ delakoa ontziak daukan urak A egoeratik B egoerara pasatzean bero-iturritik xurgatzen
duen bero-kantitatea izanik, eta U, eta U, direlakoak urak A egoeran eta B egoeran dituen
barne-energiak, hurrenez hurren. Horrelg, ba, Termodinamikaren lehenengo printzipioaren
arabera, kanpo-eraginik gabe, bero-itarritik @ bero-kantitatea xurgatuz, ontziko ura A
egoeratik B egoerarg pasa daitekeen bezalaxe, bero-iturriari Q bero-kantitatea emanez, B
egoeratik A egoerara pasa daiteke.

A 20°C

B 20°C

27.1. irudia. a} A egoeran izotza dugu gelan. b) & egoeran izotza unturik dago.
A~+B prozesna naturalki gertatzen da, baina A—B prozesua ez,

27.1. irudian ageri den prozesuak, ordea, noranzko bakarra dauks. Hain zuzen, A de-
lakoa ura izozturik dagoeneko egoera, eta B delakoa uraren tenperatura 20°C-takoa dene-
koa baldin badira, Termodinamikaren lehenengo printzipioarcn arabera, ura A egoeratik B
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egoerara pasa daitekeen era berean B egoeratik A egoerara ere pasa daitekeela pentsa
daitekeen arren, esperientzian oinarriturik, behin B oreka-egoera lortuz gero, ura berez
berriro A egoerara itzuliko ez dela ondoriozta dezakegu.

Demagun, orain, gela isolatu batean gasez beteriko zilindro diatermanoa dugula, eta
gasa enbolo batez eta M masako gorputz batez zapaldurik dagoela (ikus 27.2. irudia).
Gelaren dimentsioak zilindroaren dimentsioekike oso handiak baldin badira, gela
sistemaren bero-iturria dugu, eta berau isolaturik dagoen bitartean, Termodinamikaren
lehenengo printzipicaren arabera, hauxe beteko da:

Upg—Us=W+Q, (27 -2}

non W eta O direlakoak gasa A egoeratik B egoerara pasatzean burutzen den lana eta
rransferitzen den bero-Kantitatea diren, hurrenez hurren. Horrela, bada, Termodinamikaren
lehenengo printzipioaren arabera, gasaren gainean W lana burutuz efa gasak bero-iturrian
@ berc-kantitatea emanez A egoeratik B egoerara pasa daitekeen era berean, sistemak W
lana burutuz eta bero-iturritik ¢ bero-kantitatea xurgatuz B egoeratik A egoerara ere pasa
daitekeela uste daiteke, Horretan ez dago lehenengo printzipioarekiko kontraesanik. Aldiz,
A delako egoera, sistemaren tenperatura eta presioa gelarenak direnckoa, eta B egoera,
tenperatura gelarena eta presica

p=p, 2 21-3)

A

direnekoa baldin badira, p, gelaren presioa £ia A enboloaren azalera izanik, esperientzian
oinarriturik, sistema A egoeratik B egoerara berez pasa daitckeen arren, behin B oreka-
-egoera lortuz gero, berez A egoerara sekula ere itzuliko ez dela atera dezakegu ondorioz.

A—=™p§

A pw ra i p:.u- B pﬂf
o i), 6.
g T f>8. 170
Sl j: P> Pu 4y [bai]
NN Y NN N NN
P B ——= P
. [ M1t 8,
- gy LS ‘ M !
Q__,:e < Bﬁ;:Q 27777
AP > P~ P 6.

Y, \ P,
\T\\‘L\\\\\\\a TN AAOESSN . SKRNKSSNS

27.2, irudia. A delakea hasierako egoera da eta B, amaierakoa. A—B
prozesua berez gertatzen den arven, A—8 prozesua ez da berez gertatzen.

Halaber, dakigunez, gatza uretan disolbatu egiten da berez, efa burdina, herdoildu:
aldiz, gatzak ets burdinsk ez dute, kanpoke manipulaziorik gabe, hasierako egoera sekula
ere berriro lortuko. Hau da, Termodinamikaren lehenengo printzipioaren arabera berezko
prozesuen itzulgarritasuna zilegia bada ere, esperientzian oinarriturik, Naturan gertatzen
diren berezko prozesu guztiak itzulezinak direla, hots, beti noranzko berean gertatzen direla
ondoriozta dezakegu, eta esperientzian oinarrituriko onderio horrek Termodinamikaren
biparren printzipioa enuntziatzera bultzatzen gaitu.
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Lehenengo printzipioak hasierako eta bukaerako egoeren arteko prozesuen eaergiaren
kontserbazica adierazten digu, baina ez diosku ezer prozesuen noranzkeaz, Natura, ordea,
oso zehatza da horretaz, eta noranzko bateko prozesuak seilik aukeratzen ditu. Noranzko
hori zein den azaltzea izango da gai honetako helburua.

27.1. TERMODINAMIKAREN BIGARREN PRINTZIPIOAREN ENUNTZIATUAK

Demagun, adibide gisa, batetik, plano aldapatsu eta infinitu batean barrena higikari bat
labaintzen ari dela, eta, bestetik, ontzi diatermanc bateko gas ideala espantsionatu egin
dela. Lehenengo adibidean, mammuskadura-indarrak burutzen duen lan osoa bero bilakatzen
da etengabe; bigarren adibidean, aldiz, espantsio-prozesuan zehar sistemak atmosferatik
hartzen duen bero guztia lan bilakatzen da, baina ez etengabe, gasak presio atmosferikoa
lortzen duen arte baizik. Hau da, berezko prozesuetan lan guztia bero bilaka daitekeen
bezalaxe, beroa ere lan bilaka daiteke; baina posiblea 2l da etengabe bere guztia lan bilaka-
tzea? Horrela balitz, itsasotik edo atmosferatik beroa xurgatuz, untziak higiaraztea eta
zentral termikoak funtzionaraztea posiblea izango litzateke.

Sistemak bero-iturritik xurgatzen duen beroa etengabe lan bihur dadin, sistemak
hasierako egoerara itzuli beharko du, era ziklikoan funtzionaturik. Sistema ziklikoki
funtzionarazten duen dispositiboari motor termikoa deritzo, eta prozesu ziklikoa, eskema-
tikoki, 27.3. frudian ageri den cran adierazi ohi da.

6,/

27.3. irudia, Bero-iturri bakarreko motor termiko hipotetikocaren prozesu
ziklikoen adierazpen eskematikoa.

Demagun prozesu hori posiblea dela, hau da, sisternak prozesu ziklikoa burutuz, 8,
tenperaturako bero-iturritik xargatzen duen beroa lan bilakatzen ari dela. Ziklo bakoitzaren
hasieran eta bukaeran sistemaren egoera eta, ondorioz, barne-energia berberak direnez
gero, Termodinamikaren lehenengo printzipioaren arabera,

Q=-W . Q7-4)

izango da; hots. sistemak xurgatzen duen bero guztia lan bilakatuko litzatekeeela
ondoriozta dezakegu.

Termodinamikaren lehenenge printzipioaren arabera, beraz, prozesu zikliko bati
jarraituz sistemak xurgatzen duen bero guztia etengabe bilaka daiieke lan; nolanahi den, ez
da vrain arte sistemari honelako prozesu ziklikorik jarraiarazten dion dispositiborik qurkituy.
Are gehiago, badirudi naturak berak horrelako dispositiboak eraikitzeko ahalbidea ukatzen
duela, eta, ondorioz, lan guztia bero etengabe bilakatzea delako prozesua itzulezina dela,
alegia, noranzko batean soilik gertatzen dela. Prozesu ziklikoa burutuz sistemak xurgatzen
duen bero guztia lan bilakatzen duen dispositiboari ‘bigarren motako higikari iraunkorra’
deritzo; baina hainbeste saio egin ondoren eta guztien porrota ikusi ondoren, bigarren mo-
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lako higikari iraunkorra eraikitzea ezinezkotzat jotzen da. Eta emaitza esperimental
horretan oinarmturik, Kelvin-ek eta Planck-ek honela enuntziawu zuten Termodinamikaren
Bigarren Printzipioa: «Sistemak era ziklikoan xurgatzen duen bero guziia lan bilakatzea
ezinezkoa da, hots, bigarren motako higikari iraunkorra eraikitzea ezinezkod da».

Hain zuzen, eraiki daitezkeen motor termiko guztiek bero-iturri bi behar dituzte era
zi-klikoan funtzionatu ahal izateko; tturri horiei iturri beroa {(IB) eta iturri hotza (/H) deitu
ohi zaie. Hortaz, ziklo bakoitzean motorrak lehenengo iturritik, /B delakotik alegia.
xurgatzen duen bero-kantitatearen zati bat, bigarren iturrira, /H delakora alegia, bidaltzen
du {nahitaez). bien bitartean lana burutur. Prozesu ziklike horiek (errealak), beraz,
eskematikoki 27 4. irudian ageri den moduan adierazten ditugu, non 6, eta 8, direlakoak
iturri beroaren eta iturri hotzaren tenperaturak diren, cta @,, (s, eta W ziklo bakeitzean
iturri berotik xurgaturike bero-kantitatea, iturri hotzari emaniko bero-kantitatea eta
sistemnak burutoriko lana diren, hurrenez hurren.

27.4. trudia. hwrr berotik 0, beroa hartuz cla iturm hotzera {2, beroa cmanez.
W lana burutzen duen motorraren prozesu ziklikoaren eskema.

Zer esanik ez, ziklo bakoitzaren hasieran eta bukaeran prozesu ziklikoa burutzen
duen sistemaren barne-energia berbera denez, Termodinamikaren lchenengo printzipioaren
arabera hauxe beteko du:

0=0 -0, W, @27-5)
hots,
w=0, -0, (27-6)

Alegia, ezin da iturri berotik emaniko bero guztia fan bihurtu. Asmo horren baliagarri-
tasuna adierazteko. motor fermikoaren eteking honake modu honetan definitu ohi da:

N et R
QI QJ QI
Beraz, Termodinamikaren bigarren printzipicaren Kelvin-Planck-en enuntziatuari

jarraituz, eraiki daitezkeen motor termiko guztien etckina unitaiea baino txikiagoa izanen
delz atera dezakegu ondorioz. motorrak idealak izanik ere.

(27-7
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zilindroa
et
pistoia

.' 92.
7. ituri hotza

a

27.5. irudig. a) Zentral termukoaren eskema. b) Zikloan erabilitako beroa eta
lana.

Motor terntikoa bi motatakoa izan daiteke, ‘kanpo-errekuntzako motorra’ eta ‘barne-
-errekuntzake motorra’. Lehenengo motako motorrak zentral termiko gehienek erabiltzen
dituzten lurrun-makinak dira, eta bigarren motakoak, gasolinakoak zein Diesel deiturikoak.
Azal dezagun, adibide gisa, 27.5. irudian adierazi den zentral termikoaren funtziona-
mendua.

27.5.a. irudiko uhagak kondentsadorean dagoen ura galdarara pasarazten du, efa
adiabutthoki koaprimarzen qu, gatdararen presioa lortuz. Ondoren, presio berbera man-
tenduz, isobarikoki ategia, urak beroa xurgatzen du irakite-puntua lortuz eta lurrunduz.
Berriro ere presio berbera mantenduz, lurrungk beros xurgatzen du 8, tenperatura lortu
arte, eta zilindrora pasarazten da, bertan adiabatikoki espantsionatuz, eta, horrels, lana
burutuz. Onderen, lurrunak kendenisadorean 8, tenperaturako iturri hotzari beroa ematen
diolarik, isotermikoki eta isobarikoki kondentsatzen da, 8, tenperaturako ur bihurturik eta,
azkenik, hasterako egoerara itzulirik.

Lurrun-making errealetan etekina unitates baino txikiagoa izatea, turbulentziaren,
marruskaduraren eta, oro har, funtzionamendu idealari oztopo egiten dioten beste feno-
meno batzuen ondorioa dela pentsa liteke lehenengo unean, baina gauzak ez dira horrela.
Aldiz, esperientzian oinarrituriko Termodinamikaren bigarren printzipioaren Kelvin-
Planck-en enuntziatuaren arabera, Rankine zikloan, hots, etekina txikiagotzen duten
fenomeno guztiak arbuia daitezkeeneko ziklo idealean ere, &, # 0 izango da, eta ondorioz,
etekina, unitatea baino txikiagoa.
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Demagun, orain, lenperatura baxuko iturritik tenperatura altuko fturrira beroa zikli-
kokt pasarazi nahi dugula. Dakigunez, beroa berez pasa daiteke ziklikoki iturri berotik
iturri hotzera, baina posible al da kanpoko cragimk gabe iturri hotzetik xurgaturiko beroa
iturti berora pasaraztea’? Beroa, berez, beti iturri berotik iturri hotzera pasaten denez,
esperientziak erakusten digunez, kanpo-eraginik gabe beroa iturri hotzetik iturri berora
pasatzet ¢z da postblea gertatzen; hau da, beroa berez transferitzea delako berezko prozesua
itzulezina da, naturan gertaizen diren berezko prozesu guztien antzera. Horrela, bada,
emaitza esperimental honetan oinarriturik, Clausius-ek honelaxe enuntziate zuen Termodi-
namikaren bigarren printzipioa: «Prozesu zikliko baii jarraituz eta lanik burutzeke beroa
iturri hotzetik iturri berora pusaragten duen dispositiborik eraikiizea ezineckoa da».

81_/

27.6. irudia. Horkailnaren zikloaren adicrazpen cskematikoa.

Hau da, iturri hotzetik iturri berora beroa etengabe pasa dadin, lana egin beharra
dago. Sistemaren gainean lana burutuz prozesu zikliko hau gertarazten duen dispositiboari
hozkaitua deritzo, eta gertatzen den prozesua eskematikoki 27.6. irudian bezala adierazi ohi
da, non @, eta B, iturri beroaren eta iturri hotzaren tenperaturak diren, eta ¢J,, 0, cta W ziklo
bakoitzean iturri beroari emaniko bero-kantitatea, iturri hotzetik xurgaturiko bero-kantita-
tea efa sistemaren gainean buruturiko lana, hurrenez hurren. Termodinamikaren iehenengo
printzipioaren arabera,

0=0,-Q+W, @27-%)
W=0,-0, 27-9

zeren ziklo bakoitzaren hasieran eta bukaeran sistemak barne-energia berbera baitu.
Bestalde, Termodinamikaren Bigarren Printzipicaren Clausius-en enuntziatuaren arabera,
hauxe dugu halabeharrez:

W20, (27— 1)
hots,

0% 0> 27-11)
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27.7. irudia. a3 Hozkailu arruntaren eskermz, B) Zikloan erabilitako beroa eta lana.

Azal dezagun, adibide gisa, 27.7. irudian adierazi den hozkailu arruntaren funtziona-
mendua. lrudiko likido-biltegian dagoen likidoa iratopen-balbulan zehar pasatzen da,
presioa eta tenperatura txikiagoturik; likide horri hozkarrig deritzo. Hozkarria Jurrngai-
tuan dagoenean, iturri hotzetik {2, bero-kantitatea xurgatuz lurrundu egiten da, isobariko
etz isotermikoki, eta horrela iturri hotzeko gaiak hoztu egiten dira. Ondoren, lurruna
konprimagailura pasatzen da, bertan adiabatikoaki konprimatuz, 8, baino tenperatura
handiagoa lortu arte. Azkenik, lurrunak kondentsadorean {2, bero-kantitatea ematen die
iturri-beroari, eta kondentsatu egiten da, presio handiko eta 6, tenperaturako likido
bihurtuz, eta horrela, hasierako egoerara itzulinik. Etxeko hozkailuen kasvan, iturri hotza
jakiek eta izotzak osatu ohi dute, eta iturri beroa, sukaldeko aireak.

Bestalde, edozein hozkailuren efizientzia-koefizientea ondoko erlazio honi deitu ohi
zalo:

-9 27-12)
n=r
hots,
_8 ' (27 -13)
n= L

Froga dezagun, azkenik, ezen Termodinamikaren bigarren printzipioaren Kelvin-
Planck-en eta Clausius-en enuntziatuak baliokideak direla. Horretarako, demagun Kelvin-
-Planck-en enuntziatua ez dela betetzen, hau da, kontsidera dezagun enuntziatu hori
betetzen ez duen 27.8. irndiko motor termikoa eraiki dezakegula.
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27.8. irudia. Motor termiko hipoteiiko baten eskema,

Motor termiko horrek buruizen duen iana hozkailu bat funtzionarazteko erabiliko bagenu,
27.9. irudiko muntaia edukiko genuke cta ondorioz, guztira, motorrak eta hozkailuzk
osatutako sistemnaren gainean lanik burutzeke Q. bero-kantitatea iturri hotzetik iturri berora
pasaraziko lukeen dispositiboa eratkiko genuke, bau da, Clausius-en enuntziatua ere bete-
tzen ez dela ondorieztatuko genuke. Beraz, Clausius-en enuntziatua betetzen baldin bada,
Kelvin-Planck-ena ere beteko da.

IR Y

27,9, irudia. Aurreko irudiko motor termmko hipotetikoaren cta hozkaiiuaren
arteko konexicaren eskema.

Suposa dezagun, orain, ez dela Clausius-en enuniziatua betetzen, hau da, enuntziata
hau betetzen ez duen 27.10. irudiko hozkailua eratki dezakegula:

6,/

27.10. irudia. Claesius-en cnuntziatua heteko ez lukeen hozkatlu hipotetikoa-
ren eskema.
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27.11. irudia. Aurreke hozkailu hipotetikoaren era motor termikoaren arieko
konexioaren eskema,

Hozkailu hau iturri hotzari (2, bero-kantitatea ematen dion motor termiko batekin
elkartuko bagenu, 27.11. irudiko muntaia edukiko genuke eta ondorioz, guztira, Iturri
berotik xurgaturiko bero guztia lan bilakatzen duen dispositiboa eraiki ahal izango genuke:
hau da, Kelvin-Planck-en enuntziatua betetzen ez dela aterako genuke ondoricz. Beraz,
Kelvin-Planck-en enuntziatua betetzen baldin bada, Clausius-ena ere beteko da.

Horrelatan, bada, Termodinamikaren bigarren printzipioaren bi enuntziatuok batioki-
deak dira, frogatu nahi genuenez.

27.2. PROZESU ITZULGARRIAK ETA PROZESU ITZULEZINAK

Demagun sistema bat A hasierako egoeratik B bukaerako egoerara pasatzen dela. Sistemna A
egoeratik B egoerara pasatzen den era berean, kanpo-eraginik gabe B egoeratik A egoerara
itzul baldin badaiteke, sistemak izan duen prozesua itzuigarria dela esan ohi da. Ostera,
sistema kanpeoko manipulaziorik gabe B egoeratik A egoerara ezin itzul baldin badaiteke,
prozesua itzulezina dela esan ohi da.

Suposa dezagun, adibide gisa, hasierako aldiunean ontzi batean presic handiko gasa
duguls, masa gabeko pistol batez zapaldurik. Berehalaxe, gasaren eta eguratsaren arteko
presio-diferentziaren ondorioz, gasaren espanisio askea gertatuko da, oreka mekanikoa
lortu arte, eta prozesuan zehar sisternak burutzen duen lan guztia bero bihurtuko da. Aldie,
Termodinamikaren bigarren printzipicaren Kelvin-Planck-en enuntziatuaren arabera,
sistemna ezin itzul daiteke berez hasierako egoerara xurgatzen duen bere guztia berriro lan
bilakatuz. Beraz, azaldutako prozesu hau itzulezina da.

Bestalde, tenperatura desberdineko bi sistema kontaktuan jartzen baldin baditugu,
sistema osoa isolatu bezain laster, beroa pasatuko da tenperatura altueneko sistematik
tenperatura baxueneko sisternara, oreka termikoa lortu arte. Ostera, Termodiramikaren
bigarren printzipioaren Clausius-en enuntziatuaren arabera, sistema osoa ezin itzul daiteke
hasierako egoerara lanik bumitzeke, beroa tenperatura baxuencko azpisistematik tenpera-
tura altuenekora transferituz. Beraz, prozesu hau ere itzulezina da.
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Era berean, urez beteriko ontzira gatza botatzen baldin badugu, berehala disolbatuko
da, kontzentrazio-oreka lortu arte; baina, dakigunez, sisterna ez da schula berez hasierako
egoerara itzuliko. Hau da, prozesu hori ere itzulezina da, itzulezintasun hori Termodina-
mikaren bigarren priniziptoan oinarriturik frogatzea batere erraza izan ez arren.

Demagun, azkenik, korronte elektrikoa pasatzen ari deneko erresistentzia dugula. Da-
kigunez, prozesuan zchar beroa iraungitzen da; Termodinamikaren bigarren printzipioaren
Kelvin-Planck-en enuntziatuaren arabera, berriz, sistema ezin itzul daiteke herez hasierako
baldintzetara. Hau da. prozesu iraungikorrak ere itzulezinak dira.

Horrela, bada, desoreka termodinarnikoaren kausaz gertatzen diren provesu guztiak
eta prozesu iraungikorrak itzulezinak direla ondoriozta dezakegu. Beraz. prozesu itzuiga-
rrigk cfektu iraungikorrak gertatzen ¢z direneko prozesu kuasiestatikoak dira, berauvetan
sistemna oreka termodinamikodun infinitu egoeratatik pasatzen baita. Dena den, naturan
gertatzen diren berczko prozesu errealak itzulezinak dira, eta prozesu itzulgarriak horien
ideatizazioak baino ez dira, masa puntuala, soka luzaezinuk cta masa gabeko txirrikak.
masa, soka eta txirrika errealen idealizazivak diren bezalaxe.

27.3. CARNOT-EN ZIKLOA
Biz 8, eta 8; ienperaturako bero-iturricn artean ondoko lau prozesuez osaturiko zikloa:

1. Sistemak iturri berotik @, bero-kantitatea hartu du isotermikoki. 8, tenperatura
konstante mantendurik, '

2. Sistemaren tenperatura adiabatikoki beheratu da, &, balioa lortu arte.

3. Sistemak iturri hotzari (3, bero-kantitatea eman dio tsotermikoki, 6, tenperatura
konstante mantendurik.

4, Sistemaren tenperatura adiabatikoki igo da. 8, delako balioa loriu arte.

Prozesu adiabatikoak kuasiestaiikoki gertatzen baldin badira, ziklo osoa itzulgarria
izango da. lzan ere, hauxe da, {roga daitc