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SARRERA

Bi hitz bakarrik gure lan hau aurkezteko.

Beste arlo batzutan bezala, Matemutikan ere hainbat parte
landu eta egin gabe daudela uste dugu, Hutsune horik, pixksraka
pixkanaka, denon artean bete behar ditugula pentsatzen dugunez,
oraingo lan hau egiterakoan gure asmoa zenbakien teoria apur bat
lantzea izan da.

Bereziki atel bi hauk aztertu ditugus dibisibilitatea eta
kongruentziek, zeren lenena bigarrenaren osagerri eta oinarri
dela uste baitugu,

Bestalde, zenbekien teorian agertzen diren zenbait funtzio
ohargarri aipatu nahi izan dugulako, hauetariko batzu aztertzeko
gai bat eman dugu,

Kongruentziei dagokienez, inkognita bateko kongruentziak ba-:
karrik aztertu ditugu, eta haﬁen artean lehen eta bigarren gra-
dukoak, Kongruentzia moeta hauen soluzioek aurkitzeko, hasiera
batetan bide orokorrak ematen dira, azkenean indizeen teoria ba-

ten bidez nola aska daitezkeen aipatzeko,
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SARRERA

Lan honetan egin dena izan da Dibisibilitatearen teoria aur-
keztu, era general batean, aplikaziorik eta kasu zehatzik ai
payu gabe. Gero bukaeran zerbait esan dugu bi kasu garrantzi
tsuei buruz Z eta R [x] multzoei buruz. Agian beste batean

aztertuko titugu sakonean kasu hauek. Hori da behintzat gure

asmoa.

Lan honen eskema egin nahi izango bagenu, esan beharko genuke

hasi garela Dibisibilatearen teoria honekin zer ikusirik duten
zenbait definizio (oinarrizko definizioak) ematen, eta sortzen

diren zenbait propietate aztertzen, esate baterako, elementu

laburtezinei buruz edota elementu elkartuei buruz, e.a.

Bigarren pauso batean, eraztun Faktorialak definitu eta azter-
tzen ditugu. Eta honen ondorio bezala definitzen dira m.k.t.

eta z.k.h.

Hirugarren zati bezala eraztun Euklidearrak ditugu. Definizioa

propietateak eta faktorialekiko erlazioa.

Azterketa general hau amaitzen da eraztun printzipalak, fak-

torialak eta euklidearrak duten erlazioak aztertzen.
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DIBISIBILITATEA ERAZTUN TRUKAKOR UNITATEDUNETAN

Biz A eraztun trukakor bat eta biz e bere elementu unitatea.

Eman ditzagun a, b€ A.

Definizioa: "b elementuak a zatitzen duela" diogu, edo "b a-
ren zatitz&ile bat dela", edo "a b-ren multiplo bat", baldin
existitzen bada A-n q bat, g€ A, non a=bq baita.

Kasu horretan b/a idatziko dugu edo a=0 (b mod.), eta zera
esango dugu: q dela "a elementua b elementuz zatitutako zati-

dura".

Beraz:
bf/a (edo az0 (b mod.)) <::==)3 q€A non a = bq baita.

Definizica(bis): Baldin (a) a€A elementuak sortutako ideala

bada, "b elementuak a zatitzen duela" diogu ===== (a)c(b),
Bi definizio hauek baliokideak dira.

Frogapena:Baldin b a-ren zatitzaile bat bada lehenago defi-
nizioaren eran, Jq€A non a=bq baita. Beraz\/ye(a)—rentzat
zera dugu: y= ar = bqrg(b). Beraz,

(a)e(b).
Alderantziz, baldin b elementua a-ren zatitzaile bat bada
bigarren definiziocaren eran, (a)c(b). Beraz,

3 g€A non a= bq baita. f.n.1.

1.Teorema: Dibisibilitate erlazioa,/halegia, erreflexio eta
iragate propietateak betetzen ditu.
Frogapena: A) Erreflexioafﬂa A-rentzat a—ae. Beraz a/a.
B) Iragatea: baldin a/b eta b/c
I p,q€A non b=ap eta c=bq baitira.Beraz
¢ = a(pq) non pg€A. Beraz
a/c.
2.Teorema: Ri dibisibilitate-erlazio biderka daitezke atalez
atal, baina terminuen ordena aldatu gabe.
Frogapena: Izan ere,eman ditzagun a;/b; eta a2/b2.
{(=====)aqqq = by eta apq, = bp. l beraz
1345499 = byby =======) ajap bibs f.n.1.



3. Teorema: Elementu baten zenbait multiploen edozein konbi-
nazio lineala, elementu honen multiplo bat da, ere.

Frogapena: Eman ditzagun a/b; eta a/bp

k9, ko€A baitira f.n.1.

A-ren unitateak

Definizioa: u€A elementua A eraztunaren "Unitate bat" dela
diogu =====) U/E.*
Ondorioék: 1)Unitaten baten edozein zatitzailea, bera ere
unitate bat da.

2)‘Va€A, a edozein u unitateren multiploa da eta

q = u~la zatidura unibokikoki determinatua dago.

1.-Teorema: A-ren unitateak talde biderkakor bat osatzen dute.

"Unitateen taldea" esango diogu eta U bidez adieraziko dugu.

Frogapena: a) U egonkorra da biderkaketarekiko, eta A-ren bi-
derkaketak induzitutako legea U-n elakrkorra da.

b) U-k badu e elementua, e€U. Eta baldin u€U bada,

2.-Teorema: Eraztun integro unitario batean:

(a) = (b)¢======)a = bu , ue€u.
Frogapena: A=bu, ulU (=====> b = au~)
(=======) b/a eta a/b , eraztun integroa baita,
(=======) (a) = (b) f.n.1.
* Baliokideki u A-ren unitate bat da (====) alderanzkarria

bada A-n.



Elkartze erlazioa

Definizioa: a,b€A elementuak "elkartuak" direla diogu, baldin
a = bu bada non u€U baita.
Ondorioak: 1) a eta b elkartuak ========) a/b eta b/al=====2)
(a) = (b).
2) m/a eta n, m elkartuak ======)n/a.

1.- Teorema: Elkartze erlazioa, baliokidetasun erlazio bat da

A-n, bateragarria biderkaketarekiko.

Frogapena: Idatz dezagun R elkartze erlazioa.
a) R Baliokidetazunezkoa dela erraz froga daiteke.
b) Bateragarritasuna: xRy eta x' Ry' =====) xx' R yy'

izan ere, X = yu eta X' = y'u' =====)xx' = yy'uu'

2.-Teorema: A multzoko / dibisibilitate erlazioak, A/R multzo-

an dibisibilitate erlazio antisimetriko bat induzitzen du.

Zatitzaile propio eta inpropioak

Definizioi: Eman dezagun aéA elementua. a elementu honi elkar-
tutako elementuak eta eraztunaren unitateak, a elemenfuaren za~
titzailea "inpropioak" esaten dira. Beste gainontzeko zatitzai-
leak, existitzen badira,zatitzaile "propiocak'" esaten dira.

Zatitzaile propiorik ez duen elementu bati, unitate bat ez bada,

"irreduziblea" esaten zaio.



ERAZTUN FAKTORIALAK

Definizioa: Eraztun faktoriala (edo faktorizazio bakarreko e-
raztuna, edo eraztun gaussiarra (= Gauss-ena) ondoko bi baldin

tza hauek betetzen dituen integritate dominio bati esaten zaio:

1)Unitate ez den edozein a elementu bat, elementu
irreduzibleen (berdinak ala ez) biderkadura fini-

tua da:

a irreduziblerédtzat, ontzat ematen da honelako

adierazpen bat, non r = 1 bai ditzateke.

2)Deskonposaketa hau bakarra da, ordena eta unitate

diren faktoreak ezik.

Ondoricak: Biz A faktoriala.

a) a€A elementuak ondoko bi deskonposaketa hauek

baditu, a = p1Pp.--.. Pr = Q1Qpessse- dg

non pj,qj irreduzibleak baitira, orduan zera dugu
r = s eta qj guztiak ongi ordenatuz gero,p; eta
q; eikartuak dira (1i=1,2,....7).

b) A/R zatidur erditaldea faktoriala da ere.

1.Teorema: Eman dezagun A integritate dominio bat eta jo deza-
gun goiko definizioaren lehenengo baldintza betetzen duela.
Orduan, A faktoriala da baldin eta bakarrik baldin ondoko bal
dintza hau betetzen badu:

2') Edozein p elementu irreduzibleak, ab biderkadu-
ra bat zatitzen badu, horietako biderkagairen bat cutxienez

zatitu behar du (Gauss-en baldintza).

Frogapena:

—_

=======3| Bira A eraztun faktoriala eta p elemenfu irreduzible

bat non, ab zatitzen baitu:

- a eta b ez dira biak unitateak.
~ Baldin bat unitate bada, a adibidez, ======>p/b

- Eman ditzagun beraz, 4, b ota c-ren deskonposakoeta faktore



irreduzibletan
r s t
a:ﬂp’l’ b = T]D"Jy C:T‘QI
i:4 i"L R:3
. ‘ S t
Zera dugu: T P{ . -n o = P T q
A gt k3 Tk

Baina 2) baldintzaren ondorioz, p elementua p'; » p''j elemen_
tuaren baten elkartua da; beraz p elementuak zatitzen du a:eta

b elementuetatik bat, gutxienez.

Ikus dezagun orain alderantzizkoa: 2')-K 2)-ra da
rama halabeharrez. Frogapena egiteko errekurrentzia erabiliko
dugu a-ren lehenengo deskonposaketan agertzen diren biderkagai
irreduzibleen kopururen gain, r-ren gain halegia.

Bistan da proposapena egia dela r = l-entzat, elementu irre-
duziblearen definiziocarengatik. Jo dezagun orain, teorema egia
dela lehenengo deskonposaketak r biderkagai baino gutxiago di-

tuenean (r»1) eta izan bedi

T i
@= i Pi = 3-lqj
P, elementu irreduzibleak
S
qi T a; zatitzen du,beraz, g, zatitzen du,
'.:5
4

-
edo fqu zatitzen du;
i

Berriro gauza bera errepikatuaz behin eta berriz, ikusten da
nola p; elementuak, zatitzen du aj elementuetatik gutxienez
bat. Ordena ditzagun q elementuak pl‘K qy zatitu dezan: q
irreduziblea denez gero eta p; unitate bat ez denez gero, pj
eta q; elkartuak dira:

qq :€5p1 non €1unitate bat baita. Beraz

a = D1p2 ...... Pr = ei Pido .. -- dg

Baina A integritate dominioan py; # O elementua sinplifika-
garria da, beraz,

Po «veen Pp = 49y +-+ Qg = q's ... qg
non q's = &€,qp irreduziblea baita;

T+ AnvmAalirismsnaas L R PO I SR

[ . ~



tuta dago.
Eman dezagun A eraztun faktoriala eta azter dezagun unitateak
ez diren elementuen zenbait propietate. Izan bedi a hauetako

elementu bat.

1. Nola lortu a-ren zatitzaile guztiak:

. Cd
Biz a=pPpse Ll éfe (pi # Pjok2d )

Baldin beste elementu a' batek a zatitzen badu, a'-ren fak#
tore bakoitzak a zatitzen du ere, beraz faktore hori P; ba-
ten elkartua da eta dagokion exponentea c<£ez daa&baino han-
diagoa. Beraz a-ren zatitzaile guztiak (unitate-faktore sal-
buespen) hauek dira:
P; faktore irreduzibleekin eratutako biderkadurak, p; bakoi-
tzari ipintzen zaion exponenteaCK;honela mugatzen delarik
05 o¢; 5oy
Beraz elementu batek a zatitzen badu, hauetako bat da (unita-
teak salbuespen) eta alderantziz, bistan den bezala hauetako

bakoitzak a zatitzen du.

2. Bi elementuen zatitzaile komunak. Bi elementuen multiplo

komunak.

a) Eman ditzagun a,b € A non a,b ez baitira unitateak (a,bd U)

=p" p% . =5t .

CRELT TR (R) b“?ﬁ““?& (R) (oL Pi,%0)
non pj elementu batean gutxienez agertzen den faktore irredu
zible bat baita.

a eta b-ren edozein zatitzaile komun h-rentzat, zera dugu:
h=phs Xe 0< AL <8 i
“(’; 0 (R) non v i baita
eta §; & maw (ocil(b;)

b) Era berean, a eta b-ren multiploc komun k batentzat, zera
dugu: ki@:“""(’:e (R)  non M; = K, baita
eta /U.; T waox (o(;,(_’);)

3. (a,b) z.k.h,

Goian idatzitako zatitzaile komun guztiek, haietako bat za-

titzen dute: 3z = Qf’".efc

Honi " a eta b-ren zatitzaile komunetatik handiena’” esaten



zaio eta z = (a,b) z.k.h.
idatziko dugu.
Aski garbi dago 2z hau bakarra dela, A-ren unitate izan dai

tezkeen zenbait faktore salbuespen.

4. (a,b) m.k.t.

Goian idatzitako multiplo komun guztiak, haietako baten multi
ploak dira:
_ M M
m =0 e Qe
Honi " a eta b-ren multiplo komunetatik txikiena" esaten zaio

eta m = {(a,b) m.k.t.

idatziko dugu.
Lehen bezala, m bakarra da, A-ren unitate izan daitezkeen zen

bait faktore salbuespen.
Bistan da : min Cx/ﬁ)) + max hx)@ ) =X +f3

beraz

Era berean defini daitezke A-ren K elementuen m.k.t. eta z.k.h.

Hauek ere bakarrak izango dira, unitate-faktoreak salbuespen.

Amaitu baino lehen, hitz bi "elementu elkarrekin primu" esaten
zaienei buruz. Eman dezagun D integritate dominio bat eta biz

e bere elementu unitatea.

D. Definizioa : Bi elementu a,bGD*= D- {O} "zatitzaile komunik
ez dutela" diogu, baldin a eta b zatitzen dituzten D ko elemen
tu guztiak, unitateak badira.

Eraztuna FAKTORIALA bada, propietate hau beste honen kidekoa
da: (a,b) z.k.h. =1

b 3
2. Definizioa: Eman ditzagun a,b¢ b =D - }O} . "a elementua
b-kin primua dela "diogu, baldin D-ko elementu guztientzat

hau betetzen bada: b/ax ==s=e====) b/x
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Ondorioa: a b-kin primua ========) b a-kin primua.

Frogapena: Jo dezagun a-k by zatitzen duela,
by = ax

Orduan hipotesisak dioenez, b/x

X = bqg
Beraz y = aq. Beraz a/y. f.n.1.

a eta b elementuak "elkarrekin primuak direla" diogu.

a=a’h b =b’h
Beraz ab’= ba
=======) b/b’ Beraz b eta b’elkartuak dira.

f.n.1l.

Teorema: Eraztuna FAKTORIALA bada 1.- Definizioak ======)
2.~ Definizioa.

Frogapena: Jo dezagun b/ax eta a eta b ez dutela zatitzaile
komunik.

Zatitzaile komunik ez badute, ez dute izango faktore irre-
duzible berdinik. Beraz b-en agertzen den faktore irreduzible
bakoitza x-en agertuko da ere, eta bere exponentea b-en ez

da x-en duena baino handiagoa izango.

Begraz, b/x . f.n.1l.

3.~ Definizica: Eman ditzagun a,b D. "a eta b elementuak
Bezout-en erlazio bat betetzen duela" diogu, baldin existitzen

badira D-en bi elementu x,y, non

Xa + yb = e baita.
Ondorioca: 3.- Definizioak ========)1.- Definizioa.
Baina jeneralean alderantzizkoa ez da egia izaten, nahiz eta

eraztuna FAKTORIALA izan.
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ERAZTUN EUKLIDEARRAK

Eman dezagun E eraztun trukakor bat, O-ren zatitzailerik
gabekoa.

.Definizioa: E eraztun euklidearra dela diogu, baldin defini
badaiteke aplikazio bat ﬁ*efa zenbaki oso positiboen artean
(2 0)

e: E* —_—— Z+
a > a

bi baldintza hauek betetzen dituelarik:

1.- Baldin b-k a zatitzen badu: ¥(b) £ ¥ (a)
2.~ Baldin a eta b E-ko edozein bi elementu, b#0, badira,

exiztitzen dira E eraztunean q,r elementuak, non

a=>bg+r baita, eta baldin r # 0O bada,
orduan Y (r)<e (baldin r = 0
bada, b / a, beraz 1.-).

Ondorioak:

1.— Eraztun euklidear batek badu lementu unitatea.

Esan dugun bezala ‘Q(Ef zt-en azpimultzo ez-huts bat da.

Ordenazio onaren prinfzipioz, ¥Y(E)-k badu elementu minimo

bat m. Balio minimo hau hartzen duten eraztunen elementuetatik

aukera dezagun bat; biz a elementu hau. Beraz ®(a) =m

Definizioaren bigarren baldintza (a,a) bikoteari aplikatuaz,

zera dugu: existitzen dira E eraztunean q,r, elementuak, non
a=ag+r baita.

Baldin r # 0 bada, ========) ¢(r)<¥(a). Baina hau ezina da,

W (a) minimoa baita. Beraz r = 0 eta existitzen da g bat non

a = ga baita.

Eman dezagun orain eraztunaren edozein x elementu bat:

xa = xqa



halabeharrez (x - gx)a = 0. Baina alde batetik a # 0
Y (a) existitzen baita, eta bestetik E-n ez dago O-ren zati-

tzailerik, beraz

'Vx €E: X = gX =========) q da eraztunaren ele-

mentu unitatea 1 bidez adieraziko dugu.

Bestalde ¥ a € E , a = la. Halabeharrez v (1) < ¢ (a)
Vaeﬁ‘,—{o}
2.- (u) = (1) propietateak, eraztunaren u unitateak

bereizten ditu:

Beste hitzetan adierazia:

u unitate bat da bba e(u) =¥ (1) bada.

Baina lehen ikusi dugun bezala y (1) <% (a) a guztientzat,
beraz
e (u) = (1)
{======] Baldin 12 (u) =~Q(1) bada, kontutan izanik l-ek
elementu guztiak zatitzen dituela, eta hurrengo propietatea
aplikatuaz u eta 1 elkartuak direla ondorioztatzen da. Beraz

u unitate bat da.

3.- Eraztun euklidear batean baldin b-k a zatitzen badu eta

Y(a) = ¥Y(b) bada, orduan a eta b elkartuak dira.
b/ a =========) a = bq'

Bestalde definizioaren bigarren baldintza aplikatuaz

b =aq + r.
Baldin r = O bada, ¥(r)<s(a):¢(b) . Baina

r=Db - aq = b(1 - qqJ. Beraz, definizioaren
lehengo baldintzak dioenez ‘¢ (b)&w(r).

Beraz r = 0 izan behar du.

Baina baldin r = 0 bada, b = aq eta bestalde

a = bqg” Beraz a eta b elkartuak dira.
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1.~ Teorema: Eraztun euklidear E batean, zatitzaile komunik

ez duten E —{O} -ko bi elementuk a eta b  Bezout-en identi-
tate bat betetzen dute.

Frogapena:

Biz I,E ~ iO} -ko £ a +0 b elementuen multzoa, nonk € E - {O}
eta ﬁ € E - to]baitira. Kontsidera dezagun ¥(e 2 + (3 b) osoen
multzoa.

Beraz eraztun euklidear batean, elementu primuei buruzko I eta

2 Definizioak, 7. eta 8. orrialdean, identikoak dira.

2.- Teorema: E Eraztun euklidear bat faktoriala da.
Frogapena: Frogatuko duguna hau da:

1) Unitate ez den edozein a elementu bat, elementu
irreduzibleen biderkadura finitua da.

2) Edozein p elementu irreduzible batek, ab zatitzen

badu, gutxienez horietako biderkagairen bat zatitu behar du.

1) Frogapena hau eratorpenez egingo dugup(a) balioren gain.
a = 1 bada, propietatea egiazkoa da, Y (a) =¥ (1) berdintzak

a unitate bat izatea bait dakar, halabeharrez. Jo dezagun teo-
rema egiazko dela edozein a’-rentzat non(a’)<(a) eta froga
dezagun teorema a-rentzat.
Baldin a laburtezina balitz, propietatea frogatuta legoke.
Baldin a laburtezina ez bada, a = bc izanen da, non ez b eta
ez ¢ ez dira a-ren elkartuak, eta ¥ (b)< ¥ (a);¥(c) < v (a)
zeren eta eraztun euklidear batean b-k a zatitzen badu eta

@(b) = ¥ (a) badira, orduan a eta b elkartuak dira. Beraz,
eratorpen~hipotesiari jarraituaz, b eta ¢ biak, elementu labur-’
tezinen biderkadura dira. Gauza bera gertatzen da ba beraz,

a-rekin.

2°) Froga dezagun orain bigarren propietate hau. Eman dezagun

p laburtezina, p € E eta jo dezagun p~k ab zatitzen duela eta
ez duela a zatitzen. Orduan p eta a ez dute zatitzaile Komunik
eta existitzen dirad€E eta(b€ E non,

1

X a +p P baita.

1l

Beraz b x ab +M bp
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Eta p-k ab zatitzen duenez gerc, p-k b zatitzen du.

3.- Teorema: E eraztun euklidear bat, eraztun printzipala da.
Frogapena:
Frogapena egin baino lehen, gogora dezagun zer den eraztun
printzipal bat: eraztun trukakor bat, elementu unitateduna, eta
non ideal guztiak printzipalak baitira. Egin dezagun orain
frogapena: lehenego ta behin, E eraztun trukakorra eta elementu
unitateduna da. Bestalde har dezagun E-ko L ideal bat. Baldin
Q= (0) bada, printzipala da. Pentsa dezagun beraz, Q # (0)
dela. Kontsidera dezagun eraztun euklidearraren definizioan
idatzi dugun funtzioa eta izan bedi a w(a) minimoa duten Q
-ko elementuetatik bat. Biz x Q-ko elementu bat.
E euklideoa denez gero, tadira q€ E, r€E non

X = aq + r baita; r = 0 delarik edo baldin r # 0 bada,

w(r)< w(a).

Baina azkeneko hau ezin gerta daiteke, a aukeratu dueun bezala
izateagatik, hots, ‘e (a) minimoa, beraz, r = O behar du izan.

Beraz x = aq eta @ ideal printzipala da, Q= (a).

4,- Teorema.-— O-ren zatitzailerik ez duen eraztun printzipal
bat, eraztun faktoriala da.

Frogapena: Eraztun printzipal batean, edozein elementu bat,
elementu laburtezin-kcpuru finitu baten biderkadura da. Beraz
faktoriala dela frogatzeko gelditzen zaigun gauza bakarra,
deskonposaketa hau bakarra dela frogatzea da. Baina honetarako
nahiko da Gaussen baldintza betetzen dela frogatzea (ikus 4.

orrialdean 1.~ Teorema) .

Jo dezagun p elementu batek ab zatitzen duela. Eraztuna prin-—
tzipala delarik, (a) + (b) ideala, printzipala da. Beraz badago
eraztunean d elementu bat, non

(a) + (b) = (d) baita
Badira beraz, u eta v elementuak eraztunean, non

d = au + bv baita.
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Bestalde (a) ¢ (d) eta (B)g (d) direnez gero, badira eraztunean
a’eta b’elementuak, non

a=a’d b =b’d baita.

Eraztun printzipal eta zeroen zatitzailerik gabeko batean, a eta
b elementuak badute beraz, zatitzaile komunetik handien bat 4,
ondoko expresioak definituta

d = au + bv

Eta partikularrean, eraztun printzipal bateko a eta p bi lementu
zatitzaile komunik ez badute, Bezout-en identitate batez lotuta

daude:
1l = xa + yp.
Beraz, b bidez biderkatzen badugu
b = bxa + byp.

Baldin p-k ab zatitzen badu, orduan b ere zatitzen du.

Ondorioa: Eraztun printzipal batean, beraz euklidearretan ere,
elementu primuei buruzko 1, 2, eta 3 Definizioak (7.8. orr.)
baliokideak dira.

Ondorioa: Gaussen baldintza betetzen duen edozein integritate
dominio batean, (partikularrean eraztun printzipal eta zeroren
zatitzailerik gabeko batean), (a) ideala primua da, baldin eta

solik baldin a laburtezina bada.

Frogapena: «xy € (a) =========) xy =@a ======)baldin a labur-
tezina bada, a-k faktoreetatik bat zatitzen du, bis hau x,
========) X = ra, hots, x€(a) eta (a) ideala ez litzateke pri-
mua izango.
Alderantziz, edozein eraztunean, baldin a laburtezina ez bada,
(a) ez da primua zeren alde batetik a = pq non p edo q ez dira

. . P:fa edo gq:l'a
ez unitateak, ez a-rekiko elkartuak, eta bestetik# bate-

raezinak badira. Zera dugu bada,

pg€(a) , p € (a) , q €(a) eta (a) ez da primua.



1o

Laburki:

Eraztun EUKLIDEARRA - —~ve——mme > Eraztun FAKTORIALA

A
Eraztun PRINTZIPALA

Eraztun PRINTZIPALA eta O-ren zatitzailerik

gabekoa =----3 > Eraztun
FAKTORIALA
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dominioak.

Jakina da Dibisibilitatearen Teoria Z multzoan, duen zabalpena
gure gizartean,txikitandik ikasten baitira adibidez, zenbaki pri-
muak, zenbaki multzo baten m.k.t. , z.k.h. eta beste zenbait
bitxitasun.

Era berean, (nahiz eta beste maila batean) R multzoa n koefizien-
teak dituzten polinomioen multzoa ikasterakoan, beste hainbeste
explikatzen zaigu.

Azpimarratu nahi dugu behin eta berriz, Aritmetika elementalean
(z-ren kasuan) edo Algebran ( R(x)-en kasuan) ikasten diren
zenbait eta zenbait propietate Dibisibilitatearen teoriaren ar-
loan, ez direla Z-ren edo R(x)-ren berezitasun batzuk, edozein
integritate-eremu batenak baino, kontutan hartuaz noski, multzo
hauetan behar bada, laburpen batzuk sortzen zaizkigula, kasu
partikularrak baitira. Hala nola, unitateen multzoa Z-ren kasuan
adibidez, {15—1j besterik ez da, eta R(x)-en kasuan ez-zero

konstanteen multzoa.

Z eta R (x)-en azterketa sakona orain egingo ez badugu ere, aipa
ditzagun hemen aurrean ipinitako teoria generalaren zenbait apli-
kazio:

Z MULTZOA

7Z multzoa, zenbaki osoen multzoa halegia, batuketa eta biderka-
ketarekin integritate eremu bat da, hots, eraztun trukakorra,
unitateduna eta zeroen zatitzailerik gabekoa.

Bestalde, Z multzoa aipatutako eragiketekin eraztun auklidear

bat da, existitzen baita € §+———9 é; épiikazioa, definizioak
eskatzen dituen baldintzak betetzen dituelarik, beraz, printzi-
pala eta faktoriala. Eraztun honen eleméntu laburtezinak edo
irreduzibleak, normalean primuak deitzen direnak dira:

Eraztun honetan unitateak 1 eta -1 dira eta horiek bakarrik.
Horregatik a zenbaki baten elementu elkartuak -a eta a bera dira

bakarrik.



Elkartze erlazioak, baliokidetasun erlazio bat denez gero, zati-

dura-multzo bat sortzen du Z/R = }(x,-x) / x Z} . Erdi talde

trukakorra da N Vv {o]-rekiko isomorfoa.

R elkartze erlazio hau eta f: Z ——————mn v {O} aplikazioak de-
X m————— >1 x l=sup (x,-x)

finitzen duen baliokidetasun eralzioa, berdinak

dira.

R[x]multzoa

R gorputza denez gero, R (x) integritate eremu bat da, hots eraz-
tun trukakorra unitateduna eta zeroren zatitzailerik gabekoa, ba-
tuketa eta biderkaketa barne- eragiketak bezala.

Bestalde, R (x) multzoa aipatutako eragiketekin eraztun euklidear

*
bat da, existitzen baita wR (x)- {o} ————— >Z V {O
F e >gr.f = f. maila

aplokazioa, definizioak eskatzen dituen baldintzak betetzen ditue-
larik. Izan ere:
1) £/g === gr f<gr g (====¢(f)< v (g)
2) V£,g€ R (x) a g#o, dg.re€ R (x) 3f=gg + r non
r=o0 ala.?(r)é v (g). baita.

Beraz R(x) eraztun euklidearra da eta horregatik printzipala eta
faktoriala ere. Eraztun honen elementu laburtezinak edo irreduzi-
bleak, lehenengo graduko polinomiak e€ta R-en zerorik ez duten bi-
garren graduko polinomioak dira. Eraztun honetan unitateak ez-zero
diren konstanteak dira eta horiek bakarrik. Beraz R* multzoko

elementuak.



- BIGARREN GRIA

ZENBAKIEN TEORIAREN

FUNTZIO G6ARRANTZITSUE NAK

&l {x} Funtzinck,

— epteni beben zutilze ilecd hedoturiko
e luketak,

~ lbive=cn funtzioa.

~ Zuler-on funtzioa,



BLGARREN GAIA

ZENBAKIEN TEORIAREN FUNTZIO GARRANTZITSUENAK
$1. (=1 | {x} FUNTZIOAK

a,~Zenbakien teorian,([x] funtzioak paper garrantitsua
daukajhau x~en balio erreal guztietarako definitzen da
eta x baino ttikiagoa den zenbaki osoen arteko handiena

adierazten du.funtzio hau x-en parte osoa deitzen da,

Adibideak

-------- R . ) Toy 15T = N
l;]-F ; L‘zléj_zJ t ’ 1

Batzutan, 1x} : x-[x] funtzioa ere kontsideratzen da.
Funtzio hau x-en parte frakzionari edo zatikiar deitzen

da.

{31:-0 {2,6} = 0,6

——
[
L

N
-t
v

L S
1l
C
&N
v

be.=Sartu ditugun funtzioek zertarako balio duten erakus-~
teko,datorren teorema frogatuko dugu:
n! delakoaren biderkaduran,p zenbaki primuak duen berre~
tzailea,zera da:
R T n
i REAT - +
l- ?';LJ rl ‘] v ). l"’l

Frogapena

n! biderkaduran,p zenbakiaren multiplo diren faktoreen
kopurua [ %] da,haien artean,p®delakoaren multiploak,
v gll dira,hauen artean ptren multiploak fi%] dira;
eta abar.,

Adierazitako zenbakien batuketak,bilatutako berretzai-
lea ematen du,zeren n! biderkaduran p-ren multiplo,
baina ez p '~ren multiploa,den faktore bakoitza,m bider
adierazi dugun moduz kontatzen da,p—ren,ptren,piren...

eta azkenez ﬁlren multiplo moduz.

Addibidea

- - L
Vome Vot - [T e R T SR
(1§E ~log Lo
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§ 2.ZENBAKI BATEN ZATITZAILEEI HADATURIKO BATUKETAK

a.,-Zenbakien teorian funtzio multiplikatiboak oso paper
garrantzitsua daukate. O(0) funtzio bat multiplikatibo
deitzen da,datozen baldintzak kunplitzen badira:

1- O(oy funtzioa,a zenbaki oso positibo guztieta-
rako definituta badago eta honelako a batentzat
ere zero egiten ez bada,

2- Edozein a,eta a,zenbaki oso positiboentzat,beren

artean primu izanik,

O(a, Ay = 0}, Oay)

Adibidea

Frraz ikusten da Oay = a funtzioa multiplika-
tiboa dela,s delakoa edozein zenbaki erreal edo kon-
plexu izaniko,

b.- O(o) funtzioaren adierazitako propietateetiks,

Gty = | dela ateratzen da.

Suposa dezagun, O(Q.) zero ez dela,0Orduan
Glay = Ort-a) = 0t 8 zhau da: G0 2!
Gainera,hurrengo propietate garrantzitsua ateratzen
dugu: €, («\ eta ¢ («) funtzioak,multiplikatiboak ba-

dira,orduan Gray = Gy ﬁl(“\ funtzioa ere multiplikae

tiboa da.

Frogapenz

() = R A A daukagu.

Gainera, (¢, JOQ\: | betetzen den kasuan,zera gera-

tzen da:
O, my) = @ L%, @) Gy, o) = G,eay €000 C{an oy

G

ARG RN € (G 4 G—;LQ¢\ - & v oA {\

co.-Bira () funtzio multiplikatibo bat eta
o - P“ ifi *aﬁ sa zenbakiaren deskonposaketa ka-
=Rt
nonikoas.

;: notazicaz,a zenbakiaren d zatitzaile guztiei he~
[E=N
daturiko batukerta adierazten badugu,zera daukagu:



£ o(dy = (V+0(py +C(pH - wee)
d\o

( \'*O(PA\ re([‘)i\ T re(P:‘n

(a=1 kasuan,bigarren atala 1 dela suposatzen da)
Identitate hau frogatzeko,bigarren atalean parentesiek
ireki ditzagun.Gaien batuketa bat ateratzen da,ondoko

forma hau daukalarik;:
' (EX S v
o™ 6lp™ ) = B

CeA ¢ X C ¢

{
v ' 4 v

’ : O e b & A
Bos iy, o, Cebet A

non termino hauen artean zenbaki primu guztiak dauden
eta behin bakarrik;Hau da, (¢ , é 6 cap iy lehenengo
atalean dagoena,

de= O(0 = o’ funtzioaren kasuan, c propietateak forma

hau hartzen du:
. A S
5 3 us s L2 at o "
é (\);(\ffiff, + 'f?, ) (‘f‘)m'fr\ T '*‘v« }
dia
Partikularki, s=1 kasuan,lehen atalak a zenbakiaren
S(ey zatitzaileen batuketa adierazten du.Bigarren

atala sinplifikatzen badugu,zera daukagu:

* ot EPRA N L R
Sey = Pt Pe - F_"__ il
\" -1 \:\1’ -~ F" -
Adibidea .
""""" , 5 > 551 . 2m7?
srteer - SRS = et S'fgf':" Ere

S :0 kasuan,aurreko expresioaren lehen atalak a zen-
bakiaren T(«) =zatitzaileen zenbakia adierazten du,eta
hauxe daukagu:

Tay :ko(‘r\\ko‘zf‘\ de*'\\
Adibidea

Tir0) = (Henn(as vt = 30
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$ 3.mMUBIUS-EN FUNTZIOA

.= /A(Q) MBbius-en funtzica,a zenbaki oso positibo guz-
tietarako definitzen da.Funtzio hau datozen berdintze.

kin definitzen da:

/LKQA -0 a,delakoa unitatea ez den karratu
batez zatigarri bada.
) /A(u\;\gl\K a delakoa karratu batez zatigarri
ez badaghemen k berretzaileak a zen-
bakiaren zatitzaile primuen kopurua
adierazten du.
Partikularki, & =! kasuan, Kz0 kontsideratsen da

/«U\ =

eta horregatik hartzen dugu.

Adiibideak

- - =o

\ g ; /‘m = P
o . )*(6\—_ ! ; /,L\\O\-_\
/.L\ﬂ = -\ J /«\\\\:-\

¥

; pisi=o /«\\z\ =

b.-Bira ©() funtzio multiplikatibo bat eta
o, L3S 3"
e R A e

kanonikonoa, Orduan:

dy = (V=0 -0Ce) - -y 'ekf’w\\
ﬁﬂﬂm Vo= Pl (

a zenbakiaren deskonposaketa

( a=1 kasuan bigarren atala unitatea dela suposatzen da)
{oy funtzioa multiplikatiboa da.,Horregatik,
6, (a\ = meay .G (a) funtzioa ere multiplikatiboa da.

@,Uq funtzioari c-identitatea aplikatuz eta

0,“:\:-@(‘3\ ]
9,(r5)=o $»1 bada

direla kontutan daukagula,teorema hau zuzena dela ikus-

ten dugu.
c.=-Partikularki, @(q\: | eginez gero,b puntutik zera

ateratzen dugu:



Z u&C\\ Z

) |
‘ i\, & =1 bada
G(A\ - %_ eginez gero:
4
’y,u[‘\-_L) (RS adi bada
/«(c\) _ii P | P2 ( -
da g i
d -
k ! &=l pada
de.-Suposa dazagun orain 5= é‘/ 52)‘ i SH zenba-
ki oso positiboak, g =%, ,4,,  ,!, balio erreal

edo konplexuekin korrespondentzian daudela.
Orduan,l balioarekin korrespondentzian dauden f ba-

licen batuketa, S'denotatuz,eta d zenbakiaren multi-
plo diren & balioekin korrespondentzian dauden f ba-
lioen batuketa, 5& denotatuz,ondokoa dugu:

S = Zpd) - Sy
(non d delakoak, $ balioetariko bat gutxienez zati-
tzen duten zenbaki oso positibo guztien balioak har-

tzen baititu)

Frogapena

c atala aplikatuz,ondokoa dugu berehala:
s &d v I E &
=G p e, 1O " st

d zenbakiaren balio berbera duten gai guztiak batuz
eta fﬁA\ parentesiaren kanpora ateraz gero,parentesi
artean geldituko zaiguna,zera da: d delakoaren mul-
tiplo diren S$ zenbakiekin korrespondentzian dauden

f zenbakien batuketa;eta hori,definizioz, Sd da.

Beraz, $ = 2[«\(’\\ A (%nC} 2\



¢ 4.EULER-EN FUNTZIOA

a.— ?(QA Fuler-en funtzioa, a zenbaki oso positibo guz-
tietarako definitzen da eta O,V o-- ,a-i 1]

segidan, a-rekin primu diren zenbakien kopurua adie-

razten du.

Adibideak
Gy = ; gL z 2
g o=t ;ooqusy =
L3 o= 2 5 Gle) = ,2'
be- Biz o = M Pt P [2]

a zenbakiaren deskonposaketa kanonikoa.Orduan:

eley = (L - %:\ﬁx - é:\ Co ) - %: , 31

edo beste modu batetara:

ay -l %3 DU{Q—I

gl =t - -
partikularki, -

T I LA

Aplika dezigun § 3 ,d teorema.,Kasu honetan, 5; zen-
bakiak eta f& zenbakiak honela definitzen ditugu:
Suposa dezagun,k azpiindizeak (1)} segidaren zenbakiak
kurritzen dituela.Egin dezagun, éK = (x, Qﬁ eta
5. balio bakoitzé korrespondentzian jarriko dugu

{« = 1 zenbakiarekin,

Orduan, S' delakoa, gk = (¥, a) balioetarik 1 direnen
kopurua,hau da, W(Q\ izango dajeta Sd delakoa,

S, = (% ,«} balioetarik d-ren multiplo direnen kopurua
izango da.

Saina( k,a )d-ren multiploa izan dasiteke,bakarrik d
a-ren zatitzailea denean.Baldintza hau betetzen dene-
an, Sd delakoa d-ren multiplo diren k balioen kopurua
izango da,hau da, G izango da.

Hala,ba: % (o) = %i P(A\ a , daukagu, eta

: / C



hemendik, §'3.c kontumtan hartuz,{3) formula ateratzen
dajeta honetatik,(2] erabiliz,(4) formula ateratzen da.

Adibidesk
q(co\:@o(\—%\(n-%\“-é_\ = 16 ;
Y(s\\-— g1-21F = 5
?\5\ = 5-1 ="

S Gem ({(a\funtzioa multiplikatiboa da

(a, ’q%\;\ bada,b puntutik (()(q..ql\ = ({)(Q,\({(QL\
ateratzen da,

({‘ (05\ = q\g\‘ﬁeks\ = S4 . ‘ = 2( 6 M
de- A -

formula honen balidgarritasuma ikusteko § 2 ,c iden-

titatea aplikatzen dugu O(&}:(fuq funtzioaren kasura-
ko

= (e egrphie s i) (eepa s ()

(5) erabiliz,bigarren atala honela &datz daiteke:

) X, ¥ ‘ NN A
(1 etpVr (ppae =B (4 e Al P ¢ e e 7)
eta hau,gai berberak parentesi handi bakoitzean la-
burtu eta gero, ;(P:@_, P:“ = a geratzen da.
LIS °
Adibidea

a = 12 Egiten badugu,
U+ @l + @) + gLy G (&) 4G () =

— Vel #2 #2342 +4 - 12
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HIRURGARREN GAIAR

KONGRUENTZIAK

~ Definizioak.

- Kongruentzien oinharrizko propietateak,

- Moduluari dagozkion kongruentzien
propietatesk.

~ Modulu batekiko hondar klaseen eraztuna.

- Z,mn eragiketak.

-~ Hondarren sistema osoa.

- Hoderren sistems laburtua.

- Euler-en funtzioaren propietate multiplika-
tiboa.

- Euler-en teorems.

- Moduluarekiko primusk diren hondarren

talde multiplikatibo=.



KONGRUENTZIAK

DEFINIZIOAK
1. Bira a, b, m € Z eta m» 0 a - b zenbakia m zenbakiaz zatigarria
bada, orduan a eta b zenbakiak m moduluarekiko kongruenteak direla
esaten da. a = b (m mod) idazten da eta a kongruenteb mmodulu ira-
kurtzen.

Emandako definizioa oinarrizkotzat hartuz ondoko defini-
210 baliokide hauk ditugu:
2. 'a eta b zenbakiak m moduluarekiko kongruenteak dira baldin eta
soilik baldin a = b + mg q & Z berdintza betetzen bada.
3. Biz a, b € 2 eta kontsidera dezagun hondarra duen zatiketa

a=mgqg+trzr 0 r, ¢ m,'

» b=mqt+trzr, 0¢ rg«m

»

orduan a ata b m- moduluarekiko kongruenteak dira baldin eta soilik

baldin r, = r, bada.

2

Dakusagun definizio hauen baliokidetasuna:

- 1 eta 2 definioak baliokideak dira:

SupoSa dezagun a eta b l.definizioaren araWera m moduluarekiko kon-
. .
gruenteak direla, orduan:

a

b(mmod)es m/ a -~ber a-b=mqg qE Z a>

’
— a=hb+ng, q€ 2

Beraz a eta b m moduluarekiko kongruenteak dira 2.definizioaren

aranera.

- 1. eta 3.definiziocak baliokideak dira:

Sﬁposa dezagun a eta b 1l.definizioaren arauwera m moduluarekiko kon-

gruenteak direla eta kontsidera ditzagun hondarra dituen ondoko za-

tiketak: '

a=mgqgq, +1r; 0 r, ¢m

b=nmn q, t I, 0 rzgem
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Berdintza hauen kenketa eginik zera dugu:

a—b=m(ql -q‘) + (r —r‘),bainanolam/a-b
l.definizioaren aramera orduan m / r, - r,
Baina 0 ¢ r, s ry «m =®» o0¢r, - ¢ m
Orduan: m/rl I, eta 0 £ r, - r;_ [0 (I 0 “fy = 0 = I, =r,
Alderantziz:
Suposa dezagun r, =r, ~» a-b=mn (qJ - qJ)_. m/a-~-b—

= b (m mod) l.definizicaren arauera.

—_—a

Honela 1. 2. eta 3.definizioa baliockideak direla frogaturik dago.

KONGRUENTZIEN OINARRIZKO PROPIETATEAK

1v- Erreflexiboa
‘a =z a (m mod) Vae 2
Hau argi dago, zeren m / 0 betetzen baita.
2.~ Simetrikoa
a=b (mmd) —»b = a (m mod)
Berehalakoa da, zerenm / a ~ b g»m/ b - a.
3.~ Transitiboa

a=b (mmod) eta b =c (mmod) = a = ¢ (m mod)

Frogapena

a=b (mmod) a« b = ¢ (m mod) —

a=b-rqu A b=Cfqu—aa=cfqu +mq‘=
=ctm(g tq)=ctmg->a=c (nmnod)

4.- m modulu batekiko kongruentziak gaiz gai batu eta ken daitezke,
hau da:

aszb (mmod) p c=d (mmod) —»a+ c =b* d (m mod)
Frogapena
asb (mmod) n ¢ =4 (mmod) —

{a=b+mq‘,q,éz
-

(o]

d-rmq‘_ ,q‘éz

»afc=bn+ 4 (mmod)

Propietate hau n kongruentzia ditugun kasura era neda daiteke, hots:

a; ¥ by (m mod) ¥ i=1, ..., n -——bfa‘ = 5 b, (m mod)

- a* c=brdt+m(qz q),qrqg.el.»
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Korolarioa
azbtc (mmod) —» a - ¢ =b (m mod)
Frogapena:

a=b +c (mmod)
—» a ~c=Db (m mod)
¢ = ¢ {m mod)

5.- Kongruentzia baten edozein atali.égairi)moduluaren multiplo bat

b+ Ko (nwed) YieZ.

.gehitu edo kendu ahal zaio, hots: a:z L bm‘wﬂJ)—a ai
Frogapena
V’a

b (m mod)
—> az=b % km(mmod) Hkez
km (m mod)

o
i

6.~ m modulu batekiko bi kongruentzia atalez atal biderkatu ahal

dira; hau da:

‘a = b (m mod)
— aczbd (mmod)

¢ =d (m mod)
Frogapena;
a=b+m 9, , 9, € 2

B 2 — ac = bd+m(gd+qgb+qgqgm

c=demgq, e Z ! 4 'e
q=%d1%b+%%mez_.ac= bd+mg ,gq& 2 —

~» ac = bd (mmod)
1. Korolarioa

”
a) a;=b; (mmod) 1i=1, ..., n —» I‘IT a; =// b; (m mod)

=

% kd

b} a =zb (mmod)-— a =b {(m mod)
c)az b (mmod)— ak = bk (mmod)
Frogapena:
a) eta b) kasuak indukzioz errez froga daitezke eta c¢) kasua bereha-

takoa da.

7.- Kongruentzia baten qtal biak moduluarekin primua den zatitzaile
batez zatikatu ahal dira, hau da:
ak = bk {mmod) A (k, m) = 1 —» a=b (mmod)

Frogapena:

ak = bk (mmod)—= m/ak -bk-»mn/k (a-Db)—

— m/a-b —»a=>b (mmod) , (m,k) =1
(301
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MODULUARI DAGOZKION KONGRUENTZIEN PROPIETATEAX

1 - Kongruentzia baten afal biak eta modulua faktore positibo berdin k.-
tez biderkatu ahal dira, hots:
a=b (mmod) —sak =bk (mkmod) , k>0
Frogapena: )
asb(mmod) — a=b+tmgqg , g€ 2 -~» ak=bk+mgk, k> 0=
— a k = b k (mk mod)
2 - Kongruentzia baten atal biak eta modulua zatitzaile positibo berdin
batez zatikatu ahal dira, halegia: ’
ak 2 bk (mkmod)—» 2 = b (m mod)
Frogapena:
ak = bk (mkmod) - ak = bk+mkqgq, gq&2zZ =
—~a = bimg ,gqg&€Z -» a = b (mmod)
3 - Bi zenbaki m modulu batekiko kongruenteak badira, orduan moduluaren
edozein zatitzailearekiko kongruenteak dira, halegia:
a = b{mmod) Ad/m-~~as b (d mod)
Frogapena;
b(mmd rd/mem/a-bad/m—->d/a-b-a=b (dmod

4 ~a 5 b(mmod) ~ d/ (a , m) » d/Db
Frogapena:
a 3 b (m m0d) - b+4mg,qe&€Z2 +b=a~-mt » 4/ (a,m)>4a /1
Ondorioa ¢ "
a g b{(mnod) » (a, m) = (b, m)
5-a = b{mmd) i=1, ..., n -»a = b (mmod), non
m = [m, ) eeesy m,J baita , (multiplo komunetako txikien) .
Frogapena:
a = b (m; mod) i=1, ..., n — m; /a=-b i=1, ..., n »
—~+ m/a-b>b nonm=fm,, .. m,] baita —» a = b (m mod)
Korolarioa :
Biz m=m,, ..., m, non { mg, nv) =1 V i, j. Orduan:

a = b (m mod) kongruentzia eta a

b (m,- mod) i =1, ..., n konr
gruentzien sistema baliockideak dira.
Frogapena:

fm; ,m; ) =1 ¥ i,7 = [m,, ey m"]=m.-v--~»--'mn=m.
OHARRA - Korolario honen bidez kongruentzia bat kongruentzien sistema ba-
ten deskonposatu ahal da, non sistemako kongruentzien moduluak emandako
kongruentziarena baino ttikiagoak baitira.

Aurrerago ikusiko denez a = b (m mod) kongruentzia emmanik,
non m = gd'.... pf moduluaren faktore primuen deskonposaketa baita, kon-~
gruentzien ondoko sisteman deskonposatzen da:

a

b | P:(' mod)

a = b {o‘ mod)
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MCDULU BATEKIXO HONDAR KLASFEN ERHAZTUNA

Kontsidera dezagun Z multzoa eta m & Z, m» 0 modulu bat.
fomagun 2n Rm ondoko erlazio hau:

a Rb b; a = b (m mod)
Zovgruentziel buruz betetzen diren lehengo hiru propietateak kontsidera-
e Rm baliokidetasun'erlazio bat dugu; beraz partiketa honek 2 / Rm za=-
tidur multzo bat .

Z /Ry = Zm idatzi ohi da.

‘i zatidur multzoaren klase bakoitza banan banan kongruenteak diren ele-

tuetaz esatzen da. Klase bakoitzean ordezkari bat hautatuko dugu.

i a Z, ren klase bat, hau da ae Zn
intzu dira 3@ klasearen elementuak ]
“mgq+r 0fremeo—»a = r (mmd) —+ & = T
klasearen elementu guztiak edukitzeko g zenbakiak Z ren balio guztiak
iaozu behar ditu.
“oraz klase bakoltzean elementuak kopurst infinituan daude. Klase bakoi-

tLzsren elementu guztiak m zenbakiaz zatikatuz hondar bera ematen dute.

<raz, klaseen kopurua m - 1 da, zeren Zn zatidur multzoan hondar posi-
oleak 0, 1, ..., m - 1 baitira. Honelatan ba: Zm = {o, 1, .., m - 1;
Kliase bakoitzaren elementuak hondarrak deitzen dira eta Zm m moduluarekiko

nondar klasean multzoa.

1 ERAGIXETAX

Zp 1 ondoko eragiketak definituko ditugu:
_ o —
a ) Batuketa ¥ a,p e Zn a+b = a+ b
;
' BiderkaketaVd, b € z_ ¥T.D = T . 0b

-

Uy baliokidetasun erlazioa biderkaketa eta batuketarekin kompatiblea da-

zeren ondoko propietate hauk betetzen baitziren:

c a+c¢c =z b+ d (m mod) 4 acELd {ra mod)

Hi

a = b (m mod)g
d (m mod)

Hurrez calnera definituriko batuketa eta kenketa ondo definiturik daude.

ze2n klase bakoitzaren edozein elementu harturik emaltza ez baita aldatzen
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1. TZORZMA - Zm hondar klaseen multzoa, definituriko batuketa eta bi-
derkaketarekin erhaztun trukakor bat da, unitate elementuarekin.
Frogapena:

a) | Zm, + ) talde trukakKor bat da.

b) ( Zm, . ) erditalde trukakora da eta unitate elementua du.

¢) Biderkaketarekiko batuketaren propietate banakorra betetzen da.

Hiru puntu hauk errez froga daitezke.

2, TEORZMA - m zenbaki konposatua bada, orduan Zm zeroaren zatitzai-

leak ditu.

Frogapena:

Biz m konposatua mo=m.n, non m, » 1, m2 » 1 baitira,
my £ 0 (m mod) _ _
m, # 0 )mma) [ m £0 £m,
Baina, m, . m2 = . m, = m= 0 — m m2 Zm multzoan zeroren

e

zatitzaileak dira.

3, T30REKA - p primua bada, Zp nultzoak ez du zeroaren zatitzailerik

eta kasu honetan ZD integritate erhaztuna da.

&

Frogapena

Bira @&, b & 2 , non a # 0 4b bvaitira.

a2 #0,% # 0 — a#0 (pmod), b0 (pmod) —»

’
__;p){aApr Pm p)(a.b-——’—

ab & O(pmod) —~ ab £ O —= a@.0#0

Beraz Zp multzoak ez du gzerocaren zatitzailerik.



34
HONDARRZEN SIST:sliA 0S04

Zm = { 9,1, ..., m - 1% eraztunean, har dezagun kla-

se bakoitzetik ordezkari bat: x X

o1 { Xgr weer Xp %

multzoari m-moduluarekiko hondarren sistema osoa deitzen zaio. Klase

QY e

bakoitzetik elementu bana hartu dugunez, xo, ooy xm -1 multzoaren
elementu guztiak inkbngruenteak izango dira. Xlase bakoitzak elementuak
kopuru infinituan ditu; beraz, hondarren sistema beteak kopuru infini-
tuan har ditzakegu, Gehien erabiltzen direnak hauk dira:

a) Hondarren sistema bete minimo ez-negatiboa: sistema
hau osatzeko, klase bakoitzetik ordezkari txikien ez-negatiboa hartzen
da.

b) Hondarren sistema bete minimo absolutua: Klase bakoi-
tzetik balio absolutuan txikiena{den elementua ordezkaritzat hartuz osa-
tzen da.

Adibidéz: a) Z  ~eraztunean: {O, 1, ve., 1 - 1?

b) Zm eraztunean: m delakoa bakoitia bada, on-
doko sistema hau dugu: %- -1 ., -1, 0, 1,..., m—'——%

2 2

o -1
2

Sistema honetan 2 1+ 1 elementu daude

m delakoa bikoitia bada, ondoko sistema hauetariko bat dukegu:
edo]Y

Teorema. ( a , m ) = 1 bada, x-ek m noduluarekiko hondarren sistema be-

L1, viu, -1, 0, 1, ..., ’g{(

e e

te baten baliok hartzen dituenean, orduan b € Z, a x ¢+ b forma linea-
lak, m moduluarekiko hondarren sistema bete baten baliok hartzen ditu.
Hordarren sistema 0s0a { Xps e xm§ (1) izanik, forma :inzalarsn ba-
licaKondoko hauk dira:

la X o+ D, vees, 2 X L D % (2)



Frogapena:

Hipotesiz, Xy eens X direlakoak bata bestearekiko inkongruentziak di-
ra: X, # X, (m mod) i £ j.

Dakusagun, (2) delako hondarren sistema betea dela. Hau
frogatzeko, ikus dezagun, (2) sistemako elementuak binan-binan inkon-
gruenteak direla. Absurdura eramanez, suposa dezagun (2) sistemako ele-
ax, + b

, J
= axj (m mod). Nola ( a , m) = 1 den, or-

mentu bi kongruenteak direla, hau da, E i,j m ax, + D

(m mod), halabeharrez ax,

duan x, = Xy (m mod) eta hau hipotesiaren aurka doa. Beraz, (2) sis-
temako elementuak bata bestearekiko inkongruenteak dira, eta honela, hon-

darren sistema bete bat osatzen dute.

HONDARREN SISTEMA LASURTUA

2z =40,1, ..., m- 1} eraztunean har dezagun klase
bat a.

Dakigunez, a, b€ ¢ — a=1b (m mod)

"t

Beste alde batetik, hauxe dugu: a = b (m mdd) —» f(a, m) =
(b,m), orduan klase bateko elementu bat m-rekin primua bada, klase ho-
rretako elementu guztiak ere moduluarekin primuak izango dira;

Har ditzagun orain‘zm eraztunean m moduluarekiko primuak
diren elementuen klaseak. adibidez 1, m - 1.

Horretariko klase bakoitzetik ordezkari bat hartuz,
% Xys o eeey xyﬂ“,}multzoa osatzen da, eta multzo honi hondarren sistema
laburtua esaten zaio. Orain, (¢{m) zer den ikusiko dugu. ¢ (m) zenbaki
bat da, eta beraren elementu guztiak m-rekin primuak direneko klasean
kopurua adierazten du.

Orain arte ikusitakoarekin, «(m) hondarrek; hondarren sis-

tema laburtua osatzen dutela esan dezakegu, basta besteakiko inkongruen-
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teak izanik:
X i xj (m mod) nen (xi , m) =1
lpe(m) -ri, Euler-en funtzioa esaten zaio.
¢(m) -ri, k zenbakien kopurua ere esaten zaio, non ( k;m ) = 1 eta
k < m baitira.
Adibidez: @ (2) =1
@w(3) =2
w(8) =4

Definizioz: ¥ (1) =1

EULER -EN_FUNTZIOAREN PROPIETATE MULTIPLIKATIBOA

Teorema, Euler-en ¥ funtzioak ondoko propietate hoak betetzen ditu:
i) @) =1
i1) (wm ) =1 — ¢ (m) ¢(n) = ¢ (m)
Frogapéna:
i) definizioz betetzen da.
ii) Biz ( m,n) = 1. Idatz dezagun, 1 eta mn artean dauden zenbaki guz-
tiak
1, 2, ceeey Ky, +ocey n
m+l, m+2, ..., n¢+tk, ..., 2m

2m + 1, 2m¢ 2, ..., 24 k, ..., 3m

(n-1m+ 1, (n-1)m+ 2 ..., ( n-1)m ¢k, .., nm
nm-rekin primuak diren zenbakien kopurua, go(m n) da.
Lerro bakoitzak hondarren sistema bete bat adierazten du.
Lehenengo lerroan (¢(m) .zenbaki ditugu m-rekin primuak izanik.

Bigarren lerroan .......

cstseescan 4scsecescssnnsasnsac @scaseccsconvares

.
L N A R A R O N R R R Ry LR T .

N=-ZATTEN 1ATTOAMN eeeneee
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Suposa dezagun ( k,m ) = 1 dela eta har dezagun k zutabea. K zutabeko
elementu guztiak m moduluarekiko kongruenteak dira., Hipotesiz, ( k,m) =
= 1 da; orduan, zutabe honetako elementu guztiak m-rekin primuak dira,
eta beren elementuak m-rekin primuak dituztenak, denetara ¢ (m) zuta-
.be direla esan dezakegu.

Dakusugun, zutabe bakoitzak zenbat elementu dituen m-rekin
primuak. Har dezagun k zutabea .

X, m+ Xk, «.oy, (n-1)m ¢ k
Hauek ditugu: {mx & k Q ;3 XxX=0(1)m -1 (mn) =1
lo, i,..., n - 1} multzoak m moduluarekiko hondarren sistema o0so bat
betetzen du. x~ek multzo horretako baloreak harturik, me + nﬂ, X =
= 0(1)n - 1 hondarren sistema betea osatzen du. -

Orduan, zutabe bakoitzak n-rekin primuak diren zenbakiak,

p(n) kopuruan ditu.

Dakusagun, zenbat .zenbakik betetzen duten ondoko baldintza:

(x,m) = (kn) =1
Zenbaki hauen kopurua, G (m), ¥ {(n) = ¢ (m) da.

Korolarioa
Biz m = pf cese p;g n -ren deskonposaketa kanonikoa; orduan

¢ (m) = f,"?(p;ca) (1) dateke:

Frogapena: Induzioz egitenm da,

Har dezagun p‘, p primua. izanik. 2ta orain, CP(PX ) kal-
kulatu nahi dugu.

Har ditzagun 1 eta pd' artean dauden zenbakiak.
Hauetariko zenbat dira pd-rekin primuak? pd -rekin primuak direnak,
p ~rekin ere primuak izango dira. Orduan, Zenbat multiplo ditu p-ek?

1, 2, eeey Dy o023 2Dy snvy 3Dy oeey p“-' p.-

L
Ikusten dugunez p -ek, p multiplo ditu.

Lehengo galderari erantzuna emateko, 1 eta p « artean



dauden zenbakien kopuruari, p-ren multiploen kopurua kendu behar zalo,

-/
eta geratzen dena (p (p°() da. Beraz, ¢ (p’()= P.(- Pd.

Korolarioa
p delako primua bada, ¥(p) =p - 1 da
Beste formula bat agertzen zaigu, lehengo korolarioa kontutan harturik
s “ s e aed s P
e =N e = n(sF- 871 p¥ 1= y)-
i=1 i=1 i=1

= o SV o(1-am)

¢ (m) r§1 (l—l/pi)

Adibidea: @ (24) = @ (2°.3) = (22-2% 3-1) =38

1, 5, 7, 11, 13, 17, 19,23,

Teorema. Biz ( a,m ) = 1. x-ek m moduluarekiko hondarren sistema la-

burtu baten balioak hartzen dituenean, orduan ax forma linealak m mo-

duluarekiko hondaz;fén sistema laburtu baten balioak hartzen ditu.
Hondarren sistema laburtua { Xys eees Xh} » b= e(m)

_iza.nik, forma linea:laren balioak ondoko hauk dira: (éxl, eeey ax.hzf.

Frogapena: i-) ax; £ ax, (m mod). Suposa dezagun, ax; = ax, (m mod)

(EE)TI’ X, = xj (m mod)., 4 Xyy eeey xh} delakoa hondarren siste-

ma laburtua izanik, lortuko ondorica hipotesiaren aurka doa; orduan,

ax, # axj (m mod).

ii) Zenbat balio hartzen ditu ax forma linealak ? h = v (m)

iii) ( ax,, m) =1 i=1(1)n
— =
( ax,, m) eyt (xi, m, 1
ZULZR -EN TEZORZKA. Biz m > 1 modulo bat eta biz (a,m) = 1, Orduan,
a flm) = 1 (mmod). (1)
Frogapena: Suposa dezagun x = &y-- - ) B (2) hondarren siste-

ma laburtu minimo ez-negatibo bat dela.
Aurreko teoremak dioenez,

AX = AL 3 ses .« a®h (3) hondarren sistema laburtu



bat da.
Bira J“l"""{°‘ (4) bveraren hondar ninimo ez-negatiboak.

ag r. (m mod)

(5)

a &

b (r mod)

(2) eta (4) expresioetan zenbakiak berdinak dira

9"_ . th :‘/le -‘Ip‘l (6)

(5) -sistemako kongruentziak biderkatuz, zera dugu:

ahg._ .. By = - = (m mod) (7)
Baina (&..--- &, ) =1 dela kontutan harturik eta (7)-ren sim-
plifikatuz, ah = 1 (m mod) h = @ (nm)
2 8m oy (n mod) f.n.g.¢

1. Korolarioa

(rermat-en Teorema).- Biz p delakoa zenbaki primu bat etz a m (a,p) =1

Orduan aP™! = 1-tp mod) dateke.

Progapena: p primua bada, ¢ (p) p - 1 dela dakigu eta suler -en %teo-~

. 3 p-1
rema kontutan harturik: a (o) = a’ = 1 (p mod)
2., Xorolarioa
. . . D =
Biz p primua. Orddan: a* = a (p mod) tae 7
= . p-1 ( P 3
Frogapena: i) ( a,p ) =1 = a = =10 10d) —» a~ = a (p rmod)
- D K D
ii) p/ a —» D l a” —» D ’ a® - a -— a’ = a (p mod)
3. Korclarioa
Biz p primua, Crduan
jod Jol r
h, 4 ... 40 )Yz nd ...t 0 (pmod ho...hpez
(hy ) F M » L )V‘L"+
Frogapena: Bigarren korolariotikx, =zsra dugu:
_— N D , L s St cain
( L =2 4+ .40y (p mod). 2ta gainera
D
h 5 n o mod) )
17 1 (p = i
e s )
n = b (9 mol)
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D P . .
Beraz .h1+ ...-l-hn h14- ...+hn (p mod),

eta kongruentzien propietate transitiboa aplikatuz
P_ P L WP
( hl + ... 4 hn) hl +oeae 4 hn ( p mod) f.n.g.l.

MODULUAREKIKO PRIMUAK DIREN HONDARREN TALDZ KULTIPLIKATIBOA

Har dezagun Zm = «?0, 1, ..., E_:—-lsz non m > O baita.
Dakigunez, (Zm, 4, .) delakoa eraztun bat da.

Har dezagun orain Rm = ,21, reey 11‘1'---_?13= multzoa, non
bere elementuak m moduluarekiko primuak baitira, hots:

’éenm —s (am) = 1

‘Leorema. Rm multzoa talde abeliar multiplikatiboa da.

Frogapena: i) Bira 3, b €R — ab R, ?

ab =ab e R~ € ( ab, m )+ = 1, Dakigunez, ( ab, m)(ar'—u‘l)gf,m) =1
i1) (2 b )¢ =.’a('bc')«'a,'b,’ceRm.béRm
i11) 1a =a YFeR eta leRze(lm)-=1
i3 ate R om 3 afl =1 yae R,

Suposa dezagun 3¢ Rn dela; beraz, ( a,m } = 1. Zuler -en teorema

aplikatug, a € (m) = 1 (m mod)

a . a@(m) -1 = 1 (m mod)

-é-.av’(m)-l_;I.__),_;:l::L_P-(-m)——_l

(a¥® =2 0y 1 2 (am)=1
v) V_a,—beRm 2D = Db 5, bistakoa da.

Teorema. Biz m = p primua. Zp gorputz abeliarra da.
Progapena: i) Zp eraztun trukafor unitarioa, zeroren zatitzailerik

gabdbekoa da

ii) RO =o?l, ...,‘D-l% ; «w(p) =rp -1, talde

multiplikatiboz da.

Beraz Zp gorputz abeliarra da f.n.g.1,
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Teorema. ( Gauss-en Formula )
;;ET (¢) = n VYV n> 1.

Sin
Frogapena: Har dezagun N = fl. 2, ceey n? multzoa.

N-ren elementuen kopurua, ]N l = n da.
Nd=¢<ml lem=<n A(m,n)=d}(1)
adierazten dugu.

Bistakoa denez N, = K (2) da.
da 4

N, n X = d) kontutan harturik, eta d1 # 4, izanik, orduan,

d1 d2 2
N = = v, (3)
d |n
Dakusagun, Ed'eren balioa zein den.
Ny, — —_— no= d g =
Biz m €N (mn) = 4d o =3711d eta (m,n)) =1 (4)
f n <

n, =z (finkoa da }.

Nd-ren elementu guztiak d-ren multiploak dira: m = mld s orduan, Nd

d, 24, 34, ... elepentuak osotzen dvte, eta esan dugunez, (ml;nl)sl da
Beraz, Nd = { mld l (ml, nl) =1, 1lec¢ my < ny = n/dZ.
Orduan, argi dagoenez, \Hd‘ = Le(nl) da.
n
Beragz, lNd\ = @ (n)) = @(‘d) ‘5)-

3ta (3)-formulatik, zera ateratzen dugu

7 %F—) $J)

5 = n/d adieraziz eta d zenbakianmn zatitzaile bat dela kontutan har-

n

turik orduan, & ere n-ren zatitzailea da. Zta (7) formula, ondoko eran
geldit;en zaigu:
n =é%—(\0(8) (8) f.n.g.l.
adibiceay n =438 = 2% .3
Zenbat zatitzaile dituzu ? e (48) = 5,2 =10
Zeintzu dira 48-ren gzatitzaileak ? .Bndokoak, prezeski:

1,2,3.4,6,9,13,162¢,4¢
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Orain (1), (2)seeeccesens »@(48) kalkulatu behar ditugu.

(p(l)- 1, @(2)= 14¢ ()= 2, p(8)= 2, 5)= 2, ¢(8)~= 4, (12)= 4,0(26)= &
¢l24)= 8, p(48)~ 16. '

Orduany (1) +¢(2) $........4¢(28)= 4B= n fomrg.l.
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IV, GAIA
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INKOGNITA BATEKO KONGRUENTZIAK

1. Oinharrizko ezagupenak

Inkognita bateko kongruentziak aztertzerakoan, f(x)=0 (m mod) (1)
non f(x) = aoxn+a1xn"l+.....+-an , m>0 baitira erako kongruertzia
algebraikoak kontsideratuko ditugu.

8,7 U {m mod) bada, n zenbakiari kongruentziaren grudus deitzen zaio.
agE0 (m mod) bade, biz j, aj $D (m mod) baldintzu betetzen duen zenbaki
oso positiborik txikiena, orduair kongruentziaren gradua n-j zenbukia

di teke.

f{xg)=0 (m mod} bads, xp kengruerntziaren soluzio bat da.

(l) éongruentzia betetzen duten x en balio guztiak aurkitzes, kongruen-
tzia hori wskatzea da,

x5 (1) kongruericziaren soluzio bat bada, %y rekin m moduluerekiko kon-
gruenteak diren x guztiak l} Zxg (m modl] (1) xongruentziaren soluzi-
oak dirc, ete zenbaki hauen klasea soluziotzat kontsideratzen de.

m modiiu beiekiko, hondarsen onduko m klase hauk existitzern Jira:
6,.1,‘....,E:I. Beraz, (l) kongruentziak gehienez m suluzio onhartuko
ditu.

Ditkus.gun «divide bater lidez, nola uskatu ahal den (1) ercko Kongruen-—
tzia ﬁat:

Biz x3-2x°43 20 (8 mod) rongruentzia. Kesu honetan f(x) = x3-2x%43
KDﬂg;LEﬂtZJU horen soluzio pocible guztiok: @, 1, 2, 3, 6 uira. Ikus
dezagun baueteriko zeintzu diren beretako soluzioak:
3£0 (5 mod) f(2) = 13 20 45 mod)
2£0 (3 mad) (&) = 3520 (5 mod)

3#0 (5 nod)

#
i}

f£(0)
£(1)
£(2)

Beraz, kongruesntziu n-nen seluzio bukirra x=Z4 (5 mod) da

"

n

m edo n zenbakiak handick diren kasuctan metodo hau ez da erabilgurria,
zeren cragiketa askoren benarra baitu, ete hemen datza kongruszntzien

askaletaraky teoria orakor baten beh.rra.
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2. Lehen graduko kongruentziak

ax+b Z0 (m mod) (2) ereko kangruentziei, non a,b €&z, a # 0,
eta m)a baitira, lehen gradul.o kongruentziak deitzen zaie. -

Azter dezagun kongruentzia hauen soluziosen Kopurua.

a) {a,m) = 1 bada, (2) kongruentzisk soluzic bakarra du.
b} (a,m) = d>1 bada, (2) kongruentziak m moduluarekiko soluziorik onhar-
tzen du baldin sta soilik bzldin d/b bada, eta kasu honetan kongruentzia
honek m moduluarexiko d soluzio ditu.
Frogapena
&) x i m moduluerekiko hondar-sistems oso bat korrespondi erazten badig-
gu, {ax~+b} forms linealuk m moduluarekiko hondar-sistema oso baten ba-
lioek hartzen ditu. Beraz, existitzen da xg bakar bat non axoﬂ-b?io (m mod)
baita . Xg hau (2) kongruentzieren soluzi. bakerra izango da. Hau da:

XZ= Xg (m mae) (2) kangruentzisren suluzioa da.
b) (¢,m) = d>1 da. Beraz & = ajd

m = mld

(%) ron (a;,m) =1

ax+ b3 0 (m mod) kongruentzia, axZ-b (m mod) moduan idatziz ety (@
kontsiderctuz, (2) kongruentziak ssluzioa badu, halabeherrez d/b izan
behurko da.
Orain froga dezagun d/b bave, (2) kongruentziask soluzica onhartzen duela.
d/b beda =y b = byd.
Ordusri (2) ondoko eran idutz deiteke:
ajdx 4+b1d =0 (m1d mod) <==> aijx#by;=0 (my mod) (3)
(2) eta IG) kongruentzicls baliokidesk dire, zeren soluzio berdinak baiti-
tuzte.
o) kasua kantsiceratuz, (3) kongruertzick mymodul tarekiko soluzio bakarra
du. Biz soluzie hori xzxg (ml mod), (2) eta (3) kongruentziak balioki-
desk cdirenez, (2) kongruentziaren soluzioak berdinek diraj beina (3) kon-
cruentzieren soluzicak m moduluurekiiko erwn idetzi behazr dirs.
(3) kongruentziaren soluzioak ondoka hauk dira, x = x0+|nlt , teZ
ceeens -E<Q+(d—l)ml],.....,xo,xo-}s'»ml,x0+2m1 roseensxg +(d-1) My geeeees
Orain scluzio hauen srtean zenbal diren m moduluarekiko inkongruenteak

ikusi behar da.

t=0,1,..., d-1 denean, zenbaki horik m moduluarekiko inkongruenteak
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tire, zeren 0&€P<k<d-f dencan x Hkmy = x4+ —t-ml { m mod) balitz,
(k- %) mIED {m mod) izango litzateke etz hau cbsurdua da zeren

(x -~1) m €m  baita.

Honelatan ba, x;x0+m1 t {m mod) t=0,1,...., d -1 (2) kongruen-

tziek dituen d soluziovak dirsa,

a.x=b (m mod) (2) koncruentziaren askaketsa

Aurreko teoremcren bidez bauskigu (_) kongruentziaren soiuzioen ko-
surus zein den, Dakussgun orein kongruentzie hori askatzeko bide bat. He-
men ilusiko dugun bidean Euler-en teoremcz bioliatuko gurw.

Kontsidera dezagun () kongruentzia non (ﬁ,m) = 1 buita,
(a,m) =1 izenik, 2 m moduluarekiko honder-sistema oscuren elementu
bet da, beraz existizen de a’&Z non a.a” =1 (m mod) beita.
Ordusn e.a” xza’b (m mou)
aa'sl (i med) j:}xsa'b (v mod)
Hau dz, (2) kongruenizia askatzeko wski da a’ hori eurkitzee. @ hori

zurkitzeko Euler-en tevrem.: er:bi.iko dugu: teorema torren bidez

2 0(m) =1 (m mou) = af(m)_l. a=1 (m mod) = a';aﬂm)-l (m mod).
Aske dezegun 41 xE31 (81 mou)  kongruentzia.

(¢1,91) =1

Ordu n: x=41%31 (51 mou)

41'541ﬁ51)'1 (51 mod)

€ (51) =¥(17 &) =P(17) P(3) = 16-2 = &2

41" = 413 (51 mod)

£1Z-10 (51 2o0d) => 417 = --1:;%?1 (51 wod)

1031= -5 (51 mod)=p 41° =45 (§1 mod) . Beraz:

x2155 (51 mod) = x=T2 (8L wwu) da kongruertzieren soluzioa ,

Dekusugun orain (2) kongruentzieren ask: ketiren Kesu berezi bat, bhau da:
m = p zenboaki primu bot deneko kasua.,

1. Proposizioa

Biz k-x =b (‘{J mod) kongruentzia, non pXk baite. Kongrusntzia honen

soiuzioa ondoku hau de:



x E(-l)k_l % b (P) {r mou)

Frog: pena

Biz x = (-1)°7 1 1Jr”

Vhe o (p=1) (e=2)..v... (m=k
Orducric xg = (-1) 1 g (r L)[J‘L] ) ( l) . b

TR | Gt ARRRRAR i 1) b

= Kexg . =
(k-1)1
=_jik1 —1j(-2) (=1}
=(.1)%¢ { { .. .. _ .
=1 (1)1 b Zb (p wod) =>
—_— % Kk =0 (v mod) ‘Grongrueniziercn soluzio St s
o .

3. Lehen - rouvke dengrucntizien cistemak

@) Kontsidur: dezagun lehen graduko kengruenizien efideko sistema

hew s -
a; xEby (my mod)

() A......
a, xZb (ms mod )
Kangruentzia guzti heuk betetzen duen zenbuki bat sistema honen soluzio
bat ca.
Lehengs ete behin kongruentzia hauk banen~banan askatzen dira, gero
guztiei deguzkien soluziocak kantsideratuz.
Sistema hunen kongruenizieren batek soluziorik ez badu, sisteme hau
ez-belorekoie dela esaten .
(1) sisteneren kongruwstzie cuziiek soluzio bskerre dutencan, (1) sis-
tems ete onuoko sisteme hau ballokideek dires:
X 2xp (ml mocl )
(£ I S

XE xg (ms mod)

non xz x; {my mod) i =1,...,5 , & x=b; (my mod) kongruentziaren
soluzioa beita.
(1) sistemeren kungruentzia betek, lehenengoa adibidez, d.l suluzio onhar-

tzen bauvitu, (1) sistems ondoke kongruentzien d sistemekin baliokidea da:
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'x = xq; (m) mod) x = X g (ml moci )
*EX (mZde) e VR (mg mod)
x = xg (ms mod ) X T X (ms mod )
X115 Xpgreeeeer Xigy 8 x=by (m1 mod) kangruentziaren

dl soluzioak izanik,

Modu berean (1) sistem ren kongruentzia bakoitzok a‘xi:-_‘bi (m, mad)

1

di soluzio onhartzen ditusnean, (2) sistems kongreertzien dyeen...dg
sistemekin beliokidea de. Honela izanik, {(7) erateko sistemck role as—

katzen diren ikusiko cugu.
b) Modulu guetiek binen bircn grimuek dituzten sistemeel buruz teorensa
hau dugu:

2. Teorons (Hor\u;-,r'z‘en txin.tar teor _—,mLJ\_

Demarun () koncruoitzien sistema bot, el culosce dezeiun (a?i,mj} =1

Biz = . . = i T e eeea= 1 fai

Biz m My veen iy i IMl nebig

Bire Mi’ My Fodulunrchiien Mi ren inbertscoek, hou cw:
My by =1 (og meg) 1=1,...,8

Urduen (2) iciomeren soluzio bakerre x®xg (m mod) kencruentsicren bi-

tley pnd Ler o, N Xy = M]_Mix1 Foeooor oot MMIx,  baita
x. 1) wietn.ren scluzio orokorra dele esan ohi da.

li; corcikick existitzen dire, zeren vi: 1, .., (m,M) =1, eto

i 43 mi/Mj baitira.

0 tweenun (2) sistema eta X=Xy (m mod) kongruertzia balickidesk direla,
nou oo soluzio berdinak dituztela.

:ni modulucrekiko zera dugu:

X, o= MUMIX e e MM M MG (10; mod)

\fif-j i /M
Beraz (2) sisteraren kongrusnizie bekoitze xZxg (mg mod)  kongruentziaveKin
ordezkatu shal da.
Honela ba, (2) sistema eta X EXx, (m, mod) i =1,...,8 (3} sistema ba-

i
liokideak dire.
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Baina (3) sistema eta x=xy (m mod) kongruentzia baliokideak dira.

Berez XEx, (m mod) (2) sistemsren soluzio bakarra da.

Eredua
Aska dezagun ondoko sistema hau:
x21 (4 mod)
x=3 (5 mod)
x=2 (7 mod)
Aurreko teorema er«biliz, zera dugu:
(¢,5) = (5,7) = (4,7) =1
my = 4, m, = 5, mg = ?
m=4-5-7 = 140
M, = 5.7 = 35, M2 = 4,7 = 28, M3 =4-5 =20
Bila dezagun My, M5, M3 .
35 M{=1 (4 mod) =My =3 (4 uod)
20 M3E1 (5 moc) =»MS =2 (8 mod)
20 M;=1 (7 mod) >M3 =6 (7 mod)
Beraz emcndako sistemaren soluzio orokorra ondoko hau das
X = 3543 x) 4 28:2 x5, ¥ 2006 x5 (140 mod) =>
= X, = 35-3'1 4 Z6e2.3 4 20202 (Léb 24) =y
= Xg = 105 + 168 + 240 = 513 (140 mad) =y

- X, 293 (140 mod)

c) Modulu guztiaok pinon binen primusk ez dituzben kongruertzien

sigtriauK.

Kontslders dezagun x Ex] (ml mod)

kangruentzien sistesna non moduluak ez baitira binan binan primuck,

heu das (mi,mj) = dj; 2 L

Biz M = {ml,......,ms] = pigﬁ ...... p;%f M ren fuktore primuetango

desikonposaketa. k

Azter dezagun (1) sistemaren askaketa.

3. Teorema

(1) sistemsk soluzioa du baldin ste soilik baldin x; = x5 (dij mod)

‘r i=1,....,s8 kongruentziak betetzen badira,



Jaldintza hauk betetzen direnean (1} sistew-ren soluzio baksrra
L (M mod) kongruentziaren bidez em-ten da non M = [ml,....,ms]
eta xq (1) sistemcren soluzio arbitrario ba: besitira.
Frogapena
Suposa dezagun (1) sistemok soluzioa onhartzen duela etd biz x soluzio
bat. Orduan, zera betetzen da:

Xg =x1 {my mod)

Xy = X (mg mod)

= x4 (mi mag) VL 143

2 xj (mj mod )

&
c
o
b
—
x x
\

etz nola di_j/mi di,j/mj den, x; Ex (dij mod) dukegu.

Honela beherrezko baldintza frogitue dugu. .

Dakusagun orain nahiko den baldintza

Suposn cozagun %y xJ. (dij mod) i=1,....,8 ue

x=x (n w.d) nan o = G1 AL qkﬁ‘baita Rongruentzi: en:nllk, sndska

tH

Kongruanitzia sistemon deskonporatzen das
x = x'(q1ﬂ° mad)
x = x’(qkﬁt mad)

(1) sistessren kongruentziz bakoitza kaongruentzie primeriosetako sistemc
4

x; { p7 wod)

X ( p# wvd) (2

w

batez ordezkatuko dugu. Urduan beti existituko dire {x

X

moetoiko kungruertzis bi non i 4 j, B s« dij > 1 baitira.
Bire pfm; , eta p/mj ; suposc dezagun A<« dela.
(2) sisteswren bigurren kongruentzia geineczkow dela frogutuko dugu.

mod) kongruentzia betetzen-da.

P

Hipotesis x; = x; (dij
pﬁ/dij , zeren p%/m; baita ete orduan: QP/m‘:i = p
peot

i
Beraz, x; Zx; (p® mod).
x. (p™ mou)

1

X3 (pf mod) (3)

m o

Honelatan ba (2) kungruentzien sistems eta [x
x

sistema baliokidea' dirc.

Gainera (3) sistem: eta xZ X4 (p* mod)  kongruentzia ere buliokidesk dira,

Becruz, (2) sistenuren bigarren kongruentzia geinezkoa da.



Bercz {1) sistems ets [x=x (pd‘ mad)
t eme: 2%41 VR
cerenis vessss (4)
aln
xEX, (p“ mou)
sietem: alickideak dire non XiqreeraosXe (S {xl, ..... ,xs} bajita eta

X;.. K =1,...,n hauetariko batzu berdinak izan daitezke,
\h) sistemaren maodulu guztiak binan binan primuak dira, beraz aurreko
tevrens kontsidecatuz XZ x (v mod) (1) sistemaren soluzio bat da.
Ereduz
Aska dezagun (x=7 (15 moc)
xz2 (35 mod)
x =16 (63 mod) kongruentzien sistema.
Kasu honetan: ,
dy, = (15,35) = 5, dy5 = (15,63) = 3, dyy = (35,63) = 7
sta:
7Z2 (5 mod), 7218 (3 mod) , 2 = 16 (7 mod).
Honela zurreko teoremaren baldintzak betetzen dira, eta emandako sistemak
soluzioa du,
Deskonposa dezagun kongruentzia baskoitza kongruentzia primarioetako sis-—

tema batetan:

x=7 (3 mod) x=2 (5 mod) - x =16 (7 mod)
x=7 (5 mod) x =2 (7 mod) x =16 (32 mod)

Teoreman egiten den arabera, gainezko kongruentziak kenduz sistema hau
gelditzen da: x =2 (5 mod)
x = 2 (7 mod)
x= 16 (3% mod)
eta sistema honetan moduluak binan binan primuak dira.
Orain sisteme hau aurreko ereduaren sistema bezalakoz da, eta askatzeko

berten erabili den metodoa erabili behar de.

4. p modulu primu batekiko edozein graduko kongruentziak

Sail honetan p >2 dela suposatuko dugu, zeren p = 2 kasua aztertzea.
berehalakoa haitéc
Hemen f(x) =0 (p mod) (1) erako kongruentziak, non 8, €2, .aoﬁ 0 (pmod),
p primu eta f(x} = a x" + alx”‘l + «......t8, baitire, aztergai izen-

go dira. Eta modulu primu batekiko kongruentzia algebraikoak deitzen dira.



Era honetako kongruentziei buruz ondoko teorema batzu ikus daitezka.
4. Teorema
(1) erako kongruentzia bat, gradua hertsiki p baino txikiago duen kon-
gruentzia-algebraiko batekin baliockidea da.
Frogapena
(1) kongruentziaren gradua n, p baino txikiagoa bslitz frogatuta legoke.
Suposa dezagun n=p dela.
f‘(x) polinomioa xP - x gaiaz zatituz zera dugu:
f(x) = (xP = x):Q(x)+R(x) non grad R(x)< p baita.
Orduan (1) kongruentzia honela idatz dezakegu:
(xP = x)-a(x) + R{x) =0 (p mod)
Fermat-en teoremak xP = x (p mod) dela esaten du, beraz xP -x =0 (p mod)
eta honela: R(x)= 0 (p mod) eta (1) kongruentzia balickideak dira
grad A{x) € p izanik,
Oheftak
a) p modulu primu batekiko kongruentzia algebraiko bat askatu behar de-
nean, koefiziente bakoitza hondar mimimo absolutuaz edo hondar minimo ez
negatiboaz ordezkatzea oso komenigarria izaten da.
b) Kongruentziaren gradua guttitzeko, helaber 4. teorema momomic bakoi-
tzean aplikatzea ere komenigarria da, Adibidez: Pl
Biz f(x} = x5 , szp izanik,

x8 = x5P.(xP ~ x) 4+ x5P 1 = xs-(p-1) (p mod) -
xP-x = 0 (p mod)

s=(p-1)= p bada, berdintsu egiten da berriz ere.
Suposa dezagun s= k(p-1)+r , O€r<p-1 dela. Kasu hanetan,

N xs-(D—l) = xs-2(D-1) = = ok(p-1) = r (p mod)

Hau da: s = r {p-1 mod) baca, x® = x* (p mod) dateke.

Eredua

Dakusagun 87-x“14+24 x26 _10 xB 43 x-=1=0 (7 mod) kongruentzia.
Hemen p = 7 da.

87 =3 (7 mod), 24=23 (7 mod), =10 =-3 (7 mod)

Orduan, emandako kongruentzia eta ondokoa baliokideask dira:
3-x3143 x25_3 xB43 x - 1 =0 (7 mod)

31 = 1(6 mod), 25 =1 (6 mod), 8= 2 (6 mod).
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Beraz emandako kongruentzia eta ondokoa baliokideak dira:
3 x+3 x-3x24+ 3 x -1 =0 (? mod) <=>
E&=> -3x2+ 9x-1= 0 (7 mod) ¢=>
== -23x2+ 2x-1 =0 (7 mod)
Kongruentzia hanek ez du soluziorik, zeren ez baita betetzen O, 11, 1o,

£3 x en baliocentzat. Beraz, emandako kongruentziak ere ez du soluziorik,

5. Teorema

@) F(x) = e +apn X"l .. ik 8g =0 (p mad)

(1) kongruentziak n seluzio baino gehiago baditu, orduan f(x)-en koefi-
ziente guztiak p ren multiploak direteke.

Frogapens

Eman dezagun (1) kongruentziak Xgg......yx. n+1 soluzio ditueles, hau

n
da f(x ) =0 (p mod) , k =0y...00yn eta x, 3 x4 (p mod) ¥ $3
dira.

Idatz dezagun f"(x) Newton-en formuleren bidez, hau da:

Fx) = apx4a,_ X" co.48g =
= bn‘(x—xo)-(x—xl)........(x—xn_l)—¥
4+ by (=xg)eeenv e (X0 0) +

+ by [x=xg) + by

ap.y = bpat bn.
82 = B o+ Bno1 5y
a_ =bg+ b ....... .+b baitira.
Beraz:
f(xo) =b, =0 (p mod)
fx) = bl(xl-zg.oa E.v 0 (p mod) = b, =0 (p mod) zeren p Yxy-x,
F(xz) = b2(x2—x°)-(x2—xl) =0 (p mod) =>
= by =0 (p mod)} zeren ;:asz—x0 eta pX)(z-xl
Fx,) = by (xg=xg)eeerens i [xg=xq 1) = 0 (p mod) =>
=5 b, =0 (p mod)
Honeletan ba, b; guztisk p ren multiploak dira eta (2) erlazioak kontsi-

deratuz, aj f(x] en koefiziente guztiak ere p ren multiploak dira.



1. Korclarios (Lagrage-ren teorema)

n

a xN 4o v == { - . ; - PN
AX L% 48y =0 (¢ moc) non p primu ete n2 1 baits,

n grecuko kongruentziz algebraiko bet, p moculucreliko n seluzio desber-
din gehiengz onhartzen ditu.

Frogapens

Absurdura eramanez eta 5. teoreme erabiliz, berez dario.

2, Korolerioa [(Wilson—en teorems)

p zenbaki primu guztientzet ondoko kongru:ntzia hau betetzen da:
(p-12)t+1 =0 (© mod)

Frogapena

p = 2 kesureko teorema berehalakoa de.

Froga dezagun p>2 den kasureko:

Kortsidere dezegun (x—l]-(x—2)........(x-p<+1) - (xp—l -1) =0 (p mod)

kongruentzia. Kengrusznizia honen gradus p-2 da.

Fermet—en teoremsren bigez xP~1 = 1 (p mod) x =1,2,......,p-1

kangruentziek ditugu. Beraz x =1,2,....,p-1 zenbekiak (C) kongrusn—

tziaren p-1 soluzio desberdinek dire, eta 5. teoremaren bidez kongruen-

tzie honern kow=iizience gu-tiek p rern multiplock dire. Bereziki gai inde-

pendente: msre p ren multiploa izengo da. Hou det

1)1, - = - —_
(-1) 12 ......(p~1}4+1 = 0 (r mod) pmitia

= 1-2 .... ..(p-1)%1 = 0 (p mod)
=> (p-1)Lt+ 1 =0 {p mod)

Eredus
p = 7 primue da. Beraz, kongruentzia hau dugu:

6l +1=0 (7 mog) &= 721 =0 (7 mod)
Cherrea

D: kussuun p zenboki konposutua bads, ez dele horregetik betetzen Wilson-en
tooreme:

p konposctuc izenik, p ren zatitzoile primu minimo bat ¢ existitzen de.
Heu de: gqf/p eta leaag<p.

a/p => q/{p-1)! eta VWilson-en teorema beteko bzlitz halabehurrez g/l

eta heau absurdua de.

Honele ba, Wilson-en teorema zenbaki primuen karakterizapen bet dela

(3)



874
(6]

ikontsiders dezekegu.

5. Modulu konposctu batekiko edozein graduko kongrusntziak

‘Biz F(x)=0 (m mod) (1), non f(x) = anx"+ ....... -+a,, 8; €27,
eta m zenbuki konpositu bat baitira. Kongruentzia heu m modulu konpo-
satu batekiko n graduko kongruentzia algebreikoa deitaen da.

6, . Teorema
@) m = [@1,.... ..,mS] bada, orduan ¥(x) = 0(m mod) kongruentzia,

f(x)=o0 (ml mod)

23 I A
F{x)= o0 (ms nod) kongruentzien sistemarekin balickicra dotdke,
b) (mi,mj) =1bada, (m=my.uesn.omg ) eta Ty,...... yTg zenbekiek {3)

sistemcren Kongruoentzia bekoitzeko soluzioen kopurua adierazten baduie,

ordusn T = Tl.......Ts zenbakiak (1) kongruentziaren soluzioen kopurua

cdicrazten du.

Frogepuna

a) (1) kongruwritzia betetzen bede f(x} m rem multiplo bat deteke,- beraz

MYse oneoyMg zenbokiei: multiplos ere zeren m = [ml,.... ,mSJ baitz, eta
mon:le (2) kongru.ntzien sisteme beletzen da.

Alceronizizko srrazonamendua ere  berdintsua da.

b) @ir. xqq,-

xsl"""’xsTs zenbakiak
f(x) = 0 (my mod)
f(x) = 0 (ms mod)  kongruentzien seluziosk errespektiboki.
(mi'mj) = 1 denez, (2) sistemaren seluzio bakarra

X E Xy o= MpMIX) A ek MGMIX {m mod)
izango da, non x; f(x)= 0 (mi mod) i=1,....,s kongruentziaren
soluzio bat Liital

Beraz (1) kongrugntziaren soluzio guztiek x; bakoitzari xgq,....,%
i i1 iTi

T; belio guztick korrespodi eraziz lortzen dira.
Honclaten ba, (1) kongruentzicren soluzioen kopurua T = Ty....Tg

1zango. da,
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Ondorioa
= . ‘o ha “5 aita
f(x) =0 (m mod) ercko kongruentziak mon m = py o...... pg~ baita
eta (f(x) = 0 (p,™ mou)
— ,(’ s . _ . . P P
f(x}=o0 (ps mod) kongruentzien sistema beliokideak dire.

Yi- l,.....,8° F(x)=0 (p{x‘mod) kongruentziaren soluzioen EPpurua

]

Ty bada, f(x)= 0 (m mod) kengruentzizren soluzicen kopurua T = IiE T

dateke.

Modulu primario batekiko kongruentzien askapena

Azter citzagun hemen, (1) f(x) =0 (p™ mod) erako kongruentziak, non p
primua baita.
Suposa dezagun (1) kongruentzisk soluzioren bat onhertzen duela eta biz
x_ horieterike soluzio bat, heu da Fxg) = 0 (p™ mod)
Orcduen zere ikusten da: f(x) = O (p“ mod) kongruentziaren edozein solu-
zio, F(x)= 0 (p mod) kongruentziaren soluzio bet de.
Honela izanik (1) komgruentzieren soluzioek aurkitzeko, ondoko peusu
hauk segitzen dira:

1) f(x) = 0 (p mad ) kongrusntzizren soluziocak aurkitzen dira.

2) f(x) = 0 (p mod} k gruentzieren soluzioen srtean, f(x) = 0 (p? mod)

kongruentziaren solézioek aukeratzen dira .

Prozesu heu bukatzerskozn (1) kongruentzi.ren soiuzio guztiak edukiko dis
tugu .,
7. Tecrema
Biz X f(x) =0 (p“-*mod) kongruentziaren soluzio bat non o 1 eta p
primua baitira. ‘

f*(xg) F 0 (p mod) bada, orduan x =x (p™7* mod) handar klasean

[o]

f{x)= 0 (p‘ mod) kongruentziaren soluzio bakar bat existitzen du.
Frogeopena

Teoremz honen frougapena hasi aurretik, ohar gaitezen pu-L moduluarekiko
hondaur klase batetan p klase exaktuki daudela,

Eman dezagun teorem:ren hipotesisk betetzen direla esta kontsidera deza-
gun x = Xg (p™™* mod) klaseeren elementusk: x = Xo¥ e, tez .
Zenbaki hauk F(x)= 0 (p™ mod) kongruentzieren soluzioak dira. Dalkusagun

t ren zeintuz baliorentzat betetzen denyondoko kongruentzia heau:
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f‘(xc-rpq"lt) = 0 (p™ mog).
f n ¢raduks polinomis bat bada, polinomio hau Taylor-en bidez xg pun-—
tuan t rekiko berreduretan bilekatuz zera dugu:.
B «-1 .. of-1 n) nf«=1) .n
Fixg) + ffn) p t +F°(x_)-p &-1) I § (xo).p ( t
11 21 ni

n

=0 (p* mou) (3)
A 22>1 = 2(x-1)3«, beraz:
pz(n('l), ....... .............,p”(“’l) = 0 (p™ mod)
Orduzn |3) kongruentzis honela gelditzen da:
P lxg) el £ = Fla) (% moc)
Eta x f(x) =0 (¢! mod) kongruentziaren soluzic bat denez zera dugu:
L/t (xg) - tep L, BL/-R(x ), Bl =

_=> f'(xo)- t = —f(xo)
ey

{p mod) (4)

Azken kongrusntzie hau lineala da seta nola hipotesizrf’(xo) % 0 {p-mod)
den = (f“(xo)’p) = 1 eta halabeharrez (4) kongruentziak t =t, (p mod)
soluzio bakerra du, Hau da: t = t; +p.t°, tez

t ren balio hau x = xg + p«—l t

ekuazican ordezkatuz, zera dugu:
X = x5+ Lt +pet?) = {xg + pi-1 tg)+ p¥t” = Xy + ¥t , tez
Beraz, x = %) ¥ p¥%t” , t"€Z , p* moduluarekiko hondarren klase hau:

X = X p  mod adierazten du.
3 (

1. Kaorolarioa

Biz x f(x:)E 0 (p mod) kongruentziaren soluzio bat; f7(xg) ¢ 0 {p mod)
haldintza betetzen bada, orduan x = x; ( mod) klasean f(x)==0 (p%*wmod)

V«l »1 kongruentziaren soluzio bakar bat dukegu.

Frogapena

Aurreka teorema f(x) = 0 (p¥ mod) kongruentziari eplikatuz: x = xg (p mod).
hondgrren klasean f(x) = 0 (p? mod) kongruentziaren soluzio bakar bat dage.
Behin eta berriro aipatutako teorema hau aplikatuz, x = Xq (p mod) kle-

sean f(x)== 0 (p* mod} kongruentzisren soluzio bakar bat dukegu.

8. Teorema
Biz xo f{x)= 0 (p*~1 mod) kongruentziaren soluzic bat eta suposa deze-

gun f°(x,) = 0 (p mod) dela. Orduan:
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a) f(xo) =0 (p™ mod) bada, x = x, (pd_l mod) hondar klasesrsn zenbaki
guztiek f(x) = 0 (p¥ mod) (6) kongruentziaren socluzioak dirateke, eta
f{x) =0 (p*mod) kongruentziaren p soluzio dukegu.
b) F(x,) # 0 (p™ mod) bada, x Exg (p*1 mod) klasean ez dago
f(x) = 0 (p* mod) kungruentzieren soluzio bat ere ez.
Frogapena
Eman dezagun teoremeren hipotesiek betetzen direla eta bila ditzagun
x = xo(p‘*"l mod) (5) klasean f(x) = 0 (p" mod) kongruentziaren soluzioak.
(8) Klasearen zenbakiak x = xg + p*~ligs, t €Z dira.
(8) kongruentzian ordezkatuz, eta aurreko teoreman bezala eginez (6) kon-
gruentzia honela idatz dezckegu:

7 (x) t = = T(x0) (p moa) (7)

P -1

a kasua:

f(xo) =0 (p* mod) =y p [F(xg) => ;/f(x;) eta teoremaren hipote—

siaz f'(xg) = 0 (p mod) dugunez, (7) kongruentzia Vi € 2 betetzen da.
Beraz, ¥Ytez f(x)=0 {p* mod) kongruentziaren soluzio bat existi-
tzen da.

b kasua:

fFlxg)# 0 (p™ mod) => p“x fxo) = f(xg) = 0 (p moz) eta honela
(7) kongruentzia bakarrik betetzen da t = O den kasureko. Beraz,

x = x (p“-l mod) klasean ez dage f(x)= 0 (p™ mad) kongruentzicren

0 -

soluziorik,
Eredua®

Azter dezegun f(x) = x:3 +2x+2=0 (125 mod) kongru:ntzia,

125 = 5:3 ta, boraz:

Lehenango, x° + 2-x +2 = 0 (5 mod) kongrusntzi: ren scluzioak aurkitu

beh. r cira.

5 modulu: rekiko hondarren sistema 0, Y1, 2 hartuz, x4+ 2.x +2=0 (5 mod)
Kongruentziaren soluzioak x=1, -2 (5 mod) dira.

Orein xa-\- 2x+2=0 (52 mod) kongruentziaren soluzioaek aurkitu

behar dira.

fr(x) = 3 x2 4 2
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f°(1) =5 =0 (5 mod) eta f(1) =0 (52 mod), beraz 8., teorema erabiliz
x =1 (5 mod) klassan ez dago x34+2 x+2 =0 (5% mod) kongruentziaren
soluziorik, Orduzn klase horretan ez dago ere x5 + 2 x + 2 =0 (53 mod)
kongruentziaren soluziorik,
f(-2) = 12+ 22 0 (5 mod). Orduan 7. teorema aplikatuz x = -2 (5 mod)
Klasean f(x)= 0 (52 mod) eta f(x)= 0 (5° mod) kongruentzien soluzio
bat dago.
x Z ~2 (5 mod) klasezren zenbakick ondoke erakosk dira:
x=-2+5t, tez

f(x) =f( 2+5¢t) =(-2+5¢t)Fp2(2+51t)+ 2 =0 (52 mod) =»

=70t - 10Z 0 (5% mod) =

=14t -2 =0 (5md) =¥
=2 -t = 2 (5 mod) =>
= t = -2 (5 wod)

Beraz, t = -2 +5 t° Yt°¢Z eta x = -2 +5 t berdintzetan t ren balio
hori ordzzkatuz: ‘

X =-245 (-245t°) =-12+52t°, t €z => x =-12 (5% mod),
fix) 0 (5% mod) kongruentzicren soluzio b.t da.

§ olu.io h.uen artean bila ditzagun F(x) = 0 (5° mou) kongruentziaren
soluziuck.

f(x) o (52 mod) kongruent isren soluzioak aurkitzeko egin den beza-
laxe eginez, F{x) = 0 (53 mod) kongruentziaren soluzioa

x = -12 (5° wod) da.
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BOSTGARREN GhAlnA

BIGARREN GRADUKO

KONGRUENTZ IAK

- Modulu primu bateikiko bigarren mueilako
kongrueniczisk,

- Berrekadur honderrod,

- Hondar koadrotilkook,

- Legendra-ren sinbolon,

~ Zlcarreidlot sun koodro Likoo.

- Jucoii-ron sinboloa,

~ Bigurren groduko Rongreentzien osikoketo,
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SIGAREEN GRADUKO_KONGRUENTZIAK

f{x) =0 (o mod) bigarren graduko kongruentzia bada, orduan
f(x) = ax2+bx4c eta (a,n) = 1 dira.
Sucosa dezagun p>2 dela, B = 2 baliocarentzat ez baita zailta-
sunik azaltzen.
n »2 etan primua=-d»n bakoitia da.
Gainera , ondokoa dugu ¢ 4af(x) = (2ax4b)2+-4ac-b2
u zenbakia , f{x) =0 (p mod) kongruentziaren soluzio izango
da,baldin eta soilik baldin

2autb = v (p mod) bada,
non v, v2 = b2+4ac kongruentziaren soluzio baita.
Gainera, (2a,n) = 1 sunosatzen baduqu,v soluzio hbakoitzarentzat
existitzen da u bat eta soilik hat, 2auvb = v (o mod) kongrhen-
tziaren so'uzio dena.
Beraz, binarren graduko konagruentziaren askaketaren arazoa,
x2 = a (» mod)
erako kongruentziaran askaketara: eraman dezakegu.
8aldin x| = a (m mod) kongruertzia baduqu,non n » 1 baita,

orduan, n, craduko kongruentzia binomikoa duqula esamgo dunc.

Lehenik, m = p kasurako, konqgruentzia binomikoei buruzko
teorema asnaral batzu azaldukn ditqu, nero n = 2 kasua sakon-
kiago aztertzera iragaiteko.

Aaldin xn = a ( p mod) delako kongruentziak soluzioca badu,or-

duan a,n moduluarckiko n-garren hondarra dela diogu.

2 Definizina
Izan bitez m 0 zenbaki osoa eta a edozein zenbzki oso, zei-

h
nentrat {a,m):1 dan. Izan bedi h, a =1 ( m mod) betetzen
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duten zenbaki osoc ~9ositiboetariko txikiena.
Orduan a, m moduluare<iko n berretzailekna de¢ a esanno duaqu,
Kontutan izaten badugu lzhenzgo ikusiri<o Euler-er tenrama-

$(m)

gatik a = 1 (m mod) dugula,zera esan devakequ:

Veae z {a,m) =1 Fhg é(m) , non a, m moduiuvarski-
ko h berretzailekoa den.
é(m) =agher 0<zr.h ininir,arduan,
h>o0o, ah; 1 (m mod) betet-en duen zenbaki txixizna izanik,
halabeharrez r = 0 izan behar dela ikust=n duqgu.
Hemendik, bershala irtetzen da lehen nronietatea.

1 Teorema

a zenbakia,m moduluarekiko h berretzailekoa brda,orduan

m /<¢(m) gertatzen da.
Gainera, aj; a da,baldin ez soili« baldin h/ j-k bada.
Frogasena, -
Sunosa dezagun j » k dzla {Bast=la ere, berdin fronatuko ge-
nuke)
(a,m) = 1 = aj; ak(m mod) eta aj-ki 1(m med) ,balinkideak
dira. Beraz, h zenbakiaren definizinaz kontutan harturik, h/ j-k
izan behar da.

2 Teorema

a zenbakia, m moduluarekiko h berretzailekoz bada,orduan ak,
hZ(h,k) berretzailekna da m moduluarekiko.

fFrogapemna, -

furreko teoremaren arduara, (ak)ji 1 {(m mod) da,baldin eta sni=-

lik haldin h/ kj bada.

Baina hfkj b.s.b. // K bada.

()’ (hk)

Beraz, h/ kj h.s.b. _h // j bada.
{h,k)
Undoribz,(ak)Ji 1 (m mod) betetren duten j» 0 zenhnki nsneta-
h

riko tkikiena, j = . da -
’
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3 Definizioa

a, m moduluarekiko # (m) berretzailekoa bada, orduan, a zenba

kia m moduluarekiko erro primitiboa dela esango dugu.

3 Teorema

p zenbakia primua bada,orduan p moduluareskiko ¢)(p-l) erro pri-
mitibo existitzen dira.

Erro primitiboak dituzten zenbaki bakarrak,ondokoak dira:

0® , 20° , 2 ,4 (p zenbakia primu bakoitia i-
zanik).

frogapena.-

Edozein a , lea<po-l1 izanik , h/ p-1 betetzen duen h berre-
tzaileren batena da,p moduluarekiko.

a zenbakia h berretzailekoa bada,orduan (ak)}Ig 1 (p mad) VI(
Eta 1, a, a2, ceay ah-l desberdinak dira p moduluarekikb.
Ba dakigu,n. graduko kongruentzia batek ezin duela n soluzio
baino gehiago eduki, modulua zenbaki primu bat delarik.

Beraz, 1 , a , az,...,ah_l xh= 1 (p mod) kongruentziaren solu-

. =
zio quztiak dira.

2 Teorema anlikatuz,zenbaki horietariko ¢)(h) , p moduluarekiko
h berretzailekoak dira,Besteak berretzaile txikiagotakoak dira.
h berretzailekoa den edozein zenbaki oso a ere, xhg 1 (p mod)
konqruentziaren soluzio da.

8eraz, h/a-1 betetzen duen h bakoitzarentzat,p moduluarekike

h berretzailekoak diren eta 1 <« a<n-1 batetzen duten ¢(h)
zenbaki oso a egongo dira,edn ez da bat ere egongo.

Denota dezagun 41(h) sinboloarekin,h berretzailekoak diren a

zenbaki osoen kaourua.

Orduan, w (h) = C#(h) izango da, h/n-1 betetzen duen h bakoi-

) = 01

h/p-1

Baina ZZ_QKh) = p-1 denez,
h/n-1

tzarentzat, eta
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(¥ () - p(n)) =0
e{\;_i\]()(h) é@“‘) Vh o n/o-1 !S = ¢(h) =Y () Yhom h/o-1

Partikularki, d)(o-l) =\ (0-1) > C.
Honekin,teoremaren lehen partea frogaturik gqelditzzn da.

Erraz ikusten denez,n » 2 denean, ¢(n) bakoitia da.

L. f . . -
Defini dezagun m= 2 -« ) Diel (pi zenhbaki n-imu desber-
dinak izanik ; f3 0, e; 50, k= 1)

Baldin (a,m)=1 bada,orduan,

ad>(p.e.)

iTi'= 1 (Dlel mod) eta

“Ir

LB (n/0 1)

= 1(n/p{} 'mod)
ditugu.

Suposa dezagun orain k » 2 edo f 3» 2 sirela.

Orduan, gé(plel) eta (m/plel) bikoitiak dira eta beraz,
aj’:¢(plel)'¢ (vm/plel)g 1 (plel mod)

1P (qe VP (n/per) (0
3Gk o) @ (/oo )z 1 (a/o,"1 mog) 7 1! L1z i)

e e
= .m/ 1
m Dl 1 m,ol
Honekin zera ikusten duguj,Erro orimitiboak eduki ditzakeen
m bakarrak, De, 299, 2 eta 4 direla {p zenhaki arimu bakoitia
izanik).

4 Tegorema

Sunosa dzzagun m zenbakiak erro orimitibo hat duelza : g.
Orduan: gjg gk (m mad), b.s.b. j=k (¢>(m) mud) bada.
Bereziki:gjz 1 (m mod),b.s.b. 4)(m)/j hada.

g,g.,...,§¢(m) multzoa, m moduluarekikn hondar-sistema la-
burtua da. Beraz,(a,m) = 1 betetzen duen ednzein zenhaki a o-
sorentzat,gJ bat eta bakarrik bat existitzen da,ondoko sronie-
tatearekin: s

gJ =z a (m mod)

Frogzaena.-
Teorema honen lehen 2artoa,l Tenrasmaren kasd berczi vtat baino
ez da. 1 Teora=ama anlikatuz, g,gz,...,g  (m) notentziak,m mo-
duluarekiko binakz inkongruenteak direla ondoriozta deaakegu.

Beraz,Beraz,m moduluarekiko hondar-sistnens laburtua osatzen

dute.



5 Teorema

Baldin n zenbaki primua eta (a,p) = 1 badira,orduan:

a(o-l)/(n,m—l)E 1 (o mod) bada,xn= a {(p mod) kongruentziak

(n,p-1) soluzio. ditu.

a(p—l)/(n,n—l)# 1 (p mod) bada,xns a (p mod) kongruentziak e:
du soluziorik.

Froganena,-

Inin dezaqun b=(n,p-1)

xns a (o mod) kongruentziak u soluzioa badu,orduan:

L0-V/b_ n(e=1)/b_ (0-1)/(B)_
,(0-1)/b

_ 1 (p mod) izango da.
Beraz, = 1 (p mod) den kasuan, x"= d(p mod) kongrueh-
tziak ezin dezake soluziorik eduki.

Aitzitik,sunosa dezagun orain, a(p-l)/bs 1 (p mod) dela;

4 Teorema eta 3 Teorema kontutan harturik, 3 p moduluarekiko

g erro nrimitiboa eta 3 j berretzailea,nan

gJE a (p mod) baita.

gie=1)/b_ (o-1)/b_ 1 (0 o4y,

Honela,
Orduan ,4 Teorema aplikatuz,

j(0=1)/b = 0 (pdmod) dugu. —a b/j
Jakina da halaber,xns a (p mod) kongruentziaren edozein solu-
zio,q zenbakiareH berredura gisara idatz daitekeela;adibidez,gy
Beraz, xns a {(p mod) kongruentziaren x soluzioak,existitzen
badira, gyn; gj(p mod) kongruentziaren y soluzioekin korres-
nondentzian daude.
Azken kongruentziak,l Teoremaren arauera,soluzicak izango ditu,
b.s.b. yn = j (p-1 mod) kongruentziak soluzioak baditu,
b/j =3 yn = j {(p-1 mod) kongruentziak soluzioak ditu.
Zehazkiago esanez, (n,p-1) soluzio ditu.
Beraz, x"= a (p mod) kongruentziak ere (n,p-1) soluzio di%u.

Korolarioa

Baldin o delakoa zenbaki primua bada,eta (a,p)sl,orduan:
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a(D—l)/2

Jaldin = 1 (p mod) bada,orduan x2§ a (o mond) kon=

gruentziak soluzio bi ditu.
Jaldin a(n—l)/ZE_i (p mod) bada, orduan, x2= a (p mod) kon-
gruentziak ez du soluzinridk.

Froganena.-

Fermat-en teorema anlikatuz,

(a(0~1/2 1y, (0-1)/2, 1y o-1

,(°-1)/2

1 =0 (p mod)

Hortik, =+1 (p mod) izan behar dela ateratzen duou.

Hondar koadratikoak . Legendre-ren siﬁboloa

(a,m)=1 betetzen duen edozein zenbaki a,m moduluarekiko hondar
keaadratikoa dela esango dugu,,xza a (m mod) kongruentziak so-

luziorik badu.

L2
X"z a (m mod) kongruentziak ez badu soluziortik,a, m moduluare-

kiko ez-hondar koadratikoa dela esango dugu.
Kontsidera dezagun orain ondoko kongruéntzia:
ng a (p mod) ,(a,n) =1 (p,zenbaki primua izanik)
Ikus ditzagun kongruentzia honekiko zenbait erresultatu :
A) a, o moduluarekikeo hondar koadratikoa bada,orduan
ng a(p mod) kongruentziak soluzio bi ditu.

Froganena.-

Bistakoa da, definizioa eta aurreko korolarioa kontutan izanik.
p-1
2

ez-hondar koadratiko ditu.lLehenengoak,

B) p moduluarekiko hondar-sistema laburtuak,
-
p-1

hondar koa-

dratiko eta

2 2 -1 g
17, 2 ,...,(02 ) zenbakiekin kongqruente dira.

Frogapena.-

Jakina,p moduluarekiko hondar-sistema laburtuaren hondarretarik,

- D;l ,--a,-zg-l,l,Z’..., p—;l_ (hondar-sistema laburtua)
2 .2
zenbakien karratuarekin kongruenteak direnak{hau da, 17,27,...,
(D;l) ZenbakiEkiﬁ'kOngruente direnak),eta berak bakarrik i-

zango dira hondar kzadratikoak.
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2
2 -
Bestalde, 1 ,22,...,(27E) ez dira kongruenteak 9 moduluare-
kiko,
n-1
2 2
Orduan, x . 1 ( o mod) kongruentziak lau soluzin lituzke:

2 2
Sunosa dezagun aitzitik, k'= 1 (2 mnd) dala, ODc ke 1l g

x= 1,-1, k,-k,
Hau,A) sailean azaldurikoaren aurka doa eta beraz, ezinuzkoa da.
C) a zenhaki osoa, n moduluarekiks hondar koadratikna bata,or-

duan ondokoa dugu:
n-1)/2
a ( %2 -1 {p mod)
Fraganena.-
n-1 .
Fermat-en teoremaren arauera, a = 1 (2 mod) da

Beraz, (a(n—l)/Z_ 1)(3(1‘1/2+ 1)= ¢ (2 mod)

o/ (227120 1y (o1 /2, 1)} of (2272 1y (1)
2)

= 1)/
o nrimua p/(a<g .),2+ 1) (

Eman dezaqun {1) eta {2) nartatzen direla:

o/ (a(q—l)/Z_ 1)

PRCEIZIN bt R R
n/ (a‘’ i'+‘l .

?
Hori ezinezkoa denez, (1) ala(2) izango ditugu,baina ez biok

ko
hatera

.a(p-l)/z (n-1)/2_

3eraz, =1 (p mod) ala a =-1 (o mod) ,baina ez

binok.

Jestalde, edozein hordar knadratikok, ondnkn konnaruentzia be-
t2tzen du, x-en batent-at:
2
az x (n mod)
(n-1)/2
a =

Baruzm, 1 {p mod) ere beteiren du ,-eren o'-=

a(D-l)/zg (xz)(g_l>/25 Xn-li L (o wod)

Gainera, hondar knadratikoek,“onaruentzis hararn s2luzio nuz-

. . : n-1 .
tink agnrtzon dite-te, konnaruantria 5 nradulkon deno-,
ezin haitu — soluziotik gora eduki.
. . . n-1)/2
dndnrioz,ez-hondar koadratikoek, a( / z-1(n mod) kongruen-

tzia hate beharko dute halabaharrez.
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Legendre-ren sinboloa

p delakoa zenbaki primu bakoitia eta (a,p)=1 izanik,lLegendre-ren
sinboloa ({;), honela definitzen da:

(fL 1, a p moduluarekiko hondar koadratikoa bada

p) - { -l,a p moduluarekiko ez-hondar koadrat. bada

Oharra.- Q%) honela irakurten da : a-ran p-rekiko sinboloa.
a,sinboloaren zenbakitzailea dela eta b,sinboloaren izendatzai-
lea dela esan chi da.
Ondoren ikusiko ditugun noronietateak, sinbolo honen erahbilera
praktikoa nosibilitatuko dute eta beraz, xza a (n mod) kon-
gruentziaren askagarritasunaren problema knnpontzea.

6 Teorema

Baldin p zenbakia brimu bakoitia bada =sta (a,p)=1=(b,p) bada,

orduan:

(1) (2) = a2 moo)

aE)-3)-3) G666

(iii) a = b (o mod) 1===§k§q =(«g)

(iv) (%2>=1 , (i—\)=l , (71>=(_1)(0—1)/2

Froganena,-

(i) Bistakoa da, C) saila kantutan harturik.
n= La=1Y.2 {n=1) 2 {AZ1) /2
(ii) (—igléi;l) (ab...l)(7 l)/z(p mod) = a° Lirps S ).

- a(n-l)/2.bzﬂ'l)/2...1(7_1)/2(0 mod) =(E)(§3...- (}9
’ D

E D
(iii)BistakDa da, zéren klase burekn zenbakiak,guztiak dira

hondar koadratike edo gurtiak ez-hondar koadratiko.

) (6

B:stalde, 1 = 12 da. Beraz, 1 hondar koadratikoa da.Nahikoa da
orduan Legendre-ren sinboloaren definiziosa hegi-atzea,

C%j = 1 dela andaoriaoztatzeko .
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Azkenez, (:;—') = (-1) (0-1)/2 dela , (i) begiratuz ateratzen

d.gu, a =+1 eginez.

Oharra.~ Ikusiriko nronietateak anlikatuz,

(Egéli:)cs).&ga(:v§:§3

Hau da, Legendre-ren sinbolcaren zenbakitzailean ager dai:.ezkeen
karratuak,ez ditugu kontutan hartuko.

7 Teorema (Gauss-en Lema)

Izan bitez p zenbaki bakoitia eta (a,n)=1. Kontsidera ditzagun
(o-1)
2
hondar ez-negatibo txikienak, Hauetariko n,—;—baino haundiago

badira,orduan, (—%): (-]_)n

a, 238 , 3@ yuee, a zenbaki oscak eta beren p moeduluarekiko

Frocanena,-
D . . . .
Sunnsa dezagun TyseeesT s 5= zenbakia bainn haundiago diren

hondarrak direla eta sl,..,s beste guztiak.

k

ri* 5 i,ji  i=1,...,n j=1,...5k
ri# ) e Gainera, N + k = n-l
sj¥l] J= 1lyeuesk ) ! T2
Bestalde, N n—ri < % i=1,...4D

n-ri;ép—l:'j i=l,...4n J= 1,...,k
Gainera, p—rif: s, itl,e.n J=l, .0,k
Azken hau fronatzeko, sulasa dezagun o—ri=sj dela.
ri; [7 a ’ 1l = f) < D;l

! - (1) r.,s. hondarren definiziotik.

s,= Sa 1 « & =< o-1 o
J~ = =Tz
D—r_;jp-fa:sj:Sa_—_——)p-fa=ga(pmod)__=9

i
_Jaéz Sa (p mod) — (S-\r)agﬂ (n mod) ml

§+S> = 0(p mod) (Fzinezkoa, (1) baldintzak ikusirik)

Beraz, D—rl, n-r2,...,' p-rn,sl, 52""’Sk ezberdinak dira
binan-~binan,eta ondokoa betetzen dute:

1 r - i=1

<0 i< T 1=lyeesyn n-1
o n+ k = 2

1 < s, < - J=1lye..sk
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Honek esan nahi duena,zera da: halabeharrez,ainaturiko zenba-
-1

kiak, 1 ,2,...,.57_ zenbakiak izan behar direla,beste ordena-

ren baten beharbada.Biderkaketak trukatze-nropietatea duenez,

n-1
(p-rl)(o—rz)...(p—rn)slSZ...sk =1.2.... 5

(—rl)(—rz)...(-rn)slsz...s = 1. 2‘..._7_ (p mod)

k
n o-
(-1) T T eeeT 815,005, = 1.2. - {p mod)

Kontutan izanik rl,...,rn,sl,...,sk direlakoak nola definitu
ditugun,

(-1) "a.2a... a =

(2,0) = (3,9)mere=(Zh 12) = 1

-1)/ o
(—l)n.a(D l),ZE 1 (p mod) ====>mg—l)n5 a(vj l)/é CSQ (o mod)
Gainera,nola CSJ: +1 eta -1 # 1 {(n mod) den ,ondokoa duqu:

(—) = (-1) (fngl)

8_Teorema_

Baldin o zenbakia srimu bakuitia eta (a,2p) = 1 badira,orduan :
% [i_a_] 2

(g) = (-1) 3% " eta C%) = (-1) (o"-1)/8 ditugu.

Froganena.-

Aurreko teoreman erabiliriko notazioarekin Jarraituko duqu.
ri,sj i=l,...,N J= ly...,k ,

ja j= l,...,E%E direlakoak, 0 zenbakiaren artean zstitzerakoan
lartukiko hondar aasitibontarikn tbxikiennk dirs.

Zatikzta horrzen zatidura, ﬂ=—{%§q izannn da.

Raraz, (a,7)sl izanik,

%% gk Ma “ K
>ja = Z P~lf—4 Iy T, +;i.s; aha
=l _):L ‘)_,L J 3:’).
Zi = Z (n-r v 2 s, :rm-—Z_r_.,.%ﬁ_ ~omtatson Ao
\3=')_ \=0- ] IR ')zq_ i ')—_\ 1
Exnresin bion kendurz,nndnxna da:
gt e n
T ia =
(2 -1 225 =002 2l -0y -2 2o r,
=L =i 3T
%_—- ,12_1
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2 S
Beraz, (a-1) —E—%i— = E;i [ig:l - n (2 mod) (1)

Kasu bi bereiztuko ditug

a) a bakoitia bada,orduan (1) ondoko eran gelditzen zaigu :

n = 25.E¥}J(2 mod)

i

>3
b) a= 2 bada, (1) ondoko eran gelditzen da:
2 1 2j n=-1
n =2 ; (2 mod) ,( [-§1= 0,l<je= _baita)

Orain, 7 Teorema aplikatuz,guztiz frogatua gelditzen da teo-

rema hau,

Elkarrekikotasun koadratikoa

Baldin p,q zenbakiak bakoitiak badira,orduan:
(p-1)(g-1)
QE) .(9;) = (-1) 2 2
q/‘\p :

(Hondar koadratikoen elkarrekikotasun legea)

Froganena.- g? : |
gar . E%il |

Dakigunez, QE)= (-1) ¥ilop 62)

D g-1

Ipin dezaqun Py = : eta a;

2

T2
Kontsidera ditzagun , x=l,2,...,}_0l g= 1,2,..., E%l— balioak

indenandienteki harturik lortzen diren p zenbaki-bikoteak

q
171
ax % Dy VX= l,...,pl V y= l‘,...,ql
Hau ikusteko, suposa dezagun px = qy dela == py = § .Hau
ezinezkoa da,zeren eta (n,q) = (y,q) = 1 (0 <« y«< q baita)
Beraz, P10y = Sl-+ 52\ egin dezakegu,non
Sl’ qQx < py betetzen duten (xfy) bikoteen koourua eta

baitira
32, py < agx s ) X 3y 1) sy

Bistakoa denez, Sl’
y jakinn bakoitzarentzat,x-ek har ditzakeen baliocak ondokoak

X 4—% y betetzen duten bikoteen kosurua da.

dira,berazs: x= 1,2,...,4 %—y

Py <« Pq < & 2]
tay ‘_qql > denez, [q y|<¢p, dugu)
*rp
Beraz S, = E—- ]
’ 1 \‘:’.L q y
.Efra berean frogatzen da, S

_Ef_ [EXJ dela.
x =410 o

2=
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Baina orduan, (2) expresioca kontutan izanik,

Q%)= ("l)sl ’ (%) = (*1)52 dugu.
Grduan, &%).Q%)= (-l)SL(—l)SZ = (- 1)31*5 =(~1)Dlol.

Oharra.~- Azken teorema honek, 6 Teorema eta 8 Teoremaren bi-

garren nartearekin batera,&?)sinboloaren kalkulu praktikoa
zerbait errazten du.lkus dezagun adibide bat.

1 Adibidea

( ( 61)( ( (‘5’1‘)
(%J - () o
(%) - » SR

2 - () o @ g

_S:(g_l> . (-1)(6/2)(60/2)_ (%,@r)(_l)(4/2)(6/2)2(%:(_1)24/3:1

Beraz, (Z%%- =]

r—-l!

[#3
SN

Kalkulu-bide hau ez da laburrena ,baina erabil daitezkeen nro-

pietateak hobeto azaltzekc hautatu dugu.

<:§§. sinboloaren kalkulurako biderik laburrena,onflokoa da:

G - 9 ()

2 Adibidea

Sinbolo honek,aplikapena du halaber beste oroblema moeta batetan;
Adibidea,aurki ditzagun 3 zenbakia hondar koadratikotzat du-
ten p zenbaki orimu bakoiti guztiak.

ng 3(p mod) g-1 .
) - @t = &—s-><-1>‘”5‘
' (
"G

p =1 (3 mod) bada

u,l-u

lm

) -
) =1, p = 2 (3 mod) bada

(8N
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1, P =1 (4 mod) bada (p= 4m-1)
(-1){P-1)/2
3 (4 mod) bada (p= 4m-3)

Beraz, &%): 1 b.s.b.\p= 1 (3 mod) eta p= 1 (4 mod)
p=.2 (3 mod) eta pz 3 (4 mod)
Hau da,(2)= 1 b.s.b. P= 1(12 mod) edo p=z 11(12 mod) bada
[}

-1 .np

bada

(Azken hau, sistema biok askatuz lortzen da).

Jacobi-ren sinboloa

Legendre-ren sinboloaren kalkuluan arinctasun haundiagoa lor+%
tzearren,Jaconi-ren sinboloa kontsideratzen da,legendre-rena
baino generalagoa berau .

Definizioa

Izan bedi (P,Q) =1, Q@30 , @ bakoitia ,non
Q= Q30,0 delakoa,Q-ren faktore primuetange
deskonposaketa kanonikoa baita.
(qi-ak ez dira halabeharrez ezberdinak)
Grduan, (%;) Jacobi-ren sinboloa,honela dago definituriks:
s
@) 1103 o) |
J qj Legendre-ren sinboloa baita.
Q@ zenbakia primu bakoitia bada,Jacobi-ren sinboloa eta Legendre-
rena,berdinak dira. ‘
Qharra.- Kontuz ibili behar da,sinbolo biak ez nahasteko,zeren
eta p N
(E) =Y 1 bistakoa denez, baina:
(—:—>= 1 _7Lz;P, Q modulu;rekiko hondar koadratikoa.
Adibidea: Q§3; 1 baina x°= 2(9 mod) delako kongruentziak ez
du soluziorik.
a zenbakia, Q moduluarekiko hondar koadratikoa izango datsoi-
lik ondokoa gertatzen beda: ‘
(a,Q) = 1 eta a, Q zatitzen duten p zenbaki primu guztiekiko

hondar koadratikoa bada.
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a . .

(ﬁf) s -1 bada, orduan a ezda Q moduluarekiko hnndar konzdratikoa.
Lenandre-ren sinbal-aren aronietzteak erabilirik,nrgaistat> har -
dintsuak ditunu Jacobi-ren sinbolnarentzat.

ip T"Gr”ﬂ’

Sunnsa dezeaun § , G zenhaki bakoiti nositiboak direla e%ta

(rPRy Q47T =1 dela. Drduan,
© ) )

S EHE)
(J.v)( ) ( >

p’ P
w2722 00— () ()

(vi) (%) =1 (%> (-1y(e-1)/2 ,(§_> :(_l)(Pz—l)/B

Frooanena,.-
(i) B'stakoa da, jacobi-ren sintoloaren definizios kontutan i-
zanik.

{ii) Bist2koa da, definizica a2ta 6 (ii) Teorema aplikatuz.
2 .
(iii)&;_ —_(g_)(ﬁ-) :K%% S(E1)(E1)
,i2 .
. PP P p EE
R il
Qo ..)\Q CZ—

L}
—

2,

(ii
(v) Pz P (@ mod)
P’z p.¥nl... 0" P =n.ugee..n . P’eta P-ran faktore

172 ro 1°3 s o

nrimuetannn desknaninsaketa kanonikozk .dira.
Q= 8y -Tpe ey Q-ren faktors arimuetanngo dosknnaosaketa ka-
nonikas do. /

-

\n

(G =nd) ——‘~p_=_p'(aj mod) J=1,000,8 =5

p
P\ (P :
T. ?G j= lyeeays 3eraz,
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. . Ei g,-1
((—l >= N (i)z.\—\ (-1) (a2 312
Q s

Raina a eta b zenhnki bakoitiak badira, zera dugu:

ab -1 a-1 b-1 (a-1){(b-1)
N - . v, = T =0 ( 2 mad)
ta he i - -
Eta mendik, a-1 + b-1 - ab-1 (2 mdd) dugu.
2 2 2
Azken tervdirtza hau errenikatuz lortz=n duguna,zera da @
3
>~ 0.-1 1 g -1
S s 5 a0 - 0= (2 o)
5=t -1 Q-1 -
Eta horrela, ( T )= (-1) 2

E %:_(q%—l)

3aira a =2ta b renbaki bakopitiak badira, eorduan:

2.2 - 2 2 2 2
ab” -1 ( a’-1 _ pT-1\_ (a"-1)(p°-1) - 0 (8 mod)
8 8 8 8
2 2 2,2
Yarral: a‘- - -
inrrela, a -1 N b -1 Ea,b 1 (2 mod)
8 L8 2 g
- o,-1 _ Q-1
Hau srrenikatuz, &- —F=— T -0 (2 mod%
3:')_ 8 8 S 2
, e ) £ oi-1 8°-1
Eta harrala, —— = T (-—-) = (-1) 9" -8 = (-1) 8
& . o,
L J :
11 Teorsma

P,0 zerhaki hakziti ansitiboak etz {P,n) = 1 badira~,nrfduan:
p-1 q-1
AN
— . = (-1) 2 2
&) (-7

P = FW n. , 0 *fj c. P eta Q-ren faktore primuetango des-
=y 1 R

konnosaketa kanonikoak quirﬁ,crduar:

(p) 8 (PN AN (o q. 9,01 Eggi
)= .Q_') _;._ K_J').H) 5
- =4

3L 31"" a. P

Frogaﬁﬂna.—

Dai Zijﬂ_—‘ﬁ_l— —L—‘Q—Z ‘da.
akna, ¢ 2
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A3 - - S -
Eta ZR:S.L E-F%' (2 mod) , = %L g.?i =(2 mod)

=
(10 Teoreman erabiliriko metodo berberarekin)

Beraz, (%) :(%)'('l)p—zl . _02_1 (fngl)

Oharra.- Ikusten dugunez, Jacobi~ren sinboloak ere elkarrekikota-
sunaren propietatea betetzen du.
Jacobi~ren sinboloa, Legendre-ren sinboloarasn hedanena da,Q

zenbaki konposatuarentzat(—g—) definituz.

Lehen begiradan ba #irudi logikoago gerta daitekeela Jacobi-ren
sinboloaren beste era batetara definitzea:
p &l,P 0 moauluarekiko hondar koadratikoa bada

&_\ -1, P Q moduluarekiko ez-handar koadratikda bada
Baina honela egingo bagenu,elkarrcskikotasunaren legea e- litza-
teke beteko (Adibidez,P = 5 eta @ = 9 harturik). Eta lege henek
duen garrantzia ikusirik,egin dena bsste hau izan da:Hondar
koadratikoekiko erlazioa alde batzra utzitik,elkarrekikatasuna-
ren legea kontutan hartu,
1 Adibidea ikusi dugunean,elkarrekikotasunaren legaa erabili
dugu, Q%\ -tik (g)~ra iragateko,baina bakarrik o nsrimua iza-
nik.0rain ez dugu jadanik mugaketa hori.

3 Adibidea

105\ _(317\_( 2\ _ ,
317 105 105

Hemendik ondorin-tatzen dugu, 105 zenbakia ,317 modulu ori-

muarekiko hondar koadratikoa dela.

4 Adibidea

Jacobi-ren eta Lenendre-ren sinboloen erabilera ondn argitzeko,
ikus dezagun ondoko kangruentziak soluziorik dienentz:

x?= 219 (383 mod)

() -2) - o oy ()t -
(DDA -




7/

Beraz, aipaturikoc kongruentziak soluzioa du.; Ikusi dugunez,

soluzioa badu,hzlabeharrez soluzio bi ditu.

Bigarren graduko kongruentzien askaketa

(a) o = 4N <~ 1.

a hondar koadratikoa denentz jakitako, lehenik Qf): 1 dela

arobatu behar da.

Hori frogatuz gero, Euler-en adieraznidea anlikaturik,

(D-l)/2

=z 1 (p mod) dugu.

-1 2N 1: 1 (p mod)===-5

P = 4N = _é = 2N =1

2
~ aza (o m0d)

. . . 2
Beraz, (1) exnresioa kontutan izanik, xza a N(o mod)

F\J 1~

N
x = +a (o mod)

Adibidea.- XZE 1 (19 mod)

19 = 4,5 =1 19 zenbakia nrimu bakoitia da eta N =

3

.

(ii» = _&l?>= - (Eﬁ: —(fi) = 1 Soluzioa existitzen da.
19 11 1 1

5
x 2+117(19 mod)

+ 7 (19 mod)
3:raz, kongruentziaren soluzina, x =X 7 ( 19 mod) da.

(b) o = 4N +1

Edozein p zenhaki bakniti primu,ondoko eraren hatetakoa

da : p = 8N4l , o = 8N+3 , p = BN43 , p = BN+7

Baina n = 4N+1 denez gero, p = 8N4l edo p= B8N+5 izan beharko

da.
bl) p = BN+3
Sunosa rezagun (—}1dela konnrobatu dugula.

L(P-1)/2_

Euler-=2n adierazasidearen arauera, =1 (n mod)

-1
Do o swa2 -—9 aaN+2; 1 50 mod)  (2)

2 —l 5 -1

I

(Zs (-1) = (-1) 8 = -1 =32 ez-hondar koadratikna da.
s] p=% L2T°Y

Jer=z, Euler-enpadfériznidea b=rriro anlikatuz,

izango

rec)
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{me N .
o P-1)/2_) (p mod) —= M2 1 (5 mod)  (3)
{2) exnresiotik, a2N+l =t1 (o mod) duqgu.
2N+1 -
w- =-1 (p mod) Kongruentzia hau (3) koangruantziagatik

biderkatuz ondokoa dugu:
4N42

2N ‘
‘3.,l\+l.2 =1 (o de)=_> a = 62N4~2‘22.\H1 (5 mod) s =0, 1
(N9
aZNfl; 1 (p mod) — a = aZK 2(1 nod) c—
N+
=y XZE 82N+2(n NM0d) —— X = % a.+ (n mnd)

2
Asraz, o = BN+5 bada, x = a(n mod) koraruentzizk onddk~ salu-

zioak ditus

N+l 2N+1)s
X =1 al? .2( ) (n mod} s = ¢,1
" . . . N+l e .
‘raktikan,ondokoa egin gohi da : a konaruenizi~rsn s~luzin
denentz begiratp.Horrela bada, araitu dugu.Bestala,=s-'u - ins
N+1 _2N41
a .2 + da.
Adit:idea,—- x"z 5 (29 mod) 29 zenbtakia nrimu hakoliis da.,
23 N=3
: 4
; = .__>= 1 50luzioa existibran dn,
\2g 5
Nl 23!
e H a snluzio ote da?

. .
5% 2 213 (29 mod) ets (-13)°= 187 # 5 (20 nne) =3 57 a7
”~

da kongruentziaren soluzio.
Jeraz,snluzioa ondokaa izango da: x = + 5 .2 (2% mod)

b2) o = 8N 4 1

a o= 8§ % 1 = 2%} = 4N
-1)/2
Q?J>= 1 bada, Eulaer-en adisrazaidea a1liknﬁuz,a(1 1/ = (1 =0d)
s
4
d.nu == a, = 1{p mn:i) (Ll)

0 -1
(;géz (-1) 8 =1 {p mod) =3 2 hondar xnadrat'koa £~ 2%a

haraz, ez du halin.

Ez-hondar knadratik: hat,h,hilat: batrrka dusu (Existitrzen
o-1
2
b ez-hordar “oadratikn hori bada ==b

er-hon:ar knndratikn haitaude).
(n-2 )//’7,

dela ba dakiou,

1 ("J ma )

anN
b

"

-1 {(n mad) (5)



\

Sunosa dezaqun, 2 = 2k.h:+ 1 dela (h = 1(2 mod) ,k3 3)

Beraz, N = X3 h da. K1
Honekin, {(4) honela idatziko dugu : 32 'ha 1(p mod)
(5) honela idatziko dugu : azk'l.h = -1(p mod)
azk-z'hztl(p mad) (6)
iz or= b2k_l-“2t1<g mod) s=0,1 (7)

S-ren balioa. (6) eta (7) exnresioek zeinu berdina edukitzeko

aran hartuko dugu. Orduan, kongruentzia biak biderkatuz,

k-2 k-1
a2 Me? P 4o mod) k-23 1 ——>
k=3 k-2
— 32 5h.b2 'h's=i 1(p mod) 3 s,= h.s eginik,
k=3 k-2 '
a2 'h.b2 S22 +1(p mod) duqu. (8)

s-ren balina, (7) eta (8) exoresioek zeinu herdina edukitzeko

2ran hautatuxo dugu. Orduan :

k-2 k=1 k=2 R
2 s, + 2 s, = 2 (52+ 252) Dei dezagun S4= 352.
k=3 k-2
2 .
Ordzan, a2 h.b 53 = 1 (p mod)
K 2% bada, prozesu/;au jarrai dezakegu oraindikjErro kar-atua

ateraz,ondoknz geratzen da:
k-4 k-3
2 .
a h.b2 3 =+1 (p mod)

Azken urratzsean,zera\iiikiko dugu:
h 2 .
at.b %k = (p mod) , non s, © z baita.

H zenvakia bakoitia densz,aurreko kasoen arrazenamendu ber-

dintsua egingao duou hemen ere:

2 h«l  2s
h-\'l.bZSk = a(p mod) = x = a bk (p mod) ey

s
ta(h-l),z

a
s h-1 : R
_— X = .bk (2 mod) (—7_ Z,h~zenbakia bakoi-
ia bhaita).
tia baita) h+l  hyl b3l _
Oharra.- Praktikan, a 2 , a b, a “ b s++s zenbakiak
kongruentziaren soluzio direnentz ikusten da.

Adibidea.-
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Adibidea.- xzi 5 (41 mod)

41 =8.541 , N =5,

(EL;>= (ﬁ&:) = (_i_ =1 kongouentziak soluzica du.
41 5 5

tdozein ez-hondar koadratiko b aurkitu behar dugu orain.
Teoriaz dakigunez, 2 hondar koadratikoa da eta beraz,sez du
balio. .

-1 .
(7;—) =1 = -1 ere hondaE ;oadratlkoa da.

3.
3 ———
_): (il_.>=<2_\= §-1) 8 = -1 —3 3 sz-hondar koadratikoa -~
41 3 3

da. Beraz, b=3 har dezakequ.
41 = 23.5 ,h =5 , a=2>5

Orduan,ikusi duguna aplikatuz, soluzioa ondokoa izango da:

x =+5°.3% (41 mod)
5°= 125 = 2 (41 mod)
geraz, x =+2.3°% (41 mod)

Soluziocak, x = 2 , 2.3 ,'2.32, 2.33,.... zenbakien artean bi-

52. 25 3

iU

latu beharko ditugu.

2 , 6 , 18 zenbakiek ez dute kongruentzia betetzen .

. 3
X = 2,37 13(41 mod) 1323 5 (41 mod)
Beraz, kongruentziaren soluzio biak ondokoak dira:

x = * 13 (41 mod)

Modulu konposatu batekiko bigarren graduko kongruentzien

Orain arte, p modulu primuarekiko bigarren konqruentziak bai-
no ez ditugu aztertu.Has gaitezen,ba, edozein modulu konpo-
daturekiko bigarren graduko kongruentziak azaltzen.
Hag'gaitezen, ng a(p™ mod) erako kongruentziak azaltzen,

(a,p) = 1 eta p zenbakia, primu bakoitia izanik.

12 Teorema

Kontsidera dezaqun ng a (D‘ mod) ; &> 0 , (a,p) = 1, (1)

p zenbakia,primu bakoitia izanik.



F(x) = x2 - a egqinez, f7(x) = 2x
X = xl(p mad) , xzi a(p mod) kongruentziaren soluzio bada,
orduan (xl,p)= 1,( (a,n)=1 baita).
n bakoitia

(x,p)=1 -9(2xl,p)= 1 — p)ff(xl9
Beraz, kasu hanetan, (1) kongruentziaren soluzioa lortzeko,
IV, kapituluan azalduriko prozedura erabil daiteke.
Honetatik,ondokoa ondorioztatzen dugu:
(a) a zenbakia,p moduluarekiko hondar koadratikoa bada,orduan
(1) kongruentziak soluzio bi ditu.
(b) a zenbakia o moduluarekiko ez-hondar koadratikoa bada,
orduan (1) kongruentziak ez du soluziorik.
Kontsidera dezagun orain:

T %22 a(2% mod) L0, (2,2) =1 (2)

Kasu honetan, f“(x) = 2x, = 2 .0rduan,aurreko orozedura apli-

ka ezin daitekaanez,besti metodo bat aurkitu beharko dugu.
Lehenik, ikus dezagun, (2) kongruentziak soluzioa edukizteko
baldintza beharrezkoa zein den. .

(2) kongruentziak soluziorik badu,orduan (a,2) = 1 denez,

(x,2) = 1 izan behar du =—> 8/ x2-1

Hau dela eta, kongruentzia ondoko eran jarririk,

(x%-1) 41 = a (™ .nod),
erraz ikusten dugu,kongruentzia honek soluziorik eduki dezan,
a =1 (4 mad) ol = 2 edo eta a = 1 (8 mod)«»3 izan behar
dela.,
Orain, baldintza hauk betetzen direla suoosaturik,ikus deza-
gun soluzioen bilakuntzaren eta soluzioen kopuruaren problema.
Ikusi dugunagatik, o &£ 3 denean,edozein zenbaki bakoitik kon-
gruentzia betetzen du.
Beraz, XZE a(2 mod) kongruentziak,soluzio bat dus

x = 1 (2 mad)

X2 = a (4 mod) kongruentziak soluzio bi ditu:

x = 1 (4 mod) eta x = 3 (4 mod)

<>
"

= a (8 mod) kongruentziak ,lau soluzio ditu:

x
L[}

1(8 mod), x = 3(8 mod), x = 5(8 mod) eta x= 7 (8 mod)

a3



a2

Oharra. - A = 4,5,.... kasuak aztertzeko,komenigarri da zenp-
baki bakoiti guztiak progresio aritmetiko bitan batzea:

x =t(l+4t3) (3)
Ikus dezaqun adibidez, (3) expresioko zenbat zenbakik betetzen

duten x°“= a(32 mod) kongruentzia.

2 ’
(x4+8ta) = a (32 mod) ta= t4—2t

5
Beraz, X =% (x5+16t5)
Prozesu hau jarraituz, edozein d$3 zenbakirentzat,(2) kon-
gruentzia betetzen duten x-en balioak,honsla ipin daitezke:
oy
x =% (x, - 2 to)
2
Balio hauek, x s a(2"mod) kongrusntziaren lau soluzio ezber-
din osotzen dituzte:

oA
x = Xg ( 2 * mod) R x dd’( 2

%o + 2 mod)

oK =-A e
x = -x, (2%mod) s X = -x -2 (2% mod)

Adibidea, -

2
x = 57. (64 mod) kongruentziak,lau scluzio ditu,
57 = 1 (8 mod) baita.
x =321« 4t3) jarririk,ondokoa lortzen dugu:

(1+4t3)2_=_ 57 ( 16 mod) , 8t3; 56 (16 mod)

t3,5_ 1 (2 mod)a=ﬁt3 =14 2t = x = X (5+8t4)
2

(5+Bt4) = 57 (32 mod) , 5.16t, 32 (64 mod)

t, =0 (2 mod)a—)tf 255 = X t(5—\—16t5)

(S+16t5)2; 57 (64 mod) » 5.32t.s 32 (64 mod)

= = =t
t.= 1(2 hod) = te= 1e2t, —x= -(21+32t6)
Beraz, xzs 57(64 mod) kongruentziaren soluzioak, hauk diray
x=*21 ,*53 (64 mod)

13 Teorema

Hemen ikusiriko guztia,teorema batetan bil daiteke:

ng a(2%® mod) (a,2) =1 kongruentziaren askagarriatsumerako

baldintza beharrezkoak,ondokoak dirat



a

1 (4 mod) , 4= 2 bada, eta

a 1 (8 mod) , ol 23 bada.

Baldintza hauk hetetzen badira, soluzioen koourua ondokoz da:
1, o =1 bada.

2, A= 2 bada.

4, o 3 bada.

Era berean beste teorema general tat aina dezakegu,l12 Teorema
eta 13 Teorema,Teorema bakar batean bilduz;

14 Teorema

2 oL

x“= a(m mod) m = 2 p?‘p;f..p:“', (a,m)=1 kongruentziarentzat,
askagarritasun-bzldintzak ondokoak dira @

1 (4 mod) ,« = 2 bada eta

1 (8 mod) , %23 bada.

o G G

31ladintza hé%k guztiok DthtZEn badira,sd&uzioen kopurua ondo=-

a

a

koa d=t

k

2 , &= 0 bada , eta A= 1 bada;
£

2 l, &= 2 bada;

K2 %%,3 hada.

2,
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_ERRO PRIMITIBOAK

ETA INDIZE AK

- Teorema batzu,
- p ete 2p nmoduluarekiiko erro primitiboak,
- p eta 2p moduluarekiko indizeuk,

= Aurreiu teosricren ondsrio buolzu,



ERRO PRIMITIBOAK ETA INDIZEAK

1.TEOREMA BATZU.
Definizioa

Bire a,m € Z gzenbakiak non ( a,m )= 1 baitsa.
Bigz & ondoko propletatea betetzen dituen zenbakien arteko txi-
kiena:
8’21 ( mmod. ). (6 =min. V).

8 zenbakia betli existitzen da, zeren Eulerren teoremaz:

{m!

=1 ( m,mod. ).
a zenbakia, m moduluerekiko berretzaileari da§ok:l.ola esango du-
gu. ’

E_e_grema

a zenbakia, m moduluarekiko & berretzaileari baldin badagokio,
1=a% al.e... &%
teak.

Frogapena:

zenbakiak ez dirsa m moduluarekiko kongruen-

Emen dezagun, absurdura eramanez:

2

a=2a"* ( mmod. ) O=k«1.$ ; orduan:

=
- K

1 ( m mod. ) non O=l-k« & baita
eta hau & definizioaren aurka dsgo.

Teoremsa

a8 zen‘bakia, m moduluarekiko & berretzaileari baldin badago-
kio, orduan:
a¥ ( m mod. ) baldin eta soilik baldin:
¥ =V (86 mod. ) bada
Bereziki (¥V=0) ea“=1 baldin eta soilik baldin v, & zen=~
bakiz zatigarria bada.

a¥

Frogapena:

o«
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Honele idetz dezakegu:

Yy =6q ¢+ r non O£r<& baita.

V'=6q+ 1, non Ogr,.s5 baita.
Dakigunez:

a®=1 ( mmod.,) , orduen eta aurreko propietateaz balia-
tz:

a’=( a%)¥a’=a"” ( mmod. )

e¥= (&) e"za" ( mmod.)
Beraz:

a’=a” (mmod, J<m> 8" =a™ (mmod. Jem>e =1 ( m mod.

<>T-1,=0 (zeren r - r,«0 baita )e>T = T, 4>
&SV Y =6(9 -V’ (85 mod. )

Bereziki:
2’ =2=8° (mmod. ) <=>V=0 (S mod. )= V = k B <=
VY, & zenbakiz zatigerria bada.

Eorolarioa

e"21 (mmod. ) denez, y (m) & zenbakiz zatigerria da,
beraz a zenbakia, m moduluarekiko & berretzaileari baldin
badagokio, § k ¢ (m) zenbekiaren zatitzaileas izen behar du.

¢ (m) bera ere ¢ (m) ren zatitzailea da eta gainera handiena.

_I_)efinizioa

¥ (m) bverretzaileari dsgozkion zenbakiak ( existitzen ba di-
re ), m moduluarekiko erro primitiboask deitzen dira.

2. p“ ETA 2p" MODULUAREKIKO ERRO PRIMITIBOAK.

Biz p , zenbaki .:.primo ezpare bat eta o= 1

Teorema

- —

x gzenbakia, m moduluarekiko ab berretzaileari baldin bada-

gokio, x< b Dberretzaileari dagokio.



Frogapena:
Demegun x°; S berretzaileari dagokiola, orduan:
(x*s1 (mmod. ) => x°=1 ( mmod. ).
Beraz, a &§ ab =zenbakliz zatigarria da, halabehsrrez £, b zen-
bekiz gatigarria izango da, hots: b /8 . Gaineras
£°21 (mmod. ) = (x9°21 ( mmod.)
nots, b, & zenbakiz zatigarrda da: /n

Honela, zers dugu: b/s eta 6/b — 5 =)

Teorema

m moduluarekiko, x zenhmkia a bemtzaileari etea y zen—
bakia, b berretzalleari baldin badagozkie, non ( a,b) = I baita,
orduan xy gzenbakia ab berretzailearii dagokio,

Frogapenas
Demsgun xy, & berretzaileari dagokiola, hote:
(xy =1 (mmod. ) eta hemendik:
£iytia1 ( mmod. ) ( ybsg 1 denez ) => "% 1 ( m mod,
orduen b & , s zenbakiz zatigarria da eta ( a,b ) = 1 denes
&, a gzenbakiz zatigarria izango da.
Era berean, §, b zenbakiz zatigarris dela frogatzera heltszen ga-
™.
a/5 eta b/s , bestetik ( a,b ) =1 ab/s
Gainera: )
(xy P°=1 ( mmod. )
ab, & zenbakiz zatigarria da eta honela hau dugu:
ab/s eta &/ab - 5 =ab.

Teorema

p moduluarekiko erro pm:nit:lboak existitzen dira.
Frogapenat

Demagun 1, 2,¢..... p=1 genbakiek, m moduluarekiko
berretzaile ezberdineii dagogkielas
Blg M=[5: 8. Srlnom Ma gj’g;:.....g‘:"bore deskonposskets
kanonikoa baite.

Hohela izanik, g;“‘ deskonposaketaren elementu bakoitzak, gu~—

ey



a8

txienez &; zembakiren bat zatitu behar du. Berasz:

§j = egi
Big j}j s+ 1y 25eceesep =1 puszezioaren zenbski bat, non ;j . 8
berretzailearti baitagikio.

Lehen ikusi dugunez /= £ jq , &% verretzaileari dagokioke

ota & =9,7%:--2 , T = E&yeeens g." berretzaileari dagokioke.

Vi=1, 2.¢00er,8) 7 genbakia zatitzen duenesz,
1, 2eeeeeep = 1 zenbakiak x =1 ( pmod. ) konguentzia-
ren solusioask izango dira:

V}el, - I X 36, ;J =1 ( pmod.)

)/‘r’= Y =k &, —>§,-—((;, f)'=21 (pmed.)
Bestetik, eta aurreko gaian ikuel dugunez, zera izan behar dugu:
P-l=m

Baina 7 k , p~ 1 =¢(p) szembekia zatitu behar du, omduant
Y=p- L=y (p)
Lehen frogatu dugunez & =/.7,--- /i« zenbakia, ¥ = ¢ (p)
berretzaileari dagokio, hots, g zenbakia p moduluarekiko erro
primitibo bat da.

‘Teorema

Biz, p moduluarekiko erro primitibo bat:t g . Hemendik + zen-
baki bat determina dezakegu, mon ( g + Pt J = 1 + pu berdintzas
definiturik gelditzen den u zenbakia ew baita P moduluz zati-
garria.

Gainers, edozein o> 1 szenbakirentzat, g + pt zenbakia p*
moduluarekiko erro: primitiboa da.

Frogapenas
&, moduluarekiko erre primitiboa denez:
@51 (pmod. ) <=> g =1 (pmod. )<=>
3 %5 & =1+0pto (1)
(g+pt T =242 ( t,+€4+pt)=1apu  (2)
non t eta wu gzenbakiek, p moduluarekiko hondar siestema osoa
kurritzen baitute. Beraz, posible da t zenbaki bat determinatwea
bertan, u zenbakia p moduluz gatigarrde ez delarik.



gainera t szenbaki honentzat:
(g+pt V"= (14puV=1+pa,
(g+pt V"% (14 700,)=14+pu,

- = e = Em e e e e e W = em

non U,y Wyy cressee 6% balitiva p moduluz zatiganriak.
Demagan g + pt. zenbskia, p™ modulnarekiko & herretzaile-
ard dagokiola. Beraz:
(g+pt a1l (Fmode) => ( g+t )s1L (pmods)
= p~1s =>8=x (p-1).

Bestetik & szenbakiek ¢ (p*) = F"*( P - 1) setitsemdu =>
§=9p"(p=-1) non 1ne{ L, 2,cecec.a} taite
(g+pt Fa(gept P21 uprusl ( fmod.. )
Pu20 (pmod. ) => p'=0 (P 'mod.) => nmmor =>
& =y (p%).

Orduan, g + pt genbakis, p" moduiuanskiko exxo primititios
izango da. ‘

Teorema

Biz g., p" moduluarekiko ey primiiiioa. Ordusn &, &+ P~
senbakien arteko ezpareas dena, 2p” moduiuarekiko ervwmo primitidos
da. (x21)

Frogepenss

Bistakoa da, zenbski eszpare lntek kongrusnisia Meustariko lat:

betetzen lmdu, bestea ere bete hehar duslas
x*=1  ( Fmod. ) 21 ( 2p"mods )
¢ (p*) = ¢ (2p%) aa, zemen
¢ (2p7) = ¢ (2) @ (%) = ¢ (p%)

Beraz, genbaki ezpare bat p* modulusrekiko erre pmwuu.
beds, 2p* moduiuanekiko exmo primitibon isangm da, eta alleram
tziz. ;

Dermigorrez, g, eta g+ p zenbakien artean bLate pares eta
bestea espares izan belan dute. Honegatik eszparea den senbakia
2p* moduluarekiko ermo; primitiboa izango da.

91
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Teorema

Bira ¢ =¢ (m) eta g,y €eeeseeg, ¢ zenbakiaren zatitzei-
le primo ezberdin gugztisk. Biz g gzenbekianon ( g, m } = 1
baita. Orduan, g m moduluarekiko errc primitibos da baldin
eta soilik baldin kongruentzia hauetarik ez baditu bat ere be-
tetzen.

€% =1 (mmod. ) €521 (@mode ) eeeeeecess
cveesse €3:=21 ( mmod. )
Fnogapenas

& n moduluarekiko erro primitiboa denez, ¢ berretzaileari
dagokio eta honegatik eurreko kongruentziarik ezin dira bhete,
zeren eta:

c/gi = c Vi =1lyeeeeek balta

Demagun orsin aurreko kongruentziarik ez direla betetzem eta
& 2zenbakia & berretzaileari dagokiola.

Demagun, halaber & = ¢ dela.

Biz g, c/5 zenba.kiarer‘x zatitzaile primo bat:

o/ =gu => o/g =us gv=g% =1 (pmod. )
g % =1 ( m mod. ) eta hau eman dugunaren aurka dago
= c¢=86

Beraz, g zenbakia, m moduluarekiko erro primitiboa da.

ER———

Biz m =41 =5 ¢ (41) = 40 = 25

40 zenbakiaren zatitzaile primoak 5 eta 2 dira, gainera
40/5 = 8 40/2 = 20
Orduan, g zenbekia non ( g, 41 )

1 baita, 41 moduluarekiko
erro primitiboa izango da baldin eta soilik baldin, g zenba~-
kiak ez baditu ondoko kongruentziak betetzen: ‘
€21 (4lmod. ), & =1 (41 mod. )
Froga dezagun ea 2,3,4,5,6...... zenbakiek betetzen duten als
ez aurreko kongruentziak
8

2" 2120 (41 mod. ) 3 =1  ( 41 mod. ) 4%= 18 (41 moa)
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2°21 (41 mod. ) =1  ( 41 moa. )
5% =18 ( 41 mod. ) © 6%=10 ( 41 mod. )
5*°z 1 ( 41 mod. ) 6°°2 40 ( 41 mod. )

Dakusagunez 2,3,4,5 zenbakiek ez dira erro primitiboak (41 mod)
zeren eta kongruentzia bietatik, gutxienez bat betetzen bailtute.
Aldiz, 6 zenbakia erro primitiboa da, zeren ez baititu betetzen
kongruentzis bietatik bat ere.

2. Adibidea

Biz: m = 1681 = 41%
6 zenbakia, 41 moduluarekiko erro primitiboe denez, honela i~
datz dezakegu:
6°=1441 ( 3+ 41p )
(6441t )°=1 441 ( 3+ 4lp + 6™t + 41t ) = 1 4 4lu.
u zenbekie, 41 zenbakiz zatigarria izan ez dadin, nahikoa zaigu
t = 0 hartzesa.
Beraz eta aurreko teoremaz: 6 + 41.0 = 6 gzenbakia, 1681 mo-
duluarekiko erro primitiboa izango da. '

3. Adibidea

Biz: 3362 = 2,1681 zenbakia.

Lehen frogatu dugunez eta 6 zenbskia, 1681 moduluarekiko
exrro primitiboa denez, 3362 moduluarekiko erro primitibotzat har
dezakegu, hain zuzen, 6 eta 6 + 1681 gzenbaskien arteko ezparem de-
na, hots, 1687 zenbakia.

3. p* ETA 2p* MODULUAREKIKO INDIZEAK.
Demagun, p zenbaki primo ezpare bat dela. =1
m=p“edo 2p¥ , c=((m), eta g m moduluarekiko erro pri-

mitiboa izanik.

Teorema

VY zenbakiak, V= 0,l...... ¢ = 1, ¢ moduluerekiko hondar mi-

faket



nimo negatibosk kurritzen baditu, orduan g zenbakiak m modu-

luarekiko hondar sistema laburtus kurrituko du.
FProgapena:

& , ® moduluarekiko primoak diren ¢ zenbeki kurritzen ditu,
gainera ete lehen ikusii dugunez zenbski hauk ez dira » moduluare-

kiko kongruentesk, hots, hondar sistema laburtu bat osotzen dute.

Definiziioa

Biz a , m zenbakiarekiko primo den zenbeki bat: ( a, m ) =1
a=z=gY ( mmod. ) kongruentzia ematen bade ( non V=20 baita )

\ zenbakia, m moduluarekiko a zenbakiaren g oinarrizko indi-
zee dela esaten da, eta honela idatzi:
Y =1ind . a

edo V= ind. &

Har dezagun kontutan, indigze eta logaritmoaren kontzeptuak para-
leloak direla eta gure kasuan erro primitiboak, logaritmoaren oin-
arfiak betetzen duen paper berdintsus betetzen duela.

Aurreko teoreman ikusi dugunegz, edozein zenbaki primorentzat:a
0y)eveeee ¢ = 1 zenbaki artean indize bakar‘%’ﬁstitzen da.

V indizea ezagutuz gero, a zenbekiaren indize guztiak deter-
mina ditzakegu ondoko adierazpenaren bidez:

Y=V (cme, )

) indize bera duten zenbaki guztiek, m moduluarekiko klase
bat osotzen dute.

Teorema

ind., a.bececesop ind.a+ ind.b +.ecees..+ind.p
Bereziki:

m

( c mod. )
ind. e" =z n.ind. a ( c mod. )
Frogapena:

Bira:
a = g (m mod. )

,ybzg® P (mmode ) ceennenens
hau guztia biderkatuz:

p=g”?( mmod, )

BeDeesececss P

= g.1d.¢4~.1d.bv...'-1d.p ( m mod. ) hOtS’
ind. @ebeseee... p = ind. a + ind., bee....+ind. p ( ¢ mod. )



Indize taulak

Bi taula moeta egin dezakegu; bata edozein zenbakirentzat in-
dizes ezagutzeko, eta bestea indizea ezagutuz, zeintzu diren in-
dize honi dagozkion zenbskiak jakiteko.

Dakusagun hau adibide baten bidez.

Har dezagun m = 41 modulua. Lehen ikusi dugunez 6 zenbakia
modulu honekiko erro primitiboa da eta honegatik oinsrritzaet har

dezakegu.
Honels ba, idatz ditzagun:

6°= 1 6°= 10 6'= 18 016 6°= 37
6'= 6 6'= 19 6%z 2 =14 6= 17
6%= 36 6% 32 L 33 6“; 2 6*% 20
6= 11 6*= 28 ‘; 34 6°= 12 6°% 38
6"z 25 6'= 4 6°= 40 6 31 6°= 23
6°= 27 6=z 24 “z 35 6°= 22 6°= 15
6= 39 Yz 21 6 ‘—=- 5 6= 9 6°= 8

6's 29 6% 3 6= 30 6= 13 6= 17

Nl o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 26 15 12 22 1 39 38 30
1 8 3 27 31 25 37 24 33 16 9
2| 34 14 29 36 13[4 17 5 1

3 23 28 10 18 19 21 2 32 35 6
4 20

I, 0 2 3 4 5 6 17 8 9
of 36 11 25 27 39 29 10 19
1 32 28 4 24 21 3 18 26 33 34
2§ 40 35 5 30 16 14 2 12 31 22
3 9 13 37 (17 20 38 23 15 8 7

Lehen taula, zenbakiaren indizea ezagutzeko da eta 2.a zenbakia

ezagutzeko. Lerroaren zenbakisk, hamarkadsk ematen dizkigu eta
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sutabearen zenbakiek unitateak.

Adibidez, 25 zenbakiaren indizes ezagutu nahi dugu:Har deza-
&an horretarako lerroetatik 3.a eta sutabeetatik 6.a. 4 zenbakia
lortzen dugu, beraz:

ind. 25 = 4

Beste taula era berean erabiliko dugu: Zein zenbakik du 33 in-

dizetzat ? Har dezagun hau jakiteko 4. lerroa eta 4. sutabea:
33 = ind. 17 '

4. AURREKO TEORIAREN ONDORIQ BATZU.
Bira p zembski primo ezpare bat, «> 1 m =p% edo 2p*
etn c=L(J(n).Biz (n,c)=4d

_'.ggorema

x"=a (mmod. ) (1) kongruentziak soluzioa du baldin eta
soilik baldin ind. & d zenbakiaren multiploa bada. Gainena,
kongruentzia honek soluzio: bat badu, orduan d soluzio ditu.
Frogapena:

(1) kongruentzia ondorengoarekin baliokidea da:

n.ind. x = ind. a ( e mod. ) (2)
eta badakigu kongruentzia honek soluzioa duels baldin eta soilik
baldin, ind. a 4 zenbakiaren multiploa denean.

(2) kxongruentziak soluzioa badu, ind. x aldagaiarentzat, ¢ mo-
duluarekiko ezkongruenteak diren d zenbaki lortzen ditugu eta
havei degozkie, x aldagalarentzat, m moduluarekiko ezkongruen-—
teak diren d: zenbaki.

Teorema

m modulusrekiko hondar sistemsa laburtuan, n graduko o/d
honderrak daude.
Frogapena: '
0y,lececese ¢ =1 zenbakiak, sistems laburraren, hondarren
indize minimoak dira, eta hauen artean d zenbakiaren ¢/d
- maltiploak daude.



1. Agibidgg
Biz x°= 23 ( 41 mod. )
(8,40 ) =8 eta ind. 23 = 36

36, 8 zenbakiz zatigarrtégdenez, emandeko kongruentziak ez du
soluziorik,

2. Adibidesa

Biz x': 37 (41 mod. )
(12, 40 ) = 4 eta ind, 37 = 32
32, 4 zenbakiz zatigarria da, beraz aurreko kongruentziask 4 so-
luzio ditu. Aurki ditzagun soluzio hauk:
x'= 37  ( 41 mod. )
12.ind., x = ind. 37 (40 mod. )
12.ind. x = 32 ( 40 mod. ).
ind. x =6 ( 10 mod, )
ind. x = 6,16,26,36 eta taulan begiraturik:
x = 39,18,2,23. (41 mod. )

]

3. Adibidea

1,4,10,16,18,23,25,31,37,40 zenbakien indizeak, 4 zenbakiaren
multiplosk dira, horregatik zenbaki hauk hondar bikoadratiko guz-
tiek ( edo n graduko hondarrak non ( n, 40 ) = 4 baita ) dira.
41 moduluarekiko. Eta 40/4 = 10 zenbaki dugu.

Teorema

a 2zenbakia, m moduluarekiko n graduko hondarre da, bal-
din eta soilik baldin:
a5=1 ( mmod, ) ba <da
Frogapena:
Lehen, teorema baten ikusi dugunez a zenbakia n graduko
hondarra da baldin eta soilik baldin:
ind. 8 =0 ( d mod. ) <=> ¢/d.ind. a =0 ( c mod. )
(kongruentzia hauk baliokideak direlako )<«=a5=1 ( m mod.)

Q9
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Teorema

& zenbaklia, m moduluarekiko , § berretzaileari dagokio baldin
eta s0ilik baldin:

( ind. &, ¢ ) = ¢/5 badas

Bereziki, a zenbakia m moduluarekiko erro primitiboa da bal-
din eta soilik baldins

(ind.e 8, ¢ ) =1 bada.
Progapena:

a zenbakia, £ berretzaileari dagokio, hots, & ondoko propie-
tatea betetzen dutenetatik, o = Y (m) zenbgkiaren zatiizaile
txikiena da:

821 (mmod. ) <=>5-ind. a =0 ( ¢ mod. ) hots:
ind. a =0 ( ¢/s mod. )
Beraz, & berretzailea c¢/s , 1ind. & zenbakiaren zatitzaile
bihurtzen duten ¢ zenbakiaren zatitzaile guztietatik txikie-
na da, hots, ¢c/6 , ¢ zenbakiaren zatitzaile handiena da, non
e/5 k, ind. a =zenbakia zatitzen baitu, hots:
¢/ = {( ind. a, ¢ ).
Bigarren partea derrigorrezkoa da, zeren eta:
e/s =c¢f ¢ m) =1 baita.

_T;eorena

m moduluarekiko hondar sistema laburraren, & berretzaileari
dagozkionak ¢ (§) zenbaki dira.

Bereziki (p(c) erro primitibosk izengo ditugu.
Frogapena:

Har ditzagun m moduluarekiko hondar sistema laburraren in-
dize minimoak: 0,lceceevee © = 1

Zenbaki hsuen artean, zeintzu dira c¢/& zenbakiaren multiploak ?
Errez ikue daiteke ¢/§ .y eratako zenbakiak direla,non
F=041lccececes §=1 baita. Eta honela zera dugus

(e/s.y,¢) =06 <=> (y,8)=1.

Azkeneko baldintza hau vy (8) zenbakiek betetzen dute eta hemendik
frogatu nahi genuena.



41 moduluarekiko hondar sistema laburraren, 10 berretzaileari
dagozkionak, ondoko baldintza betetzen dutenak izango dira:
( ind, a, 40 ) = 40/10 = 4
esate baterako: 4,23,25,31 zenbakiak dira. Guztiz 4= vy (10)
gzenbakl ditugu.

2. Adibidea

41 moduluarekiko honder sistema laburreren erro primitiboak
honela determinaturik gelditzen dira:
( ind. a, 40 ) = 1 , hots,
6,7,11,12,13,15,17,19,22,24,26,28,29,30,34,35 zenbakiak.
Beraz 16 = %2(40) erro primitibe dugu.

2% Moduluarekiko indizeak

2 % kasu berezia.
o

- Blz x=1 => 2 = 2 Ak€(2)=l

Azten dezsgun nm

[

-~ 1 =zenbakia, 2 moduluarekiko erro primitiboa da:
-1=1 (2 mod. )

1°= (-1 )6= 1 zenbakisk, 2 moduluarekiko hondar sistema
laburrae osotzen du.

- Biz x =2 => =4~ v(4) =2
3=-1 (4 mod. ) erro primitiboa da, eta
(-1)=1, (-1)'=3 ( 4mod. ) zenbakiek hondar
sistema laburra osotzen dute.

- Biz ~23 = 2% 8. (2%) =277
Ikur dezagun, nola kasu honetan ez diren erro primitiboak
exisiitzen eta nola zenbaki ezpare batek ° berretzaileari
baldin badagokio, orduan:

L2t = 12, ¢ (2.

Biz » zenbaki ezpareas
x =14+ 2%
x“=1 +#4t,
x'=1 4 8%,

99
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=214 21 (2%med. )
Demagun halaber, nola 2% * berretzaileari dagozkion zenba-
kiak existitzen direla, esate baterako 5 zenbakia:
5=1++4
5°= 1+ 8 + 16
5'= 1 + 16 + 32u,
55 =1+ 7% Pug. s
Dakusegunez, 5%, 5%,....... 527 ez dire 2~ moduluarekiko
kongruenteak.
Erraz ikus daiteke:
52 ) 57 yeseeess 52T -4
= 5% 4257 tieeree.=52 -
zenbakiek, 2 moduluarekiko hondar sistema laburra osotzen dute-
la. Izan ere: 2.2% = ¢ (2*) zenbaxi dugu, lerro bakoitzeko zen-
bakiak 2% moduluarekiko ezkongruentesk dira beren artean eta
goiko lerrokoak, era berean, behekoekin egkongruenteak dira.
Hemendik aurrera, honela idatziko dugu:
c =1, c.= 1, =0 edo «=1 bhada
2, ¢,= 2%°% x .22 bada,

beraz, beti dugu: c.c.= y (2%)

[+]

1

Demagun Y eta V. zenbakiek, nork herea, ¢ eta c¢_ moduluareki -
ko, U = 0yeeeeee ¢ =13 M, =04e00e0ee ¢~ 1 hondar minimo
positibosk kurritzen dituztela.

Orduan, ( - 1 )V.5J’k, 2 “ moduluarekiko hondar sistema laburra
kurritzen du.

Teorema

(-1)5%=(-1).5"> (2%mod. ) <=
V= V' (emod. ) eta M, = V. ( comod. ).

i

Frogepenas
« = 0 kasuan begii bistakoa da, orduan demagun o >0
Bira r eta r., ¢ eta c_. moduluekiko V eta . zenbakien

hondar minimo positiboak eta r, r. ) ' eta Y. zenbakienenak

<



. “
(-=1)%5%= (-1 Y5 Yo (2 mod. ) z=>
(-1).5%=(=-12).5" ( 2°mod. ), hots,
r=r' eta r =r..

Detintaion

8= (-1 )\fS‘)¢ ( 2"mod. ) bada, orduan V ete V. sietema
2 “moduluarekiko a wmenbakiaren indize sistema deitzen dugu.

Propietatea

Lehen i]mei dugunez, 2 * zenbakiarekiko primoa den edozein a
zenbakik, ( derrigorresz ezparea izan behar duensk ) V 'eta Vo
indize sistema baker bat du, lehen aipaturiko c.c_= p(2%)
bikoteen artean.

v/, 1J<’> sistema ezagutuz, posible da a gzenbakiaren indize sis-
tems guztisk ezagutzea, eta hauk ondorengo propietates betetzen
dituzten bikote guztié.k izango dira:

Y sV (¢ mod. ) Vv, s Vo ( e.mod. ).

Ikusten denez, v/, V- indize sistematzat duten zenbaki guztiek

2 “ moduluarekiko zenbaki klase bat osotzen dute.

Teorema

Biderketaren indizesk, ¢ eta ¢, moduluekiko, faktoreen in-
dizeen batuketaz kongruenteak dira.
Frogapena:

Bira: VU (a), 1, (8)5 ssescees i (B)y V(D)
B.ceeeess P Zonbakien indize sistemak.

Zoera dugu:

Besesees PE (=1

beraz, 1 (8) + cecvccess #V (p ) ota L (a) + ceceeees (D)
Qsseeess P biderketaren indizeak dira.

vial+... 4V (p) Ve (a)t. - -+ e (P).
.5

4. EDOZEIR MODULU KONPOSATUREKIKO INDIZEAK

B o o, &y o e
iz m =2 P, P,isteces P, , m genbakiaren deskonposakets
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kanonikoa.
Bira ¢ eta c¢_ aurrean @efinitutaeko zenbskisk, ¢ _‘=kp(p"5"‘)
ete &<, p“‘ moduluarekiko erro primitibo txikiena.

Qefinizioa

a=(=-105"" ( 2"mod. )
Y] oLy - Ve A
a®E g, ( p.'mode )esecsesenesss 8 = g ( p, mod. )
hau guztia gertatzen bada, V, V., M. . . '« sietema,
m moduluarekiko a zenbakiaren indize sistems deitzen da

Definizioaren ondorioa

Definigioasren bidez, ba dekusagu }/, J. 2~ moduluarekiko a gzen-
bakiaren indize sistema dela, bai eta V:.-[,-j., .. V.« zenbakigk,
P Yeeessseee P moduluekiko a zenbakiaren indizesk dire-
la ere. »

Arrazoi honegatik, m zenbakiarekiko, primoa den edozein a

zenbakik, indize sistemz bakar bat 1zax¥go dus V', el L
a zenbakigren: v, )., .. . VJ, indize sistema guztisk honela lor-
tzen ditugu: ‘
Vv=u' (cmod, ) Vo=vs ( e.mod. )
VLEVL (e,m0&s Jieisreene. K=Y ( ¢,mod, )

Beraz, VV, Vo. . . Vi 1indize sistema berbera duten zenbaki guz-

tiek, m moduluarekiko zenbaki klase bat osotzen dute

Teorens

CyCo9C eesssesee C, moduluekiko, biderketaren indizesk,fak-
toreen indizeen batuketaz kongruenteak dira. ’
Frogapensa:

m modulusrekiko V. Vo ... . VYV« @& zenbakiaren indizesk
eta 2~ ’ p:‘:. ccssecsae p: “ moduluekiko & zenbakiaren indizeak
berdinak dira ete hemendik nshi genuena



Ondorio garrantsitsua

Biz: T = () x=2 bade, eta
T =1/2 ¢ (2%) x>2 bada.

Biz h=L7 clyeeeeee €]

m zenbakiarekiko, primoa den edozein a =zenbaklik ondoko kon=-
gruentzia betetzen dus
a"=1 eta hau 2%, pj.‘....“ P ¥ mofulu guztiekiko.

Beraz, & zenbakis ezin daiteke m moduluarekiko erro pri-
mitiboa izan, h< \p (m) Dbada.

Baina hau o2 2 eta K= 1 denean gertatzen da, beraz
m>1 beda, hakar bakerrik m = 2,4,D.,2p " denean existitzen
dire erro primitiboak.

Gaiaren lehen zatian frogatu dugunez, kasu hauetan betl exis-
titzen dira erro primitiboak,

Honele ba, zera esan dezekegu, m>1 bada, m moduluarekika:
erro primitibosk existitzen dira baldin eta soilik baldin
m=2,4,07,2p% Dbadas

-y,
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