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SARRERA

Bi hitz bakarrik gure lan hau aurkezteko.

Beste arlo batzutan bezala, Matematikan ere hainbat parte

landu eta egin gabe daudela uste dugu. Hutsune horik, pixkcnaka

pixicanaka, denon artean bete behar ditugula pentsatzen dugunez,

oraingo lan hau egiterakoan gure asmoa zenbakien teoria apur bat

lantzea izan da.

Bereziki atal bi hauk aztertu ditugu7 dibisibilitatea eta

kongruentziak, zeren lehena bigarrenaren osagarri eta oinarri

dela uste baitugu.

Bestalde, zenbakien teorian agertzen diren zenbait funtzio

ohargarri aipatu nahi izan dugulako, hauetariko batzu aztertzeko

gai bat eman dugu,

Kongruentziei dagokienez, inkognita bateko kongruentziak ba-

karrik aztertu ditugu, eta hauen artean lehen eta bigarren gra-

dukoak, Kongruentzia moeta hauen soluzioak aurkitzeko, hasiere

batetan bide orokorrak ematen dira, azkenean indizeen teoria ba-

ten bidez nola aska daitezkeen aipatzeko.
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SARRERA

Lan honetan egin dena izan da Dibisibilitatearen teoria aur-

keztu, era general batean, aplikaziorik eta kasu zehatzik ai

payu gabe. Gero bukaeran zerbait esan dugu bi kasu garrantzi

tsuei buruz Z eta R [x] multzoei buruz. Agian beste batean

aztertuko titugu sakonean kasu hauek. Hori da behintzat gure

asmoa.

Lan honen eskema egin nahi izango bagenu, esan beharko genuke

hasi garela Dibisibilatearen teoria honekin zer ikusirik duten

zenbait definizio (oinarrizko definizioak) ematen, eta sortzen

diren zenbait propietate aztertzen, esate baterako, elementu

laburtezinei buruz edota elementu elkartuei buruz, e.a.

Bigarren pauso batean, eraztun Faktorialak definitu eta azter-

tzen ditugu. Eta honen ondorio bezala definitzen dira m.k.t.

eta z.k.h.

Hirugarren zati bezala eraztun Euklidearrak ditugu. Definizioa

propietateak eta faktorialekiko erlazioa.

Azterketa general hau amaitzen da eraztun printzipalak, fak-

torialak eta euklidearrak duten erlazioak aztertzen.
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DIBISIBILITATEA ERAZTUN TRUKAKOR UNITATEDUNETAN

Biz A eraztun trukakor bat eta biz e bere elementu unitatea.

Eman ditzagun a, b( A.

Definizioa: "b elementuak a zatitzen duela" diogu, edo "b a-

ren zatitzaile bat dela", edo "a b-ren multiplo bat", baldin

existitzen bada A-n q bat, q€A, non a=bq baita.

Kasu horretan bia idatziko dugu edo a =0 (b mod.), eta zera

esango dugu: q dela "a elementua b elementuz zatitutako zati-

dura".

Beraz:

bia (edo aE0 (b mod.)) (====)] clEA non a = bq baita.

Definizioa(bis): Baldin (a) aEA elementuak sortutako ideala

bada, "b elementuak a zatitzen duela" diogu 	 	 (a)c(b).

Bi definizio hauek baliokideak dira.

Frogapena:Baldin b a-ren zatitzaile bat bada lehenago defi-

nizioaren eran, 3gEA non a=bq baita. BerazVyE(a)-rentzat

zera dugu:	 y= ar = bgrE(b). Beraz,

(a)c(b).

Alderantziz, baldin b elementua a-ren zatitzaile bat bada

bigarren definizioaren eran, (a)c(b). Beraz,

3 qCA non a= bq baita. 	 f.n.l.

1.Teorema: Dibisibilitate erlazioa,/halegia, erreflexio eta

iragate propietateak betetzen ditu.

Frogapena: A) Erreflexioa: 4da A-rentzat a=ae. Beraz a/a.

B) Iragatea: baldin a/b eta b/c

p,c1CA non b=ap eta c=bq baitira.Beraz

c = a(pq) non pqEA. Beraz

a/c.

2.Teorema: Pj dibisibilitate-erlazio biderka daitezke atalez

atal, baina terminuen ordena aldatu gabe.

Frogapena: Izan ere,eman ditzagun a 1 /b 1 eta a2/b2.

	 -)alq i = b 1	eta a2 q 2 = b 2 .	 beraz

	

a 1 a 2 g l q 2 = b 1 b 2 	 	 ala2 b 1 b 2 f.n.l.
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3. Teorema: Elementu baten zenbait multiploen edozein konbi-

nazio lineala, elementu honen multiplo bat da, ere.

Frogapena: Eman ditzagun a/b 1 eta a/b2

	 	 a/(ki b i + k 2b 2 ) non

k 1 , k 2EA baitira f.n.1.

A-ren unitateak

Definizioa: uEA elementua A eraztunaren "Unitate bat" dela

diogu <	 	 u/e.

Ondorioak: 1)Unitaten baten edozein zatitzailea, bera ere

unitate bat da.

2)1GEA, a edozein u unitateren multiploa da eta

q = u-l a zatidura unibokikoki determinatua dago.

1.-Teorema: A-ren unitateak talde biderkakor bat osatzen dute.

"Unitateen taldea" esango diogu eta U bidez adieraziko dugu.

Frogapena: a) U egonkorra da biderkaketarekiko, eta A-ren bi-

derkaketak induzitutako legea U-n elakrkorra da.

b) U-k badu e elementua, eEU. Eta baldin uEU bada,

u-1 E U.

2.-Teorema: Eraztun integro unitario batean:

	

(a) = (b)<-	 >a = bu , uEU.

Frogapena: A =bu , u U ( 	  b = au-1)

	 > b/a eta	 a/b , eraztun integroa baita,

	

(a) = (b)	 f.n.1.

Baliokideki u A-ren unitate bat da <====> alderanzkarria

bada A-n.
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Elkartze erlazioa

Definizioa: a,bEA elementuak "elkartuak" direla diogu, baldin

a = bu bada non uEU baita.

Ondorioak: 1) a eta b elkartuak 	 	 a/b eta b/a< 	
 
	)

(a) = (b).

2) m/a eta n, m elkartuak 	 )n/a.

1.— Teorema: Elkartze erlazioa, baliokidetasun erlazio bat da

A—n, bateragarria biderkaketarekiko.

Frogapena: Idatz dezagun R elkartze erlazioa.

a) R Baliokidetazunezkoa dela erraz froga daiteke.

b) Bateragarritasuna: xRy eta x' Ry' 	 > xx' R yy'

izan ere,	 x = yu eta X' = y'u' 	 	 xx' = yy'uu'

	 	 xy R $r"	
f.n.l.

2.—Teorema: A multzoko / dibisibilitate erlazioak, A/R multzo-

an dibisibilitate erlazio antisimetriko bat induzitzen du.

Zatitzaile propio eta inpropioak

Definizioa: Eman dezagun aEA elementua. a elementu honi elkar-
.

tutako elementuak eta eraztunaren unitateak, a elementuaren za-

titzailea "inpropioak" esaten dira. Beste gainontzeko zatitzai-

leak, existitzen badira,zatitzaile "propioak" esaten dira.

Zatitzaile propiorik ez duen elementu bati, unitate bat ez bada,

"irreduziblea" esaten zaio.
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ERAZTUN FAKTORIALAK

Definizioa: Eraztun faktoriala (edo faktorizazio bakarreko e-

raztuna, edo eraztun gaussiarra (= Gauss-ena) ondoko bi baldin

tza hauek betetzen dituen integritate dominio bati esaten zaio:

1)Unitate ez den edozein a elementu bat, elementu

irreduzibleen (berdinak ala ez) biderkadura fini-

tua da:

a = p1p2 	 Pr =11Pi

a irreduziblereltzat, ontzat ematen da honelako

adierazpen bat, non r = 1 bai_litzateke.

2)Deskonposaketa hau bakarra da, ordena eta unitate

diren faktoreak ezik.

Ondorioak: Biz A faktoriala.

a) aEA elementuak ondoko bi deskonposaketa hauek

baditu, a = p 1 p 2 	Pr	 	 qs

non pi ,qj irreduzibleak baitira, orduan zera dugu

r = s eta q j guztiak ongi ordenatuz gero , Pi eta

q i elkartuak dira ( i = 1,2,....r).

b) A/R zatidur erditaldea faktoriala da ere.

1.Teorema: Eman dezagun A integritate dominio bat eta jo deza-

gun goiko definizioaren lehenengo baldintza betetzen duela.

Orduan, A faktoriala da baldin eta bakarrik baldin ondoko bal

dintza hau betetzen badu:

2') Edozein p elementu irreduzibleak, ab biderkadu-

ra bat zatitzen badu, horietako biderkagairen hat gutxienez

zatitu behar du (Gausn-en baldintza).

Frogapena:

	 >I Bira A eraztun faktoriala etd p Plementu rrecktzible

bat non, ab zatitzen baitu:

ab = pc

- a eta b ez dira biak urH d ?ak.

- Baldin bat unitate bada, a adihdez, ======)p/b

- Eman ditzagun beraz, a, b p ta c-r•n denkonponaketH haktore
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irreduzibletan

a = Tip' i ,	 b =p" i , c =	 qi

Zera dugu:	 , T1 p"; 	„= p • 11 i k
j

Baina 2) baldintzaren ondorioz, p elementua p' i , p"j elemen_

tuaren baten elkartua da; beraz p elementuak zatitzen du a eta

b elementuetatik bat, gutxienez.

(	 	 I Ikus dezagun orain alderantzizkoa: 2')-K 2)-ra da

rama halabeharrez. Frogapena egiteko errekurrentzia erabiliko

dugu a-ren lehenengo deskonposaketan agertzen diren biderkagai

irreduzibleen kopururen gain, r-ren gain halegia.

Bistan da proposapena egia dela r = 1-entzat, elementu irre-

duziblearen definizioarengatik. Jo dezagun orain, teorema egia

dela lehenengo deskonposaketak r biderkagai baino gutxiago di-

tuenean (r>1) eta izan bedi

P 1 elementu irreduzibleak

a T1 pi
q

J k '

c11 •11 cLd
	 zatitzen du,beraz, q l zatitzen du,

edo 9
k	 J

zatitzen du;

Berriro gauza bera errepikatuaz behin eta berriz, ikusten da

nola pl elementuak, zatitzen du q j elemenuetatik gutxienez

bat. Ordena ditzagun q elementuak pl -K q l zatitu dezan: qi

irreduziblea denez gero eta p i unitate bat ez denez gero, pl

eta q l elkartuak dira:

q 1 =Ci P1 non	 El unitate bat baita. Beraz

a = p 1 p 2 	 Pr	 CAP1q2 	 qs

Baina A integritate dominioan pi	 0 elementua sini5lifika-

aarria da, beraz,

P 2	 Pr =E3 q z "' q s = ql 2 "' qs

non g' 2 = el q2 irreduziblea baita;

•



tuta dago.

Eman dezagun A eraztun faktoriala eta azter dezagun unitateak

ez diren elementuen zenbait propietate. Izan bedi a hauetako

elementu bat.

1. Nola lortu a-ren zatitzaile guztiak:

	

0(3 0(2	 CC e
Biz	 a =	 p2	 	  Pe 	

(pi	 Pj oCz.;>,. 	)

Baldin beste elementu a' batek a zatitzen badu, a'-ren fak+

tore bakoitzak a zatitzen du ere, beraz faktore hori P i ba-

ten elkartua da eta dagokion exponentea c,C;ez dacC,baino han-

diagoa. Beraz a-ren zatitzaile guztiak (unitate-faktore sal-

buespen) hauek dira:

P i faktore irreduzibleekin eratutako biderkadurak, p i bakoi-

tzari ipintzen zaion exponenteaoc' honela mugatzen delariki 
Os	 <oc.,

Beraz elementu batek a zat 4 tzen badu, hauetako bat da (unita-

teak salbuespen) eta alderantziz, bistan den bezala hauetako

bakoitzak a zatitzen du.

2. Bi elementuen zatitzaile komunak. Bi elementuen multiplo 

komunak.

a) Eman ditzagun a,b€A non a,b ez baitira unitateak (a,14 U)

a e73	
b	 _ _ 4,c (	 (oc,,@„*0)

non pi elementu batean gutxienez agertzen den faktore irredu

zible bat baita.

a eta b-ren edozein zatitzaile komun h-rentzat, zera dugu:

h	 e ( )baitanon 0 < Áz < SL

eta 8 i z

b) Era berean, a eta b-ren multiplo komun k batentzat, zera

K
,	 kedugu:	 ...e, (R)	 non ix	 baita

eta	 =	 j(b

3. (a,b) z.k.h. 

Goian idatzitako zatitzaile komun guztiek, haietako bat za-

titzen dute: seZ =

Honi " a eta b-ren zatitzaile komunetatik handiena" esaten



zaio eta	 z = (a,b) z.k.h.

idatziko dugu.

Aski garbi dago z hau bakarra dela, A-ren unitate izan

tezkeen zenbait faktore salbuespen.

4. (a,b) m.k.t. 

Goian idatzitako multiplo komun guztiak, haietako baten multi

ploak dira:

m =

Honi " a eta b-ren multiplo komunetatik txikiena" esaten zaio

eta	
m = (a,b) m.k.t.

idatziko dugu.

Lehen bezala, m bakarra da, A-ren unitate izan daitezkeen zen

bait faktore salbuespen.

Bistan da :	 min (,)c. (?) ) + max (cL , C) )

beraz	
dm = ab

Era berean defini daitezke A-ren K elementuen m.k.t. eta z.k.h.

Hauek ere bakarrak izango dira, unitate-faktoreak salbuespen.

Amaitu baino lehbn, hitz bi "elementu elkarrekin primu" esaten

zaienei buruz. Eman dezagun D integritate dominio bat eta biz

e bere elementu unitatea.

D. Definizioa : Bi elementu a,bCD* = D- t() "zatitzaile komunik

ez dutela" diogu, baldin a eta b zatitzen dituzten D ko elemen

tu guztiak, unitateak badira.

Eraztuna FAKTOR1ALA bada, propietate hau beste honen kidekoa

da:	 (a,b) z.k.h. = 1

2. Definizioa: Eman ditzagun	 D = D - V)1 . "a elementua

b-kin primua dela "diogu, baldin D-ko elementu guztientzat

hau betetzen bach.): b/ax	
b/x
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Ondorioa: a b-kin primua 	 > b a-kin primua.

Frogapena: Jo dezagun a-k by zatitzen duela,

by = ax

Orduan hipotesisak dioenez, b/x

x = bq

Beraz	 y = aq.	 Beraz a/y.	 f.n.l.

a. eta b elementuak "elkarrekin primuak direla" diogu.

Teorema:2.- Definizioak 	 >1.- Definizioa.

Frogapena: Biz h, a eta b-ren zatitzaile komun bat.

	

a = a'h	 b = b'h

Beraz	 ab'= ba'

	 ) b/b . .	 Beraz b eta b'elkartuak dira.

	 	 h unitate bat da.

f.n.l.

	

Teorema: Eraztuna FAKTORIALA bada 1.- Definizioak 	

2.- Definizioa.

Frogapena: Jo dezagun b/ax eta, a eta b ez dutela zatitzaile

komunik.

Zatitzaile komunik ez badute, ez dute izango faktore irre-

duzible berdinik. Beraz b-en agertzen den faktore irreduzible

bakoitza x-en agertuko da ere, eta bere exponentea b-en ez

da x-en duena baino handiagoa izango.

Beraz, b/x	 f.n.l.

3.- Definizioa: Eman ditzagun a,b D. "a eta b elementuak

Bezout-en erlazio bat betetzen duela" diogu, baldin existitzen

badira D-en bi elementu x,y, non

	

xa + yb = e	 baita.

Ondorioa: 3.- Definizioak 	 )1.- Definizioa.

Baina jeneralean alderantzizkoa ez da egia izaten, nahiz eta

eraztuna FAKTORIALA izan.
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ERAZTUN EUKLIDEARRAK

Eman dezagun E eraztun trukakor bat, 0-ren zatitzailerik

gabekoa.

Definizioa: E eraztun euklidearra dela diogu, baldin defini

badaiteke aplikazio bat E4eta zenbaki oso positiboen artean

(> 0)

y: E -------->

	

a	 > a

bi baldintza hauek betetzen dituelarik:

1.- Baldin b-k a zatitzen badu: 'C(b) Š 'f'(a)

2.- Baldin a eta b E-ko edozein bi elementu, b0, badira,

exiztitzen dira E eraztunean q,r elementuak, non

	

a = bq + r	 baita, eta baldin r	 0 bada,

orduan ,e(r)< ,()	 (baldin r = 0

bada, b / a, beraz 1.-).

Ondorioak:

1.- Eraztun euklidear batek badu lementu unitatea.

Esan dugun bezala I?(E) Z -E-en azpimultzo ez-huts bat da.

Ordenazio onaren printzipioz, se(E)-k badu elementu minimo

bat m. Balio minimo hau hartzen duten eraztunen elementuetatik

aukera dezagun bat; biz a elementu hau. Beraz f(a) = m

Definizioaren bigarren baldintza (a,a) bikoteari aplikatuaz,

zera dugu: existitzen dira E eraztunean q,r, elementuak, non

a = aq + r	 baita.

Baldin r ŕ 0 bada, 	 > 'e(r)G,e(a). Baina hau ezina da,

9,)(a) minimoa baita. Beraz r = 0 eta existitzen da q bat non

a = qa	 baita.

Eman dezagun orain eraztunaren edozein x elementu bat:

xa = xqa



halabeharrez	 (x - qx)a = 0. Baina alde batetik a 	 0

15 (a) existitzen baita, eta bestetik E-n ez dago 0-ren zati-

tzailerik, beraz

x qx = 0

lix E E	 x = qx	 	 > q da eraztunaren ele-

mentu unitatea 1 bidez adieraziko dugu.

Bestalde	 , a = la. Halabeharrez	 (1 ) <	 (a)

a E E - {01

2.- (u) = (1) propietateak, eraztunaren u unitateak

bereizten ditu:

Beste hitzetan adierazia:

u unitate bat da bba .p(u) = ,e(1) bada.

	 >IBaldin u unitate bat bada, u/1. Beraz V(u)< ,e(1).

Baina lehen ikusi dugun bezala se ( 1 ) < se ( a ) a guztientzat,

beraz

(u)	 =	 (i)

	 I Baldin	 n (u) =1/4,e(1) bada, kontutan izanik 1-ek

elementu guztiak zatitzen dituela, eta hurrengo propietatea

aplikatuaz u eta 1 elkartuak direla ondorioztatzen da. Beraz

u unitate bat da.

3.- Eraztun euklidear batean baldin b-k a zatitzen badu eta

`I1/4) (a) = sQ(b) bada, orduan a eta b elkartuak dira.

b / a 	 	 a = bq"

Bestalde definizioaren bigarren baldintza aplikatuaz

b = aq + r.

Baldin 1"4 0 bada, f(r)<e(a)::'“b) . Baina

r = b - aq = b(1 - qq). Beraz, definizioaren

lehengo baldintzak dioenez ‘e(b)z-,e(r).

Beraz r = 0 izan behar du.

Baina baldin r = 0 bada, b = aq 	 eta bestalde

a = bq" Beraz a eta b elkartuak dira.
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1.- Teorema: Eraztun euklidear E batean, zatitzaile komunik

ez duten E 10] -ko bi elementuk a eta b	 Bezout-en identi-

tate bat betetzen dute.

Frogapena:

Biz I,E - (). 1 -ko oC a+(> b elementuen multzoa, nonoCE E - [01

eta/)) E E - 101baitira. Kontsidera dezagun se(oc a + b) osoen

multzoa.

Beraz eraztun euklidear batean, elementu primuei buruzko I eta

2 Definizioak, 7. eta 8. orrialdean, identikoak dira.

2.- Teorema: E Eraztun euklidear bat faktoriala da.

Frogapena: Frogatuko duguna hau da:

1) Unitate ez den edozein a elementu bat, elementu

irreduzibleen biderkadura finitua da.

2) Edozein p elementu irreduzible batek, ab zatitzen

badu, gutxienez horietako biderkagairen bat zatitu behar du.

1) Frogapena hau eratorpenez egingo dugu,e(a) balioren gain.

a = 1 bada, propietatea egiazkoa da,se(a) = (1) berdintzak

a unitate bat izatea bait dakar, halabeharrez. Jo dezagun teo-

rema egiazko dela edozein a'-rentzat non,e(a')<,e(a) eta froga

dezagun teorema a-rentzat.

Baldin a laburtezin.a balitz, propietatea frogatuta legoke.

Baldin a laburtezina ez bada, a = bc izanen da, non ez b eta

ez c ez dira a-ren elkartuak, eta y(b)< ,{) (a);,{)(c)< ,e(a)

zeren eta eraztun euklidear batean b-k a zatitzen badu eta

,k)(b) = `e(a) badira, orduan a eta b elkartuak dira. Beraz,

eratorpen-hipotesiari jarraituaz, b eta c biak, elementu labur-

teziner biderkadura dira. Gauza bera gertatzen da ba beraz,

a-rekin.

2') Froga dezagun orain bigarren propietate hau. Eman dezagun

p laburtezina, p E E eta jo dezagun p-k ab zatitzen duela eta

ez duela a zatitzen. Orduan p eta a ez dute zatitzaile komunik

eta existitzen dirackEE eta(bEE non,

1 = x a +(b p	 baita.

Beraz	 b = x ab +NbD
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Eta p-k ab zatitzen duenez gerc, p-k b zatitzen du.

3.- Teorema: E eraztun euklidear bat, eraztun printzipala da.

Frogapena:

Frogapena egin baino lehen, gogora dezagun zer den eraztun

printzipal bat: eraztun trukakor bat, elementu unitateduna, eta

non ideal guztiak printzipalak baitira. Egin dezagun orain

frogapena: lehenego ta behin, E eraztun trukakorra eta elementu

unitateduna da. Bestalde har dezagun E-ko d ideal bat. Baldin

(0) bada, printzipala da. Pentsa dezagun beraz, (0)

dela. Kontsidera dezagun eraztun euklidearraren definizioan

idatzi dugun funtzioa eta izan bedi a se(a) minimoa duten Q.

-ko elementuetatik bat. Biz x Q-ko elementu bat.

E euklideoa denez gero, badira gE E, r E E non

	

x = aq + r baita; r = 0 delarik edo baldin r 	 0 bada,

ke(r)< f(a).

Baina azkeneko hau ezin gerta daiteke, a aukeratu dueun bezala

izateagatik, hots, f(a) minimoa, beraz, r = 0 behar du izan.

Beraz x = aq eta Q ideal printzipala da,	 (a).

4.- Teorema.- 0-ren zatitzailerik ez duen eraztun printzipal

bat, eraztun faktoriala da.

Frogapena: Eraztun printzipal batean, edozein elementu bat,

elementu laburtezin-kcpuru finitu baten biderkadura da. Beraz

faktoriala dela frogatzeko gelditzen zaigun gauza bakarra,

deskonposaketa hau bakarra dela frogatzea da. Baina honetarako

nahiko da Gaussen baldintza betetzen dela frogatzea (ikus 4.

orrialdean 1.- Teorema).

Jo dezagun p elementu batek ab zatitzen duela. Eraztuna prin-

tzipala delarik, (a) + (b) ideala, printzipala da. Beraz badago

eraztunean d elementu bat, non

(a) + (b) = (d)	 baita

Badira beraz, u eta v elementuak eraztunean, non

d = au + bv	 baita.
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Bestalde (a) c (d) eta (B)c (d) direnez gero, badira eraztunean

a'eta b'elementuak, non

	

a = a'd	 b = b'd	 baita.

Eraztun printzipal eta zeroen zatitzailerik gabeko batean, a eta

b elementuak badute beraz, zatitzaile komunetik handien bat d,

ondoko expresioak definituta

d = au + bv

Eta partikularrean, eraztun printzipal bateko a eta p bi lementu

zatitzaile komunik ez badute, Bezout-en identitate batez lotuta

daude:

1 = xa + yp.

Beraz, b bidez biderkatzen badugu

b = bxa + byp.

Baldin p-k ab zatitzen badu, orduan b ere zatitzen du.

Ondorioa: Eraztun printzipal batean, beraz euklidearretan ere,

elementu primuei buruzko 1, 2, eta 3 Definizioak (7.8. orr.)

baliokideak dira.

Ondorioa: Gaussen baldintza betetzen duen edozein integritate

dominio batean, (partikularrean eraztun printzipal eta zeroren

zatitzailerik gabeko batean), (a) ideala primua da, baldin eta

solik baldin a laburtezina bada.

Frogapena:	 xy E(a) 	 	 xy -e a 	 >baldin a labur-
tezina bada, a-k faktoreetatik bat zatitzen du, bis hau x,

	 )x = ra, hots, x E(a) eta (a) ideala ez litzateke pri-

mua izango.

Alderantziz, edozein eraztunean, baldin a laburtezina ez bada,

(a) ez da primua zeren alde batetik a = pq non p edo q ez dira
edo

ez unitateak, ez a-rekiko elkartuak, eta bestetikf	 bate-

raezinak badira. Zera dugu bada,

pq E (a)	 p	 (a) , q it(a) eta (a) ez da primua.



lb

Laburki:

Eraztun EUKLIDEARRA	 Eraztun FAKTORIALA

Eraztun PRINTZIPALA

Eraztun PRINTZIPALA eta 0-ren zatitzailerik

gabekoa
	

Eraztun

FAKTORIALA
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APLIKAZIOAK EDO BI KASU PARTIKULARRAK Z eta R(x) integritate

dominioak.

Jakina da Dibisibilitatearen Teoria Z multzoan, duen zabalpena

gure gizartean,txikitandik ikasten baitira adibidez, zenbaki pri-

muak, zenbaki multzo baten m.k.t. , z.k.h. eta beste zenbait

bitxitasun.

Era berean, (nahiz eta beste maila batean) R multzoa n koefizien-

teak dituzten polinomioen multzoa ikasterakoan, beste hainbeste

explikatzen zaigu.

Azpimarratu nahi dugu behin eta berriz, Aritmetika elementalean

(Z-ren kasuan) edo Algebran ( R(x)-en kasuan) ikasten diren

zenbait eta zenbait propietate Dibisibilitatearen teoriaren ar-

loan, ez direla Z-ren edo R(x)-ren berezitasun batzuk, edozein

integritate-eremu batenak baino, kontutan hartuaz noski, multzo

hauetan behar bada, laburpen batzuk sortzen zaizkigula, kasu

partikularrak baitira. Hala nola, unitateen multzoa Z-ren kasuan

adibidez,	 besterik ez da, eta R(x)-en kasuan ez-zero

konstanteen multzoa.

Z eta R (x)-en azterketa sakona orain egingo ez badugu ere, aipa

ditzagun hemen aurrean ipinitako teoria generalaren zenbait apli-

kazio:

Z MULTZOA

Z multzoa, zenbaki osoen multzoa halegia, batuketa eta biderka-

ketarekin integritate eremu bat da, hots, eraztun trukakorra,

unitateduna eta zeroen zatitzailerik gabekoa.

Bestalde, Z multzoa aipatutako eragiketekin eraztun auklidear
+	 .

bat da, existitzen baita	 Z --->Z aplikazioa, definizioak
x

eskatzen dituen baldintzak betetzen dituelarik, beraz, printzi-

pala eta faktoriala. Eraztun honen elementu laburtezinak edo

irreduzibleak, normalean primuak deitzen direnak dira.

Eraztun honetan unitateak 1 eta -1 dira eta horiek bakarrik.

Horregatik a zenbaki baten elementu elkartuak -a eta a bera dira

bakarrik.
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Elkartze erlazioak, baliokidetasun erlazio bat denez gero, zati-

dura-multzo bat sortzen du Z/R = (x,-x) / x Zi . Erdi talde

trukakorra da N l
o

l-rekiko isomorfoa.

R elkartze erlazio hau eta f: Z 	  Z V(0} aplikazioak de-
x 	 )1 x 1=sup (x,-x)

finitzen duen baliokidetasun eralzioa,	 berdinak

dira.

RfAmultzoa

R gorputza denez gero, R (x) integritate eremu bat da, hots eraz-

tun trukakorra unitateduna eta zeroren zatitzailerik gabekoa, ba-

tuketa eta biderkaketa barne- eragiketak bezala.

Bestalde, R (x) multzoa aipatutako eragiketekin eraztun euklidear

bat da, existitzen baita yR (x)- {o} 	 > Z V 10)
F	 	 4gr.f = f. maila

aplokazioa, definizioak eskatzen dituen baldintzak betetzen ditue-

larik. Izan ere:

1) f/g ====> gr f< gr g <====>f(f)‹	 (g)

2) Xi f ,g E R (x) n g o, g,r E R (x) 3 f= gg + r non

	

r = o ala (r)<	 (g). baita.

Beraz. R(x) eraztun euklidearra da eta horregatik printzipala eta

faktoriala ere. Eraztun honen elementu laburtezinak edo irreduzi-

bleak, lehenengo graduko polinomiak cta R-en zerorik ez duten bi-

garren graduko polinomioak dira. Eraztun honetan unitateak ez-zero

diren konstanteak dira eta horiek bakarrik. Beraz R
* 

multzoko

elementuak.
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B1GARREN GAIA

ZENBAKIEN TEORIAREN FUNTZIO GARRANTZITSUENAK

§	 [x]	 FUNTZIGAK

a.–Zenbakien teorian,[x] funtzioak paper garrantitsua

dauka;hau x–en balio erreal guztietarako definitzen da

eta x baino ttikiagoa den zenbaki osoen arteko handiena

adierazten du.Funtzio hau x–en parte osoa deitzen da.

Adibideak

1:13	 f

Batzutan, x -Íxl funtzioa ere kontsideratsen da.

Funtzio hau x–en parte frakzionari edo zatikiar deitzen

da.

Adibideak

D	 z,	 o,

b.–Sartu ditugun funtzioek zertarako balio duten erakus-

teko,datorren teorema frogatuko dugu:

n! delakoaren biderkaduran,p zenbaki primuak duen berre-

tzailea,zera da:

Frogapena

n! biderkaduran,p zenbakiaren multiplo diren faktoreen

kopurua	 da,haien artean,pdelakoaren multiploak,

dira,hauen artean PLren multiploak 	 dira;

eta abar.

Adierazitako zenbakien batuketak,bilatutako berretzai-

lea ematen du,zeren n! biderkaduran 13 . ren multiplo,

baina ez	 multiploa,den faktore bakoitza,m bider

adierazi dugun moduz kontatzen da,p–ren,p'.=ren,pt.ren...

eta azkenez p–ren multiplo moduz.

Adibidea

40! biderkaduran,3 zenbakiaren berretzailea ondokoa da:

(
	

.-•!c
	 t" Li	 1



§ 2.ZENBAKI BATEN ZATITZAILEEI HADATURIKO BATUKETAK

a.-Zenbakien teorian funtzio multiplikatiboak oso paper

garrantzitsua daukate.e(a) funtzio bat multiplikatibo

deitzen da,datozen baldintzak kunplitzen badira:

I- 0( 0,1 funtzioa,a zenbaki oso positibo guztieta-

rako definituta badago eta honelako a batentzat

ere zero egiten ez bada.

2- Edozein a i eta a,zenbaki oso positiboentzat,beren

artean primu izanik,

oc a, o-z)

Adibidea

Erraz ikusten da (c\-1 = funtzioa multiplika-

tiboa •ela,s delakoa edozein zenbaki erreal edo kon-

plexu izanik.

b.- (9(0.\ funtzioaren adierazitako propietateetik.

	

7._ 1	 dela ateratzen da.

Suposa dezagun,	 zero ez dela.Orduan ;

(9(u.,A	 C-)(921 ;hau da:	 =

Gainera,hurrengo propietate garrantzitsua ateratzen

dugu:	 eta	 funtzioak,multiplikatiboak ba-

dira,orduan	 = e,(-;	 funtzioa ere multiplika-

tiboa da.

Frogapena

	

C,(	 I\	 daukagu.

Gainera,	 C. 	 I betetzen den kasuan,zera gera-

tzen da:

(5,(( ,-	 42)	 C(z)	 =

e,(-G

	c.-Bira C LA\	 funtzio multiplikatibo bat eta

"
nonikoa.

;%:E	 notazioaz,a zenbakiaren d zatitzaile guztiei he-
4\c,

daturiko batukrta adierazten badugu,zera daukagu:

,a zenbakiaren deskonposaketa ka-
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cl\c, 

C)(c.)	 1- C,p,\	 ,-r-e';1) •

( 1	 • •	 e ( r,<1)

(a=1 kasuan,bigarren atala 1 dela suposatzen da)

Identitate hau frogatzeko,bigarren atalean parentesiek

ireki ditzagun.Gaien batuketa bat ateratzen da,ondoko

forma hau daukalarik:

=

C	 C	 (3,4	
! '

non termino hauen artean zenbaki primu guztiak dauden

eta behin bakarrik;Hau da, (e , 	 G ,cd.p 1 )	 lehenengo

atalean dagoena,

d.- e ( 0,\	 OLs	 funtzioaren kasuan, c propietateak forma

hau hartzen du:

(.\

ck\0.

(	 /-

Partikularki, s=1 kasuan,lehen atalak a zenbakiaren

zatitzaileen batuketa adierazten du.Bigarren

atala sinplifikatzen badugu,zera daukagu:

' -

Adibidea

_
S	 =	 -

ze
-	 3 t	 -

5:0 kasuan,aurreko expresioaren lehen atalak a zen-

bakiaren	 zatitzaileen zenbakia adierazten du,eta

hauxe daukagu:

r(cx_ N 	 1-1)
	

l^k+'1

Adibidea

r11-2 0 1	 .L•( fl\ÇZ .1-1 ‘1( 	 +tj	 30
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§ 3.MbBIUS-EN FUNTZIOA

a.- 140.1 Mbbius-en funtzioa,a zenbaki oso positibo guz-

tietarako definitzen da.Funtzio hau datozen berdintre-

kin definitzen da:

	

iL (. ex.\=. 0	 a,delakoa unitatea ez den karratu

batez zatigarri bada.

j
k (0,1	 t	 a delakoa karratu batez zatigarri

ez bada;hemen k berretzaileak a zen-

bakiaren zatitzaile primuen kopurua

adierazten du.

	

Partikularki,	 =t kasuan,	 kontsideratsen da

eta horregatik /4. u1 =1	 hartzen dugu.

Adibideak

51	 -

61	 )	 n

)	 - 1

o

b.-Bira OÇA-N funtzio multiplikatibo bat eta

«,z, a zenbakiaren deskonposaketa
•	 •	 \ ><‘

kanonikonoa.Orduan:

	

, (alo ( ct \	 t -eco)(t -(5 (?A •	 - NIDA
4\ 0, /-

( a=1 kasuan bigarren atala unitatea dela suposatzen da)

funtzioa multiplikatiboa da.Horregatik,

	

6 1 ("-\ 1-k l0.1 e ( e,)	 funtzioa ere multiplikatiboa da.

e,(0.1funtzioari c-identitatea aplikatuz eta

e1

l e1 z: 0(

(f,․ ) =0	 S>1 bada

direla kontutan daukagula,teorema hau zuzena dela ikus-

ten dugu.

c.-Partikularki, OCAA= I 	 eginez gero,b puntutik zera

ateratzen dugul



0.>1	 baldin bada

„ c\\
ar('„,	

‘ ,	 0,- =I	 bada

(9(c\\ = ,_	 eginez gero:

_	 n

c\lcx. )4(c1)

	

Pz
	 IK

bada

d.-Suposa dazagun orain	 --	 , Sz .	 5,	 zenba-

ki oso positiboak,	 ,	 ,	 balio erreal

edo konplexuekin korrespondentzian daudela.

Orduan,1 balioarekin korrespondentzian dauden f ba-

lioen batuketa, S i denotatuz,eta dI zenbakiaren multi-

plo diren balioekin korrespondentzian dauden f ba-

lioen batuketa, sa denotatuz,ondokoa dugus

-	 S

(non d delakoak,	 balioetariko bat gutxienez zati-

tzen duten zenbaki oso positibo guztien balioak har-

tzen baititu)

Frogapena

c atala aplikatuz,ondokoa dugu berehala:

S 	 4),z,	 t •	 .

m ‘s I	 algz I	
c\141

d zenbakiaren balio berbera duten gai guztiak batuz

eta /4AA parentesiaren kanpora ateraz gero,parentesi

artean geldituko zaiguna,zera da: d delakoaren mul-

tiplo diren cS zenbakiekin korrespondentzian dauden

f zenbakien batuketa;eta hori,definizioz, sa	 da.

(,)1	 bada

Beraz,	 S

	
(Inc/ 2\
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4.EULER—EN FUNTZIOA

a.— 9)(Q) Euler—en funtzioa, a zenbaki oso positibo guz-

tietarako definitzen da eta 0 \ e• (X-1 [1]

segidan, a—rekin primu diren zenbakien kopurua adie-

razten du.

Adibideak

(*e	 5\	 -7-	 Lt

1 z i	b.— Biz	 0. 17-

a zenbakiaren deskonposaketa kanonikoa.Orduan:

±-1(`i3?,
edo beste modu batetara:

„ -

= (?i	 P,	 )

partikularki,

-	 1 5

=	 1.?

Aplika de~n .F5:, 3 ,d teorema.Kasu honetan, 	 zen-

bakiak eta	 zenbakiak honela definitzen ditugu:

Suposa dezagun,k azpiindizeak C1) segidaren zenbakiak

kurritzen dituela.Egin dezagun,	 z ( K cx_\	 eta

b K balio bakoitze korrespondentzian jarriko dugu

I zenbakiarekin.

Orduan,S'delakoa, -S„	 (t< , d)	 balioetarik 1 direnen

kopurua,hau da, lock) izango da;eta S4 delakoa,

	

S K	 ,c,\ balioetarik d—ren multiplo direnen kopurua

izango da.

Saina( k,a )d—ren multiploa izan daiteke,bakarrik d

a—ren zatitzailea denean.Baldintza hau betatzen dene-

an, d delakoa d—ren multiplo diren k balioen kopurua

izango da,hau da,	 izan.go da.
cl

Hala,ba:	 (g)d	 .daukagu,eta
A1L/ '



hemendik, 3,c kontuptan hartuz,(3) formula ateratzen

da;eta honetatik,(2) erabiliz,(4) formula ateratzen da.

Adibideak

	

(f( coN	 G°(	 '
	 = I 6

	

(e( g t‘	 59

= 5

a.— tP (o..\ funtzioa multiplikatiboa da

Q.	 0.21	 bada,b puntutik	 (f	 ({)	 ({? (ctzA
ateratzen da.

Adibidea

	

(fl Lto5)	 cq(gll 415\	 54 .	 = 21

d.-	 (f, ( c\ N —e_

Formula honen baliagarritasuna ikusteko § 	 ,c iden-

titatea aplikatzen dugu 0(0.)-.7.9)(0A funtzioaren kasura-

ko

(f ( "\ n =	 t `f	 *. `fl!) .	 •• * eftp̀ '))	 -( 1 +cflri,\*--
410.

C5) erabiliz,bigarren atala honela idatz daiteke:

+	 ?°‘,.c —1):1

eta hau,gai berberak parentesi handi bakoitzean 1a-

burtu eta gero,

Adibidea

geratzen da.

a	 12 Egiten badugu,

(W14 efk)
	

cf('Š +- cf	 +	 (G)

1--2 4-2 4- 2, + (-1
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ICO NGIRUE IV.T71

- Definizioak.

- Kongruentzien oinharrizko propietateak.

- Moduluari dagozkion kongruentzien

propietateak,

- Modulu batekiko hondar klaseen eraztuna.

- ;n-n eragiketak.

- Hondarren sistema osoa.

- Hodarren sistema laburtua.

- Euler-en funtzioaren propietate multiplika-

tibue.

- Euler-en teorama.

- Moduluarekiko primuak diren hondarren

talde multiplikatiboa.



KONGRUENTZIAK

DEFINIZIOAK

1. Bira a, b, in 6 Z eta m> 0 a - b zenbakia m zenbakiaz zatigarria

bada, orduan a eta b zenbakiak m moduluarekiko kongruenteak direla

esaten da. a = b (m mod) idazten da eta a kongruentebmmodulu ira-

kurtzen.

Emandako definizioa oinarrizkotzat hartuz ondoko defini-

zio baliokide hauk ditugu:

2. eta b zenbakiak m moduluarekiko kongruenteak dira baldin eta

soilik baldin a = b t mq q E Z berdintza betetzen bada.

3. Biz a, b E Z eta kontsidera dezagun hondarra duen zatiketa

a =mqt	 0	 r,	 m

.--- b = m q t ry 0 .:. rA	m

orduanp ete b m- moduluarekiko kongruenteak dira baldin eta soilik

baldin r / =	 bada.

Dakusagun definizio hauen baliokidetasuna:

- 1 eta 2 definioak baliokideak dira:

Suposa dezagun a eta b 1.definizioaren arawera m moduluarekiko kon-

gruenteak direla, orduan:

a eb (m mod)4..4>m/a-b‹.-. a-b=mq, qe Z

11-4> a =btmq,qcZ

Beraz a eta b m moduluarekiko kongruenteak dira 2.definizioaren

aranera.

- 1. eta 3.definizioak baliokideak dira:

SUposa dezagun a eta b 1.definizioaren arauera m moduluarekiko kon-

gruenteak direla eta kontsidera ditzagun hondarra dituen ondoko za-

tiketak:

a = m qi t r/	 O	 r, c m

b = m qz t r4	 O ri m
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Berdintza hauen kenketa eginik zera dugu:

a - b = m ( qj - g4 )	 ( r, - r„), baina nola m / a - b

1.definizioaren arauera orduan m / ri - r, .

Baina 0	 r, s r / c m	 o	 rj - rj t m.

Orduan: m /	 eta 0	 r, - r,	 r, -r, = 0	 r. = r„

Alderantziz:

Suposa dezagun r, = r„	 a - b = m (qj -	 m / a - b

a b (m mod) 1.definizioaren arauera.

Honela 1. 2. eta 3.definizioa baliokideak direla frogaturik dago.

KONGRUENTZIEN OINARRIZKO PROPIETATEAK

Erreflexiboa 

a a (m mod)	 daEZ

Hau argi dago, zeren m / 0 betetzen baita.

2.- Simetrikoa 

a b (m mnd)	 = a (m mod)

Berehalakoa da, zeren m a - b 	 m / b - a.

3.- Transitiboa 

a = b (m mod) eta b 	 c (m mod) =¥ a	 c (m mod)

Frogapena 

a = b (m mod) A b	 c (m mod)

a =btm q j A b=ctmq, --ba = ctmqj tm g, =

=cfm(g, t q, ) =ctmq--ba:,:c (m mod)

4.- m modulu batekiko kongruentziak gaiz gai batu eta ken daitezke,

hau da:

a	 b (m mod) A c	 d (m mod)	 c	 b-± d (m mod)

Frogapena 

a b (m mod) A c	 d (m mod)

{
a =btmg. , g, Z

a4-c=bt dtm (q,	 q, q,& Z

a c = bf d (m mod)

Propietate hau n kongruentzia ditugun kasura era heda daiteke, hots:

a;	 I); (m mod)	 V i = 1, ..., n	 ai	 b; (m mod)

c =dtmg, , gj e Z
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Korolarioa 

azbtc (m mod)	 a c b (m mod)

Frogapena:

ambtc (m mod)
a - c b (m mod)

c c (m mod)

5.- Kongruentzia baten edozein atali Cgairijmoduluaren multiplo bat

gehi,tu edo kendu ahal zaio, hots: p s (4«	 6 t, 4.4 A./ 40*/) V/441

Frogepene
i a	 b (m mod)

a b	 k m (m mod)	 k Z
0	 km (m mod)

6.- m modulu batekiko bi kongruentzia atalez atal biderkatu ahal

diraj hau da:

a b (m mod)
Ll --•	 ac=bd(mmod)

c = d (m mod)

Frogapena;

a = b t ra q j , q,e
a c = bdtm (qi dtq j bt	 m)

= d t m qt ;.q;,e Z

q=q1 dtqh b-pq, q, m	 = bdtmq,q&Z--.

a c	 b d (m mod)

1. Korolarioa 
"'"

a) b„. (m mod)	 i = 1,	 n	 7T a; = // b; (m mod)

b) a	 b (m mod) -4 a	
b.7/
 (m mod)

c) a	 b (m mod)--> a k	 b k (m mod)

Frogapena:

a) eta b) kasuak indukzioz errez froga daitezke eta c) kasua bereha-

akoa da.

7.- Kongruentzia baten ktal biak moduluarekin primua den zatitzaile

batez zatikatu ahal dira, hau da:

ak	 bk(mmod)n (k,m) =	 asb(mmod)

Frogapena:

a k	 b k (mmod) .-. m/ak

ra / a - b	 a = b (m mod)	 (m,k) = 1
("A.i
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MODULUARI DAGOZKION KONGRUENTZIEN PROPIETATEAK

1 - Kongruentzia baten atal biak eta modulua faktore positibo berdin h;

tez biderkatu ahal dira, hots:

a s b (m mod)	 ak Ebk (mk mod) , k ->

Frogapena:

a b (m mod)	 a = I) tmq,q‘	 ak=bkfmqk,	 0-.

- akEbk (mk mod)

2 - Kongruentzia baten atal biak eta modulua zatitzaile positibo berdial

batez zatikatu ahal dira, halegia:

a k	 b k (mk mod) --b a	 b (m mod)

Frogapena:

a k = bk (mkmod)	 ak	 bkfmkg,

- = bmq ,q4Z •-s a 3 b(mmod)

3 - Bi zenbaki m modulu batekiko kongruenteak badira,orduan moduluaren

edozein zatitzailearekiko kongruenteak dira, halegia:

a E b (m mod) n d / m 	 a s b (d mod)

Frogapena;

asb (m mod)	 m/a-b	 d/m	 a=b (d mo,,

4 - a s b (m mod)	 d / (a , m)	 d / b

Frogapena:

a	 b (m mOd)	 a =btmq,c/dZ–.b=a-mt	 d/

Ondorioa:

a 2 b ( m mod)	 (a , m ) = (b , m )

5 - a	 b (m ,; mod) i=1, ...,	 b (m mod), non

M = 1M 1, 	  m.] baita (multiplo komunetako txikien)

Frogapena:

a	 b	 mod)	 i = 1,	 n	 m; / a - b i = 1,	 n

- m / a - b non m =1-m, ,	 baita	 a E b (m mod)

Korolarioa

Biz m = m,„	 m. non ( m;, mi ) = 1 V	 j. Orduan:

a = b (m mod) kongruentzia eta a s b (m i mod) i = 1,	 n kon-

gruentzien sistema baliokideak dira.

Frogapena:

frn j ,	 )	 =	 i ,j	 , ..., m ") =	 .47),	 ,

OHARRA - Korolario honen bidez kongruentzia bat kongruentzien sistema ba-

ten deskonposatu ahal da, non sistemako kongruentzien moduluak emandako

kongruentziarena baino ttikiagoak baitira.

Aurrerago ikusiko denez a s b (m mod) kongruentzia enianik,

non m p
a

=  moduluaren faktore primuen deskonposaketa baita, kon-

gruentzien ondoko sisteman deskonposatzen da:

a	 b ( p, mod)

a = b ( D	 mnr11
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n...DULU BATEKIKO HONDAR KLASEN ERHAZTUNA 

Kontsidera dezagun Z multzoa eta m E Z, m.) 0 modulu bat.

,agun Zn Rm ondoko erlazio hau:

a Rmb H a "*.• b (m mod)

ruentziei buruz betetzen diren lehengo hiru propietateak kontsidera-

Rm baliokidetasun erlazio bat dugu; beraz partiketa honek Z / Rm za-

Bidur multzo bat .

Z / Rm = Zm idatzi ohi da.

,,atidur multzoaren klase bakoitza banan banan kongruenteak diren ele-

:uetaz esetzen da. Klase bakoitzean ordezkari bat hautatuko dugu.

Z
m
 ren klase bat, hau da a E Zm

utzu dira a klasearen elementuakg

- , mq+r O‘rc m	 r (m mod) —+ a =

kiasearen elementu guztiak edukitzeko q zenbakiak Z ren balio guztiak

behar ditu.

sz klase bakoitzean elementuak kopura infinituan daude. Klase bakoi-

b?..ren elementu guztiak m zenbakiaz zatikatuz hondar bera ematen dute.

klaseen kopurua m - 1 da, zeren Z n zatidur multzoan hondar posi-

leak 0, 1,	 m - 1 baitira. Honelatan ba: Z = lo, 1, 	 m -m 

Klase bakoitzaren elementuak hondarrak deitzen dira eta Z m m moduluarekiko

bonar klasean multzoa.

n ERAGIKETAK 

zm n ondoko eragiketak definituko ditugu:

Batuketa	 V ,T)	 Zm	 +1; =a+ b

Biderkaketa	 TD E Z m	 . b = a. b

baliokidetasun erlazioa biderkaketa eta batuketarekin kompatiblea da.

7euen ondoko propietate.hauk betetzen baitziren•

a	 b ( m mod)

a + c	 b + d (m mod ) A	 (m mod)c	 d (m mod)

=ez gainera definituriko batuketa eta kenketa ondo definiturik daude.

klase bakoitzaren edozein elementu harturik emaitza ez baita aldatzen
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1. T2.0R=A - Z
m
 hondar klaseen multzoa, definituriko batuketa eta bi-

derkaketarekin erhaztun trukakor bat da, unitate elementuarekin.

Frogacena•

a) ( Zm, 4- ) talde trukagor bat da.

b) ( Z
n
, . ) erditalde trukakora da eta unitate elementua du.

c) Biderkaketarekiko batuketaren propietate banakorra betetzen da.

Hiru puntu hauk errez froga daitezke.

2. TEOR3MA - m zenbaki konposatua bada, orduan Z m zeroaren zatitzai-

leak ditu.

Frogapena:

Biz m konposatua m = ml .m2 non mi› 1, m2 1 baitird.

	

ml	0 (m mod)	 --
.=fr mi o A m

2	m
2	0
	 )mmod)

Baina,	 mi . m2	m2 = m=	 ml, m2 Zm multzoan zeroren

zatitzaileak dira.

3. T2ORJ£.MA - p primua bada, Zp multzoak ez du zeroaren zatitzailerik

eta kasu honetan Z integritate erhaztuna da.

FrogaPena

Bira a, b a Z , non a	 5	 baitira.

A 6, S A	 a	 0 (p mod), b	 0 (p mod)

a	 p ?( b	 P;>( a.b

a b	 0 (p mod)	 a b A	 -.... H.5	 0

Beraz Z multzoak ez du zeroaren zatitzailerik.
p
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HONDARREN SISTEMA OSOA

z
m	m - 1(1' eraztunean, har dezagun kla-

se bakoitzetik ordezkari bat: xo ,	 xm 1 .	 xo,	 xm

multzoari m-moduluarekiko hondarren sistema osoa deitzen zaio. Klase

bakoitzetik elementu bana hartu dugunez, 	 x0,	 xm	 multzoaren

elementu guztiak inkongruenteak izango dira. Klase bakoitzak elementuak

kopuru infinituan ditu; beraz, hondarren sistema beteak kopuru infini-

tuan har ditzakegu. Gehien erabiltzen direnak hauk dira:

a) Hondarren sistema bete minimo ez-negatiboa: sistema

hau osatzeko, klase bakoitzetik ordezkari txikien ez-negatiboa hartzen

da.

b) Hondarren sistema bete minimo absolutua: Klase bakoi-

tzetik balio absolutuan txikien den elementua ordezkaritzat hartuz osa-

tzen da.

AdibideZ: a) Zm eraztunean: 1) 0, 1, ..., m -

b) Z
m
 eraztunean: m delakoa bakoitia bada, on-

-
doko sistema hau dugu:	

m 
2 

1 
'' 

-1, 0, 1,...,
2

m
Sistema honetan	 2	 4- 1 elementu daude

2 1

m delakoa bikoitia bada, ondoko sistema hauetariko bat dukegu:

	

-	 4- 1, ..., -1, 0, 1, ...,

	

edo),	 ,..., -1, 0, 1, ...,	 - 1 Ç-

Teorema. ( a , m ) = 1 bada, x-ek m moduluarekiko hondarren sistema be-

te baten baliok hartzen dituenean, orduan b E Z, a x 1 b forma linea-

lak, m moduluarekiko hondarren sistema bete baten baliok hartzen dits.

Hondarren sistema osoa -1' ""	 (
1) izanik, forma linealaren ba-

lioaXondoko hauk dira:

c 	 1	 b, 	
	

b /	 (9)



Frogapena:

Hipotesiz,	 xm direlakoak bata bestearekiko inkongruentziak

(m mod) i k j.

Dakusagun, (2) delako hondarren sistema betea dela. Hau

frogatzeko, ikus dezagun, (2) sistemako elementuak binan-binan inkon-

gruenteak direla. Absurdura eramanez, suposa dezagun (2) sistemako ele-

mentu bi kongruenteak direla, hau da, 3 i,j m axi 1 b = axi 4 b

(m mod), halabeharrez axi = ax j (m mod). Nola ( a , m ) = 1 den, or-

duan xi = xj (m mod) eta hau hipotesiaren aurka doa. Beraz, (2) sis-

temako elementuak bata bestearekiko inkongruenteak dira, eta honela, hon-

darren sistema bete bat osatzen dute.

HONDARRES SISTBMA LABURTUA

Z
m
 = ,?b, I,	 m - 1Ç eraztunean har dezagun klase

bat

Dakigunez, a, b e	 a b (m mod)

Beste alde batetik, hauxe dugu: a = b (m mod)	 (a, m) =

(b,m), orduan klase bateko elementu bat m-rekin primua bada, klase ho-

rretako elBmentu guztiak ere moduluarekin primuak izango dira.

Har ditzagun orain Z
m
 eraztunean m moduluarekiko primuak

diren elementuen klaseak. Adibidez 	 m - 1.

Horretariko klase bakoitzetik ordezkari bat hartuz,

xl ,	 osatzen da, eta multzo honi hondarren sistema

laburtua esaten zaio. Orain, te(m) zer den ikusiko dugu. y2(m) zenbaki

bat da, eta beraren elementu guztiak m-rekin primuak direneko klasean

kopurua adierazten du.

Orain arte ikusitakoarekin, t.(2(m) hondarrek)hondarren sis-

tema laburtua osatzen dutela esan dezakegu, basta besteakiko inkongruen-
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teak izanik:

X. 4. X (M mod) hoh	 (xi , n) = 1

Ap(m) -ri, Euler-en funtzioa esaten zaio.

y(m) -ri, k zenbakien kopurua ere esaten zaio, non ( k,m = 1 eta

k < m baitira.

Adibidez:	 (49 ( 2 ) = 1

(,( 3 ) = 2

t.e ( 8 )	 = 4

	

Definizioz:	 ) = 1

EULER -EN FUNTZIOAREN PROPIETATE MULTIPLIKATIBOA

Teorema. Euler-en	 funtziaak ondoko propietate hoak betetzen ditu:

i) (1) = 1

ii) ( m,n ) = 1	 (m)	 (n) = (e (mn)

Frogap-Sfla:

i) definizioz betetzen da.

ii) Biz ( m,n) = 1. Idatz dezagun, 1 eta mn artean dauden zenbaki guz-

tiak

1,	 2, 	 	 k,

	

m 4 1, m + 2, ..., m 4 k,	 , 2m

	

2m 4 1, 2m4 2, ..., 2m4 k,	 3m

(n - 1)m 4 1, (n - 1)m 4 2, ..., ( n-1)m 4k, 	 nm

nm-rekin primuak diren zenbakien kopurua, le(m n) da.

Lerro bakoitzak hondarren sistema bete bat adierazten du.

Lehenengo lerroan y(m) zenbaki ditugu m-rekin primuak izanik.

Bigarren lerroan 	

n-garren 1=0Rn 	  
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Suposa dezagun ( k,m ) = 1 dela eta har dezagun k zutabea. K zutabeko

elementu guztiak m moduluarekiko kongruenteak dira. Hipotesiz, ( k,m) =

= 1 da; orduan, zutabe honetako elementu guztiak m-rekin primuak dira,

eta beren elementuak m-rekin primuak dituztenak, denetara 1((m) zuta-

be direla esan dezakegu.

Dakusugun, zutabe bakoitzak zenbat elementu dituen m-rekin

primuak. Har dezagun k zutabea

k, m 4 k,	 ( n-l)m 4 k

Hauek ditugu: .111x 4 k f ; x = 0 (1)m - 1	 ( m,n ) = 1

1 o,	 n -	 multzoak m moduluarekiko hondarren sistema oso bat

betetzen du. x-ek multzo horretako baloreak harturik, ./mx 4	 x =

= 0(1)n - 1 hondarren sistema betea osatzen du.

Orduan, zutabe bakoitzak n-rekin primuak diren zenbakiak,

te(n) kopuruan ditu.

Dakusagun, zenbat enbakik betetzen duten ondoko baldintza:

( k,m ) = ( k,n ) = 1

Zenbaki hauen kopurua,	 (p(m). Se) (n) = V(mn) da.

Korolarioa

Biz m =	 m -ten deskonposaketa kanonikoa; orduan

(m) = Tr (p	 )	 (1) dateke.

Frogapena: Induzioz egiten dd,

Har dezagun p , p primua. izanik. Zta orain, ço(p ) kal-

kulatu nahi dugu.

Har ditzagun 1 eta D artean dauden zenbakiak.

Hauetariko zenbat dira p -rekin primuak? p -rekin primuak direnak,

p -rekin ere primuak izango dira. Orduan, Zenbat multiplo ditu p-ek?

•14 -

w-,
Ikusten dugunez D -ek, p	 multiplo ditu.

Lehengo galderari erantzuna emateko, 1 eta p artean



dauden zenbakien kopuruari, p-ren multiploen kopurua kendu behar zaio,

	

«/N	 0(-eta geratzen dena	 (p ) da. Beraz,	 kp )= P - P

Korolarioa

p delako primua bada,	 ‘to (p) = p - 1 da

Beste formula bat agertzen zaigu, lehengo korolarioa kontutan harturik

(m) = n	 =	 (p".4 -	 n
1

p°."'(	 - 1/pi)=
i=1	 i=1 1	 i=1

i 1 ( 1 - 1/ . )
= 

	

'...S 12) =	 ig	 (1 - 1 .
m	 i=1	 /P1)

Adibidea: (49 (24) = (9(2 3 • 3) = (2 3 - 2 2 ) (3 - 1) = 8

1, 5, 7, 11, 13, 17, 19,23.

Teorema. Biz ( a,m ) = 1. x-ek m moduluarekiko hondarren sistema la-

burtu baten balioak hartzen dituenean, orduan ax forma linealak m mo-

duluarekiko hondarren sistema laburtu baten balioak hartzen ditu.

Hondarren sistema laburtua	 xl,	 , h = 1/4='(m)

izanik, forma linealaren balioak ondoko hauk dira:

Frogapena:i)axi 4ax.(m mod). Suposa dezagun, ax. 4/Ja ax (m mod)
J	 J.	 j

(	
xi a x

j 
(m mod).	 xl, ..., xlj delakoa hondarren siste-

a,m)=1	 i 

ma laburtua izanik, lortuko ondorioa hipotesiaren aurka doa; orduan,

ax. , ax. (m mod).

ii) Zenbat balio hartzen ditu ax forma linealak ? h = x(m)

= 1	 i = 1(1)h

ax. m	 Ifx	 = 11,	 (a,m)=1

EULER -EN TEOREMA. Biz m > 1 modulo bat eta biz (a,m) = 1. Orduan,

a ='(m) 1 (m mod).	 (1)

Frogapena: Suposa dezagun 	 x = V-- - J n1	 (2) hondarren siste-

ma laburtu minimo ez-negatibo bat dela.

Aurreko teoremak dioenez,

ax =	 . ak,A	 (3)	 hondarren sistema laburtu



bat da.

Bira
	

f"	 (4) beraren hondar minimo ez-nesatiboak.
a

'	

(m mod)

 (5)

(m mod)

(2) eta (4) expresioetan zenbakiak berdinak dira

r
,., fh	 (6)

(5) -sistemako kongruentziak biderkatuz, zera dugu:

a	 -	 —	 (m mod)	 (7)

Baina	 ) = 1 dela kontutan harturik eta (7)-ren

a
h
 e 1 (m mod)	 h =	 (m)

a (e(m) = L (m mod)	 f.n.s.e.

1. Korolarioa

(ermat-en Teorema).- Biz p delakoa zenbaki primu - bat eta a	 (a,p) =1

Orduan a
p-1

e 1—(p. mod) dateke.

'.2rogapena: p primua bada, (('(p) = p - 1 dela dakisu eta ;Tiler -en teo-

D-1
rema kontutan harturik: a 4'(p)	 5- 1 (p mod)

2. Korolarioa

Biz p primua. Ordilan: aP	 a (p mod)	 Va

Frogapena: i) ( a,p ) = 1	 aP-1 = 1 (p
m

od)	 ar e a (p mod)

ii)	 plaP	 -a	 aP	 a(p mod)

3. Korolarioa

Biz p primua. Orduan

( hl 4 ... 1 hn )-
	

J. hp	p rio ;-;	 ih,. jInE

..r'rogapena: Bigarren korolariotik, zera

	

... 1 hn )-	 hi 4 ... 4 h 	 (p mod). 2ta sainera
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Beraz . hi 4 ... 4 hP = h
1 

4 • ... 4 h
n
	(p mod),

eta kongruentzien propietate transitiboa aplikatuz

( hl 4 ... 4 hn ) P = 1111). 4 ... 4 hiP1 ( p mod) f.n.g.1.

MODULUAREKIKO PRIMUAK DIREN HONDARREN TALDE MULTIPLIKATIBOA

har dezagun Z
m =
	 m - 1Ç non m > 0 baita.

Dakigunez, (Z, 4, .) delakoa eraztun bat da.m 

Har dezagun orain R
m =
	 m - 1 multzoa, non

bere elementuak m moduluarekiko ptlmuak baitira, hots:

Rm ---s ( a,m ) = 1

Teorema.
m
 multzoa talde abeliar multiplikatiboa da.

Frogapena: i) hira 	 e Rm	a b	 Rm ?

a b ..a b E -Rm	( ab, M ) • = 1. Dakigunez, ( ab, 	 =1

ii) ( a. 5 )-c =.	 ( b	 g, b,c G Rm
, b 6 R

m

T. a = --a	 Rm eta T. E Rm .ze ( 1,m ) = 1

iv) 1^Rm	a-1 = 1 -V 5. e- Rm

Suposa dezagun a E R
m
 dela; benaz, ( a,m ) = 1. Euler -en teorema

aplikatu,	 a (e(.1:a) = 1 (m mod)
Km) - 1

a . a	 .= 1 (m mod)

—	 te(ra) - 1	
—	 -1	 Y(m)-1

a . a	 = 1	 _-->: a	 = a

( a
Y(m) - 1

, m ) = 1	 --6e	 ( a,m ) = 1

v) V g.,b e R	 1a :, = b :, bistakoa da.m 

Teorema. Biz	 m = p primua. Zp gorputz abeliarra da.

Progapena:	 i) Z	 eraztun trukaXor unitarioa, zeroren zatitzailerik

gabekoa da

ii) R	 =	 p - 1	 ;	 Le(p) = p - 1, talde

multiplikatiboa da.

Beraz	 Z	 gorputz abeliarra da 	 f.n.g.l.
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Teorema. ( Gauss-en Formula )

(r) = n	 V n >

5111-
Frogapena: Har dezagun	 N = 11, 2, ..., 1.ij multzoa.

N-ren elementuen kopurua, INI= n da.

Nd = ,( mi	 1 Çm .f. n A ( m,n ) =	 (1)

adierazten dugu.

Bistakoa denez	 Nd = N (2) da.

N d
	an

	

n Nd =	 kontutan	 anharturik, eta di A d 2 izanik, orduan,
l 2

	

= Z !N	 (3)
din	 d

Dakusagun,	 Hd	 balioa zein den.

Biz	 m E Nd	( m,n ) = d	 3 =	 eta (mi ,n1 ) = 1 (4)
n = nid

ni = a (finkoa da ).

Nd-ren elementu guztiak d-ren multiploak dira: m = mid ; orduan, Nd

d, 2d, 3d,	 elepentuek osotzen dute, eta esan dugunez, (mi ,n1 )=1 da

Beraz, Nd =	 mi d	 (mi, ni ) =1, 15 mi 5 ni =

Orduan, argi dagoenez, \NJ = Ce(ni) da.

Beraz,	 Nd	=	 (111) =	 Y(-1.1)	 (6).

Eta (3)-formulatik, zera ateratzen dugu.

n -	 441i (7)

= n/d adieraziz eta d zenbakiall►filzatitzaile bat dela kontutan har-

turik orduan, 6 ere n-ren zatitzailea da. Eta (7) formula, ondoko eran

gelditzen zaigu:

n	

=	

(8) f.n.g.l.

Ádibidea: 	 n = 43 = 2' . 3

Zenbat.zatitzaile ditusu ?	 (48) = ).2 = 10

Zeintzu dira 48-ren zatitzaileak ?.endokoak, prezeski:

3,, z1, 6,	 ,11,16241/7
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Orein ti(1),(4, (2), 	 ,(p(48) kalkuletu behar ditugu.

q)(1). 1,y(2). 14 (3). 2,(e(4)i. 2, g5).	 4,g7(12). 4,r(16).

to(24). 8, re(48)= 16.

Orduarre (1), 4.0(2) 	 4r(48). 48. n	 f..rr.g.1.
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IV. GAIA

INKOGNITA BATEKO KONGRUENTZIAK

1. Oinharrizko ezaqupenak 

Inkognita bateko kongruentziak aztertzerakoan, f(x);.-70 (m mod) (1)

non f(x) 
= ,oxn+aixn-14. 	  +an , m>0 baitira erako kongruentzia

algebraikoak kontsideratuko ditugu.

6,40 (m mod) bada, n zenbakiari kongruentziaren grudua deitzen zaio.

an :E0 (m mod) bada, biz	 eti60 (m Mod) baldintza betetzen duen zenbaki

oso positiborik txikiena, orduan k.:Ingruentziaren gradua n–j zenbckia

dbteke.

f(x0 ).:0 (m mod) badc, x, kongruentz aren soluzio bat da.

(1) kongruentzia betetzen duten x en Lalio guztiak aurkitzea, kongruen-

tzia hori iskatzea da.

x, (I) kongruentziaren soluzio bat bada, x 0 rekin m moduluarekiko kon-

gruenteak diren x guztiak	 (m mod).]	 (I) kongruentziaren soluzi–

oak dir, eta zenbaki hauen klasea soluziotzat kontsidaratzen da.

m mourau be'Lekiko, hundarl'en ondeko m klase hauk existitzen Uira:

0, 1, 	  ,m-1. Beraz, (1) kongruentziak gehienez m suluzio onhartuko

ditu.

Dakusgun	 baten hidez, nola as'etu ahal den (I) er,ko kongruen-

tzia bat:

Biz x3-2x2+3=0 ($ mod) .ongruentzia. Kesu hunetan f(x) = x3-2x24.3

Kongr1.1,ntzia hunen soluzio pJcible euztLic: 0, 1, 2, 	 Ikus

dezagun hauet.riko zeintzu diren benetako soluzioak:

f(0) =	 (5 mod)	 fU) = 140 15 mod)

f(1) 20	 mod)	 f(4) = 35-E0 (5 mod)

f(2) = 31E0 (5 mod)

Beraz, kongruentzia nnen soluzio bck...rfa x.-7.4 (5 mod) da

m edo n zenbakiak handiak djren kasuotan metodo hau ez da erabilgarria,

zeren (3ragiketa askoren benarra baitu, et:a hemen datza kongruentzien

askSKSISraku teoria orokor baten beh,,rra.



2. Lehen oraduko konpruentziak 

ax*b:E0 (m mod) (2) erako k ,3ngruentziei, non a,b<EZ, a	 0,

eta mya baitira, lehen graduko kungruentziak deitzen zaie.

Azter dezagun kongruentzia hauen soluzi3en kopurua.

1. Teorema 

a) (a,m)	 1 bada, (2) kongruentziak soluzio bakarra du.

b) (a,m) = d> 1 bada, (2) kongruentziak m moduluarekikc, soluziorik onhar-

tzen du baldin ata soilik baldin d/b bada, eta kasu honetan kongruentzia

honek m moduluarekiko d soluzio ditu.

Fropapene 

a) x i m moduluarekiko hondar–sistems oso bat korrespondi erazten badip-

gu,	 forma lineaJak m moduluarekiko hondar–sistema oso baten ba-

lioak hartzen ditu. Beraz, existitzen da x, bakar bat non ax„*. b .:E0 (m mod)

baita	 xo hau (2) kongruentziaren soluzi, bakarra izango da. Hau da:

(m mod) (2) kongruentziaren suluzioa da.

b) (a,m) = d >1 da. Beruz a = ald (41E) non (a l ,m 1 ) = 1

ax4 b	 (m mod) kongruentzia,	 (m mod) moduan idatziz eta

kontsiderbtuz, (2) kongruentzlak sJluzioa badu, halabeharrez d/b izan

beharko

Orain froga dezagun d/b baL,a, (2) kongruentziak soluzioa onhartzen duela.

d/b bbda	 b = bid.

Orduan (2) ondoko eran idatz daiteke:

aidx-k.bld :EU (mid mod) (7-=>	 (mi mod) (3)

(2) eta (1 konoruentzik baliokideak dirb, zeren soluzio berdinak baiti-

tuzte.

a) kasue kontsideratuz i (3) kongruentzik woduluarekiko soluzio bakarra

du. Biz so]uzio hori	 (mi mod), (2) ota (3) kongruentziak balioki-

deak direnez, (2) kongruentziaren soluzioak berdinak dira; baina (3) kon-

gruentziaren soluzioak m moduluarekiko oran idatzi behar dira.

(3) kongruentziaren soluzioak ondoko hauk dira, x = xo *.m it , t .ez

	  - E<o + ( d_ijmj , 	 	 2.1 , 	 	 +(d_i) m). , 	

Orain soluzio hauen artean zenbat diren m moduluarekiko inkongruenteak

ikusi behar da.

t 0,	 d-1 denean, zenbaki horik m moduluarekiko inkongruenteak

m =
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dira, zeren 0 C.eLk	 denean xo +kmi n x0 +	 ( m mod) balitz,

t)	 (m mod) izango litzateke eta hau absurUua da zeren

(k t ) mi <m baita.

HoneJatan ba,	 t (m mod)	 t = 0, 1,	 , d ._ 1	 (2) kongruen-

tziak dituen d soluzioak dira.

a.x	 (rn mod) (2) kone •uentziaren askaketa 

Aurreko teoremLren bi dez bauekigu (2) kongruentzlaren SOJ uzinen ko-

)drua zein den. Dakusagun orain kongruentzia hori askatzeko bide bat. He-

men ikusiku dugun bidean Euler-en teoren,::„z 	 garu.

Kontsidera dezacrun (:;,1) kongruentzia non (a.,m) = 1

(a,m) =	 izanik, a m moduluarekiko hondar-sistema osoaren elernentu

•e€,t da, beraz existizen 	 Z non a •et	 (m mod) baita.

Urduan a. a".	 a '13 (m
,

t	
a	 (if, mod)

a'52 1 (n mcd)

Huu da, (2) konoruentzia aska Lzeko aski da a' hori • ,urkitzaa. a hori

aurkitzeko Euler-en teurem.,	 iko dugu: teo •ema horren bidez

d'e(m) "r--- 1 (m mod	 a'f(m)-1. a	 1 (rn mod)	 e	 al›(m)-1 (m mod).

"redua

clzagun	 x-_-,131 (51 rnp	kon&xuentzia.

(1,51) = 1

Urdu, n: x-7:2 41'•31 (51 mod

41' = 41
'(‘51)-1 (51 mod)

-e (51) = Y(17	 ,-se(17) f(3) = 1C, 2 = 52

41-	 4131 (51 mod)

41	 (51 . n od)	 =41" -":(---1::r1 (51 mod)

1031 -7= -5 (51 mod)	 41- E+5 (1 mou) . Bera:

x	 (51 mod)	 x-f-2 (51	 da kongruer.tziaren soluzioa ,

Ilak,u;acun orain (2) kongruentziaren ask, ketc ren kasu berezi bat, hau da:

m = p zenbaki primu bat deneko kasua.

1. Proposizioa 

Biz k•x	 (p mod) kongruehtzia, non p X k balta. Kongruentzia honen

So uzioa ondoku hau
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x 1£(-1) k-1 1b

Freff -enu

8iz xo = (-1)"-1 J,.. br ' 1P	 .r,
(_ij i,-1	 P (P-1 ) (P-2)	 (n-k 1)

Ordu.n: x, =

	

	 b --=-)
p kl

k-1	 (r-1)(P-1 	 (p-k 1)7k . x = (-1)	 	  I) -:-0	 —
(k-1)!

,==(_1 )k-1 	(-1)1-2)...	 (k-1)	 ,
	  b F. b (p mod) --:--:>

(K-1)!

r:0 	 mod	 soluzio	 t

3. Lehen	 kLn:,runntien 

dezugun lehen graduko kdngruuntzien oddhlso sistema

hau:	
al x=b1 (mi mod)

(1)	 .........

a s x Eb s (ms mod)

Kongrunntzia guzti hauk betetzen duen zent-ki bat sistema honen soluzio

but da.

Lehengo eta behin kongruentzia hauk banen-banan askutzen dira, gero

guztiei degozkien soluzioak kontsineratuz.

Gistema hünen kongruffltziaren batek soluziorik ez badu, sistemE. hau

ez-bterakoia dela esaten ne.

(1) sisteren kongruntzia	 soluzio bakLr •a dutem3an, (1) sis-

temn	 onnoko sistow hau baliakinek dird:

(mi mad)

xfixs (ms mod)

nonx_xi (mi mod) i = 1,...,s , ai x:bi (mi mod) kongruentziaren

soluzioa baits.

(1) sistemaren kungruntzia balek, lehenen6oe adibidez,	 suluzio onhar-

tznn baditu, (1)	 ondoko kongruentzien d sistemekin baliokidea da:



Xld (mi wd)

	

x = x	 (m mod)

	

— 2	 2

x = x11 (m1 m")

x	 x2 (m2 mod)

(m mod) (m mod)x

'11' x12' 	  xidi

di soluzioak izanik.

al x"r--= bi (mi mod) kongrueotziaren

48

Modu beroah- (1) sistemren komruentzio bakoitz.l< 	 (mi mud)

di soluzio onhartzen dituenean, (2) sisteme konorl.E.u.tzien di 	 ds

sistemekin baliokidea de. Honele izanik, 	 eratako sistemak noLu as-

katzen diren ikusiko Üugu.

b) Modulu guztik binufl Oin.n brimuok dituzton siotemeei buruz tenree

hau dugu:

2. Teorome (Hond=en txinoter tooromo) 

Demaun (2) konrunntijon	 Lot, etuuu us sozoLn	 = 1

dolb,

Uiz m = mi 	 ms	 "1 M1 - 	 = msMs

Sira M	 mi Îr,:d1,juarLLi,.0 M. ron inbortsok, 1-1tu Oo:

-• 	77. 1	 m,,d)	 i = 1, , ..,S

Urdu,. (2) jui u ron soluzio bokerra xexo (m mod) kon(:ruent:zi:=H

, nun xo = MiMÍxl 	 + Ms%xs baita

>‹ 	 )	 soluzio orokorra dela eson ohi da,

existitzen dira, zeren	 1,...,s (mi ,Mi ) = 1 , eta

j mi /M i baitira.

Li L,s-jun (2) sistema eta x ..7.Exo (m mod) kongruentzia boliAcidEak direla,

• soluzio berdinak dituztela.

mi moduluurekiko zera dugu:

MŠ M;xo	(mi mod)x = M1M1x1+ 	

mi/mj

8urez (2) sistwraren kongruic.ntzia bakoitze. xE xo (mi mod) kongruentziorekin

ordezkatu ehal da.

Hcnela ba, (2) sistema eta xExo (mi mod) i =	 (3) sistema ba-

linkideak

1,1
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Baina (3) sistema eta x=x, (m mod) kongruentzia baliokideak dira.

Beraz x c xo (m mod) (2) sistemaren soluzio bakarra da.

Eredua

Aska dezagun ondoko sistema hau:

x:=.1 1 (4 mod)

x3E3 (5 mod)

x =:7772 (7 mod)

Aurreko teorema erabiliz, zera dugu:

(4,5) = (5,7) = (4,7) = 1

ml = 4, m2 = 5, m3 = 7

m = 4•5•7 = 140

M1 = 5•7 = 35, M2 = 4.7 = 28, M3 = 4•5 = 20

Bila dezeoun MÍ,	 M; .

35	 1 (4 mod) =-•.->Mj	 3 (4 tnod)

1412—,:.--.1	 rnod)	 z= 2 (J mod)

20 M 7.:1 (7 mod)	 -77; 6 (7 mod)

Beraz eml . ndako sistemoren soluziO orokorra ondoko hau da:

x';+=-	 4.35.3 x1 -28 . 2 x2 -* 20-6 x3 (140 mod)o 

x0 7--2_, 35.3 . 1 --42h•2.3 4- 20.:_•2 (1L1:

x0 '.5 105 • 16$ •-}. 240 	 513 (140 mod)

xo	93 (140 mod)

c) ModuTu guztiuk ;Jinan binn primuak 3Z dituzten kengruentzion 

(ms mod)

konuruentzien sisteffla non fflodulduk ez baitira binan binan primuuk,

h,u da: (mi ,m i ) = dij "?.% 1.

Biz M =	
	 'ms]	 131 
	 pc.IS M ren fuktore prim etango

deskonposaketa.

Azter dezagun (1) sistemuren askaketa.

3. Teorema 

(1) sisteulak soluzioa du baldin eta soilik baldinx i xj (dij mod)

1,....,s	 kongruentziak betetzen budira.

KontbLdF.,ra dezugun	 x ---Lx ]. (mi mod){
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3aldintza hauk betetzen direnean (1) sistemren soluzio bakerra

x".f. xo (M mod) konoruentziaren bidez ew.ten du non M = fml,....,ms]

eta x
o
 (1) sistemaren soluzio arbitrario ba bF:itira.

El2WW2W.
Suposa dezagun (1) sistemak soluzina onhuxtzen duela eta biz x soluzioo 

bat. Orduan, zera betetzen da:

xo Exi (mi mod)

x, =xs (ms mod)

Hau da:	 x ---5.xi (mi mod)	
i	 j

x "E-. x i (m i mod)

etu nola d. /m	 dij/mj	 don,	 (dij nod) dukeou.

Honel,z; bohLrrezko buldintza fn.,gtuu dugu.

DukusGun oruin nahiko der, Opldintza:

Bu;Jos cezuL;un x j_ Exj (dij mod)	 Vi = 1,....,s

x:..!x"(m m.d)	 =	 . cik 44. buito	 -Jndo

k3n,xdonL:zia sisten:fl daskonpo-ntzen da:

x"(q1 /3' mod)

--.:--. x'(uk f/x mod)

(1) sistemaren kongruentzia bakoitza kon[Tuentzi. primari3etuko siste;71

butez ordezkatuko dugu. Urduan beti existituko dira1:)

I 

x'a xi ( . mid)

x .-.7..:x j ( o d'/ mod) (2)

moetz3.ko kongruef;tzia bi non i ¥ j ,p6 oc , dij -;) 1 baitira.

Bire p/mi , eta p/mj ; suposa dezagun p . c dela.

(2) sistearen bigurren konruuntzia gainczkoa dula frogatuko uugu.

Hipotesis xi -:.L. x j (dij mod) kondruentzia botetzen,da.

/3 —zeren p°'/mi baita eta orduan: a ls/m	 -='-') /S/mi/c13.,3 ,p	
j	

PI
 /5.,04

Beraz, xi e:x j (r) mod).

Honelatan ba (2) kongruentzian sistema eta x--.Exi (p°' moc:)

(

	

1 3)x 58x
i (

p r' mod)

sistema baliokidea. dirL.

Gainera (3) sistemu eta x"-=.xj. (13°( mod) konoruuntzia ere buliokideuk dira,

Beraz, (2) sistemuren biw ../ren kongruuntzi.,: lw_i_nezkoa da.
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d,
Ele., c z (1) sistem. etb x -.. xii (p3. - mod)

(4)

x= x. (13"motij
- in n

siEternL e,-.1iokideek dir• non x

	

il'	 'xin 6 1x1' 	 ,xs	 baita eta

xik k = 1,...,n hauetariko butzu berdinak izan daitezke.

(4j sistemaren modulu guztiak binan binan primuak dira, beraz aurreko

te,,rema kontsidlwatuz x"...: xo (M mod) (1) sistemaren soluzio bat da.

Eredua

Aska dezagun x:=7 (15 mod)

x:=2 (35 mod)

x ,-.216 (63 mod)	 kongruentzien sistema.

Kasu hoHetan:

d12 = (15,35) = 5, d13 = (15,63) = 3 , d23 = (35,63) = 7

eta:

7 :=2 2(5 mad), 7 -= 15 (3 mod) , 2	 16 (7 mod).

Honela aurreko teoremuren baldintzak betetzen dira, eta emandako sistemak

soluzioa du.

Deskonposa dezagun kongruentzia bakoitza kongruentzia primarioetako sis-

tema batetan:

(3 mod)	 x--s4,2 (5 mod) • 	 x .a16 (7 mod)

x-25.7 (5 mod)	 x	 (7 mod)	 x Z-E16 (32 mod)

Teoreman egiten den arabera, gainezko kongruentziak kenduz sistema hau

gelditzen da:	 '2!2 (5 mod)

x3F-", 2 (7 mod)

x =5-16 (32 mod)

eta sistemu honetan moduluak binan binan primuak dira.

Orain sistema hau aurreko ereduaren sistema bezalakoa da, eta askatzeko

bertan erabili den metodoa erubili behar da.

4. p modulu primu batekiko edozein oraduko konqruentziak

Sail honetan p >2 dela suposatuko dugu, zeren p = 2 kasua aztertzea

berehalakoa baitdu:

Hemen f(x)	 0 (p mod) (1) erako kongruentziak, non ai EZ,	 0 (pmodl,

= aoxn + aixn-1p primu eta f(x)	 	 i-an baitira, aztergai izan-

go dira. Eta modulu primu batekiko kongruentzia algebraikoak Hmitzen dira.



Era honetako kongruentziei buruz ondoko teorema batzu ikus daitezke.

4. Teorema 

(1) erako kongruentzia bat, gradua hertsiki p baino txikiago duen kon-

gruentzia Eagebraiko batekin baliokidea da.

Frociapena 

(1) kongruentziaren gradua n, p baino txikiagoa balitz frogatuta legoke.

Suposa dezagun n p dela.

f (x) polinomioa xp – x gaiaz zatituz zera dugu:

f(x) = (xP – x)•0(x)+R(x) non grad R(x)C. p baita.

Orduan (1) kongruentzia honela idatz dezakegu:

(xP – x) . 61(x)	 R(x)	 0 (p mod)

Fermat–en teoremak xP x (p mod) dela esaten du, beraz xP – x	 (p mod)

eta honela:	 R (x)	 0 (p mod) eta (1) kongruentzia baliokideak dira

grad R (x)	 p izanik.

Ohaft.Elk 

a) p modulu primu batekiko kongruentzia algebraiko bat askatu behar de-

nean, koefiziente bakoitza hondar mimimo absolutuaz edo hondar minimo ez

negatiboaz ordezkatzea oso komenigarria izaten da.

b) kongruentziaren gradua guttitzeko, halaber 4. teorema momomio bakoi-

tzean aplikatzea ere komenigarria da. Adibidez:

f (x) = xs ,	 s	 izanik.

xs 	xs–P .(xP – x) + xs–P 1

4s 

xs– (P-1 ) (p mod)
xP–x 0 (p mod)

s–(p-1)?.•- p bada, berdintsu egiten da berriz ere.

Suposa dezagun	 k (p-1)+ r , 0 6 r p-1 dela. Kasu honetan,

XS	 xS-(P-1) == xS-2 (P-1 ) =.	 xs–k(p-1) = xr (p m0p)

Hau da: s	 r (p-1 mod) bada, xs 	 xr (p mod) dateke.

Eredua

Dakusagun 87• x:=.1+ 24. x28 –10 x8 +3 x – 1 7-=- 0 (7 mod) kongruentzia.
Hemen p = 7 da.

87	 3(7 mod), 24 3(7 mod), –10	 –3 (7 mod)

Orduan, emandako kongruentzia eta ondokoa baliokideak dira:

3 . x31+ 3 x25 _ 3 x8 + 3 x – 1 0 (7 mod)

31= 1(6 mod), 25	 1 (6 mod), 8	 2(6 rnod).
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Beraz emandako kongruentzia eta ondokoa baliokideak dira:

3 x+3 x - 3.x2 + 3 x - 1 Tit- 0 (7 mod)

-3 x2 4. 9 x - 1 -f:E- 0 (7 mod) <==>

	 	 -3 x2 + 2 x - 1 ..-"="Z- 0 (7 mod)

Kongruentzia honek ez du soluziorik, zeren ez baita betetzen 0, 11, t2,

t3 x en balioentzat. Beraz, emandako kongruentziak ere ez du soluziorik.

5. Teorema 

(1)	 f(x) = anxn + an	 (p mod)

(1) kongruentziak n soluzio baino gehiago baditu, orduan f(x) en koefi-

ziente guztiak p ren multiploak dirateke.

Froqapena 

Eman dezagun (1) kongruentziak xo , 	 ,xn n4-1 soluzio dituela, haL

da f(xk ) to-E 0 (p mod),	 k - 0, 	 ,n eta xi	xj (p mod) lti	 j

dira.

Idatz dezagun f(x) Newton-en formul8.ren bidez, hau da:

	

f (x) = anxn + an-lx1.1-1 	  +ao =

= bn ix-xj. (x-xl ) 	 (x-xn-1)-4-

A- bn_•(x-x0) 	 (x-xn-2)

bi .(x-xo )	 bo

an bn

an-1 = bn-1+ b n.
(2)

an-2 bn-2 + bn-1

ao =	
#13n	

baitira.

Beraz:

f(x0 )	 bo	 0 (p mod)

f(xl )	 bi(xl-*0.)	 0 (p mod)=>	 0 (p mod) zeren p)(xl-xo

f(x2 )	 b2(x2-x0)•(x2-x1)	 (p mod)

b2	0 (p mod) zeren p)(x2xo eta p)(X2-xl

r(xn ) = bn-(xn-x0) 	 (xn-xn-1)	 (p mod)

bn	 0 (p mod)

Honelatan ba, bi guztiak p ren multiploak dira eta (2) erlazioak kontsi-

deratuz, ai f(x) en koefiziente guztiak ere p ren multiploak dira.

non
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1. Korolarioc (Lagracie-ren teoremal

n-1
anxn	 -t- 	 A.ao c G (p moa) non p primu eta n2. 1. baite,

n Jra.duko kongruontzia algebraiko bat, p mooulu;...rekika n soluzio desber,-

din gehienoz onhartzen ditu.

Fropapena.

Absurdura eramanez eta 5. teorema erabiliz, berez dario.

2. Korolarioe (Wilson-en teorerna) 

p zPnbaki primu guztientzat ondoko kongruntzia hau betetzen da:

( p - 1 )L 4-1 f.E. 0 (p mod)

Fropapena 

p = 2 kasurako teorema berehalakoa da.

Froga dezagun p >2 den kusurEko:

Kontsidera dezegun	 (x-1)(x-2) , 	  (x-p 4,1) - (x13-1 -1)	 0 (p mod) (3)

kongruentzia. Kongruntzia honen gradue p-2 da.

Fermat-en teoremaren bidezx p-1 1 (p mod)	 x = 1,2, 	  ,p-1

kon6ruantziak ditugu. Beraz x = 1,2,....,p-1 zenbakiak O kongruen-

tziaren p-1 soluzio desberdinak dira, eta 5. teoremaren bidez kongruen-

tzia honsn koHrizionte outiuk p ren multiploak 	 Bereziki gai inde-

pendente	 3 p ren multiploa izango da. Hau

(-1)P-1•1•2 	  (p-1)+1	 0 (p mod)	 ===>
p bakoitia

1-2 ....	 (p-1) 1	 0 (p mod)

0 (p mod)

Eredu

p = 7 primua da. Beraz, kongruentzia hau Cugu:

61 t 1	 (7 mod) 4.,===7	 721 ==.0 (7 mOd)

Oharra 

[ -JkusaA:un p zenba.ki konposutua bada, ez dela horregutik betetzon M.lson-en

tc:oremb:

p konposLtua izanik, p ren zatitzaile primu minimo bat q existitzeH da-

Hau	 qfp	 eta 14O(.P.

1/p	 q/(p-1)! eta Wilson-en teorema beteko balitz halabehr ez q/1

eta hau absurdua da.

Honele ba, Wilson-on teorema zenbuki •rimuen karakterizapen bat aela
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kontsid= dEzakeuu.

5. Modulu konpostu batekiko edozein oraduko kongruentziak 

E3iz f (x)	 0 (m mod) (1), non f(x) = a nxn + 	 +ao , ai EZ,

eta m zenbaki konpos:_tu bat baitira. Kongruentzia hau m modulu konpo-

satu batekiko n graduko kongruentzia algebraikoa deitaen da,

6,,Teorema 

a) m = £'11' 	
 ,ms] bada, orduan f(x) -.7z 0(m mad) kongruentzia,

f(x) =.2 0 (m i mad)

f(x) E 0 (ms mod)	 kongruentzien sistemerekin baIiakiaa tiLtLk.

b) (mi ,m j ) = 1 bada, ( m - mi 	ms ) eta T1 , 	 ,Ts zenbakiek (2)

sistemerEn koncruentzia bakoitzeko soluziaen kopurua adierazten badu n.e,

orduan T - T1 	Ts zenbakiak (1) kongruentziaren soluzioen kapurua

c:dicrazten du.

FrogepL.na 

u) (1) kongruntzia betetzen bada f(x) m ren multiplo bat cibteke, beraz

mi ,. ....,ms zenb,kici, multiploa ere zuren m = [mi,.....,ms] baite, eta

han,li (2) kongru:ntzien sistema betetzen da.

A].L'arL.ntzizko =azonLmendue Lre berdintsua da.

b) Bir. xil,.

xs1'."'"xsTs

f(x)	 o	 mod)

zenbekiak    

f(x)	 0 (ms mod)	 kongruentzien seluzioak errespektiboki.

(mi ,m j ) = 1 denez, (2) sistemaren soluzio bakarra

x	 xo = MiMÍxl + 	 +Ms114;x5 (m mod)

izango da, non xi	 0 (mi mod) i= 1,....,s kongruentziaren

soluzia

Beraz (1) kangruentziaren soluzio guztiak x i bakoitzari xii,....,xiTi

Ti balio cruztiak korrespodi eraziz lortzen dira.

HorwlaU1 ba, (1) konnruentziaren soluzioen kopurua T =

tVar&: da,
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f(x)	 0 (p;(5 mod)	 kongruentzien sistema bLliokideak dira.

i - f(x)=. 0 (pi mod) kongruentziaren soluzioen 1Tpurua

Ti bada, f(x) ,̂==. 0 (m mod) kongruentAaren soluzioen kopurua T = j1:71. Ti

dateke.

Modulu primario batekiko koncruentzien askapena 

Aztor ditzagun hemen, (1) f(x):7-= 0 (u 'm mod) erako kongruentziak, non p

primua baita.
Suposa dezagun (1) kongruentziuk soluzioren hat onhartzen duela eta biz
x horietariko soluzio bet, hau da f(x 0 ) ,z.E 0	 mod)o 
Orduan zera ikusten da: f(x)	 (p't mod) kongruentziaren edozein
zio,	 0 (p mod) kongruentzieren soluzio bat da.
Honela izanik (1) komoruentziaren soluzioak aurkitzeko, ondoko peusu
hauk senitzen dira:

1) f(x)	 0 (p mod ) konuruentziren soluzioak aurkitzen dira.

2) f(x)	 0 (p mod) k 41gruentziEren soluzioen artean, f(x) 	 0 (p2 mod)

kongruentziaren soliizioak aukeratzen dira .
Prozesu hau bukatzerakoen (1) kongruentzLren soluzio guztiak edukiko
tugu .
7. Teorema 
Biz xo , f(x)	 konnruentziaren soluzio bat non ot >1 eta p

primua baitira.
f'(x0 )	 0 (p mod) bada, orduun x -7f2x0 (13 `4-1 mod) hondar klasean

f(x)-7-. 0 (p .1 mod) kongruentziaren soluzio bakar bat existitzen da.
Frocjapena 
Teorema. honen frugapena hasi aurretik, ohar gaitezen pe"-1 moduluarekiko
hondar klase batetan p klase exaktuki daudela.
Eman dezaoun teoremLren hipetsiak b2tetzen direla eta kontsidera deza-
gun x-mx, (p's-1 mod) klasearen elementuak: x = 	 , t EZ .

Zenbaki hauk	 0 (p .& mod) kongruentziaren soluzioak dira. Dakusagun

t ren zeintuz baliorentzat betetzen dengondoko kongruentzia hau:

Ondorioa 

	

.‘5	 .f(x) --Ef. 0 (m mod) erako kongruentziak mon m = p:I <' 	 ps	 Laita

etaf(x) :-:--. 0 (pi"mod)

{
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f(xo + p°(-1 t)	 0 (13« moul)•

f n oraduk .J polinomiJ bat bada, polinomio hau Taylor-en bidez xo pun-

tuan t rekiko be.rreduretan bilak,,tuz zera dugu:

f(x0)	 p
ot-1 

t	 f'"(x AX-1) t2 + 	 n)r	 n(of-1) 
tnf lx0 j.p	 t

2!	 n!

0 (p4 mod)	 (3)

2 > 1 -=> 2 (.< – 1) ?„ ot , beraz:

P2 (0( -1) 	  , Pn («-1) E.E. 0 (p°4mod)

OrduLx: 3) kongrue,ntzia hunela gelditzen da:

f"(x0):13*(-1 t == -f(x0 ) (p« mod)

Eta x f(x)=..E. 0 W4-1 mod) kongruentziaren soluzio bat denez zera dugu:
o

0-1/f.,(,0),t,p -1 , p«-1/_f(x0)	 0-1/pw

	

=.) f . (x0 ). t	 .4()(,) (p 
mod)
	

(4)
p -1

Azken kJngruentzia hau lineala da eta nola hipotesiz f'(x,)¥ 0 (p-ao)

den ==;> (f'(x0 ),p) = 1 eta halabeharrez (4) kongruentziak t 7:ito (p mod)

soluzio bak,rra du. Hau da: t = to +	 tiEZ

t ren	 hau x = x0 + !3° -1 t ekuazioan ordezkatuz, zera dugu:

x = xot p°4-1(t+p•t.) = (x0 + pN-1 to ) 4- p"f t' p"it' , t'E Z

Beraz, x = xl + p «.t- , t'd; Z , p« moduluarekiko hondarren klase heu:

x x/ (p mod) adieraZten du.

1. Korolarioa 

Biz xo f(x= ):7-£. 0 (p mod) kongruentziaren soluzio bat; f'(x0 )	 0 (p mod)

baldintza betetzen bada, orduan xmx, ( mod) klasean	 (p4-3mod)

V01 >1 kongruentziaren soluzio bakar bat dukegu.

F11-1222LI

Aurreka teorema	 0 (p*t mod) kongruentziari aplikatuz: x x, (p mod).

hondv.ren klasean	 0 (p z mod) kongruentziaren soluzio bakar bat dago.

Behin eta berriro aipatutako teorema hau aplikatuz, 	 xo (p mod) kla-

sean f(x)E. 0 (pe4 mod) kongruentziaren soluzio bakar bat dukegu.

8. Teorema 

Biz x, f(x)!! 0 (0-1 mod) kongruentziaren soluzio bat eta suposa deza-

gun f'(xo ) Ef. 0 (p mod) dela. Orduan:
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a) f (xo) ",a,' 0 (p.4 mod) bada, x	 xo (pc4-1 mod) hondar klasearen zenbaki

guztiak f (x)	 0 (px mod) (6) kongruentziaren soluzioak dirateke, eta

f (x)	 0 (p mod) kongruentziaren p soluzio dukegu.

b) f (xo )	 0 (pa‘ mod) bada, x "&". xo (pc.1-1 mod) klasean ez dago

f (x) s 0 (p x mod) kongruentziaren soluzio bat ere ez.

Frogapena

Eman dezagun teoremaren hipotesiak betetzen direle eta bila ditzagun

x	 xo (p°1-1 mod) (5) klasean f (x) ::+2 0 (ife mod) kongruentziaren soluzioak.

(5) klasearen zenbakiak x = xo +	 t	 dira.

(6) kongruen Lzian ordezkatuz, eta aurreko teoreman bezala eginez (6) kon-

gruentzia honela idatz dez-kegu:

f . (x0).t= - f (xo)  (p mod) (7)
-1

a kasua:

f (x0 ) -7E 0 (p*t mod) .._, p /f (xo ) -=/  f (xo)	 eta teJremaren hipote-
-1

P

siaz f - (x0 ) -= 0 (p mod) dugunez, (7) kongruentzia Vt e Z betetzen da.

Beraz, V t eZ f (x) ::::-= 0 (p'4 mod) kongruentziaren soluzio bat existi-

tzen da.

b kasua:

f (xo)	 0 (p°‘ mod) --=.> p ''' X f (x0 ) =5. f (xo ) --..-,.- 0 (p mod) eta honela

(7) kongruentzia bakarrik betetzen da t = 0 den kasurako. Beraz,

x --2, xo (p`4"-.1 mod) klasean ez dago f (x) ----= 0 (p'x mdd) kongruentzic_ ren

soluziorik.

Eredua•

Azter dezagun f (x) = x3 +. 2 x t 2 0 (125 mod) kongru

125 = 5
3 

oa, boraz:

Lehenengo, x3 -'r 2- x	 "==- 0(5 mod) kongruentzi, ren scluzioak aurkitu

beh, r cdra.

5 modulu rekiko hondarren sistema 0,	 t2 hartuz, x3 + 2 -x + 2 0(5 mod)

kongruentziuren soluzioak x 1, -2 (5 mod) dira.

Orain x3 4- 2 x 2 0(52 mod) kongruentziaren soluzioak aurkitu

behar dira.

f ' (x)	 3. x2 + 2
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f (1) = 5 r.r.": 0 (5 mod) eta f (1) 77.-. 0 (52 mod), berez 8. teorema erabiliz

x 1 (5 mod) klase,an ez dago x3+ 2• x+2 (52 mod) kongruentziaren

soluziorik. Ordw,n klase horretan ez dago ere x3 2 x + 2 H 0(53 mod)

kongruentziaren soluziorik.

fj(-2) = 12 + 2 0(5 mod). Orduan 7. teorema aplikatuz x E -2 (5 mod)
klasean 0(52 mod) eta f(x)%.--"- 0(53 mod) kongruentzien soluzio

bat dago,

x -2 (5 rnod) klasearen zenbakiak ondoko erakoak dira:

x = -2 + 5 t, t Z.

f (x) = f( -2 I. 5 t) = (-2 + 5 t)3 + 2(-2 + 5 t) + 2 ez> 0 (52 mod) =')

70 t - 10 ZE 0(52 mod)

14 t - 2 -= 0 (5 mo d)

-t "E. 2 (5 mod)

t	 -2 (5 mod)

Boraz, t = -2 + 5 t", Vt"E Z eta x = -2 +5 t berdintzetan t ren balio

hori ordozkatuz:

x = -2 + 5 (-2 	 5 t") = -12 i- 52 t",	 Z	 x	 (52 mod),

f (x)	 0 (52 mod) kongruentziaren soluzio	 t da.

5 olu io h..uen artean bila ditzagun f(x) r.'"E 0 (53 mod) kongruentziaren

soluz.ioak.

f(>.)	 0 (52 mod) kongru,nt iaren soluzioak aurkitzeko egin den beza-

laxe eginoz, f (x)	 0 (53 .nod) kon ,gruentziaren soluzioa

x	 -12 (53 mod) da.
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3IGAREN GRADUKO KONGRUENTZIAK

1.- Modulu nrimu batekiko bigarren graduko kongruentziak

f(x) = 0 (o mod) bigarren graduko kongruentzia bada, orduan

f(x) = ax 2-krbx .4c 	 eta	 (a,p) = 1 dira.

Suaosa dezagun o>. 2 dela, o = 2 balioarentzat ez baita zailta-

sunik azaltzen.

u > 2 eta o orimua.,-)o bakoitia da.

Gainera , ondokoa dugu	 4af(x)	 (2ax4b)2-1.-- 4ac-b2

u zenbakia , f(x) = 0 (o mod) kongruentziaren soluzio izango

da,baldin eta soilik baldin

2au}b = v (o mod) bada,

non v, v
2 

= b
2
44ac kongruentziaren soluzio baita.

Gainera, (2a,o) = 1 suoosatzen badugu,v soluzio bakoitzarentzat

existitzen da u bat eta hat, 2au4-b v (o mod) kongruen-

tziaren souzio dona.

9eraz, bigarren graduko kongruentziaren askaketlren arazoa,

x
2
	a (D mod)

erako kongruentziaren ask;ketarec eraman dezakegu.

8aldin x n	a (m mod) kongruentzia hadugu,non n > 1 baita,

orduan, n. graduko kongruentzia binomikoa duqula esamgo dunu.

Lehenik, m = o kasurako, kongruentzia binomik p ai buruzko

teorema oDneral hatzu azaldukn ditugL, nero n = 2 kasua sakDn-

kiago aztertzera iragaitako.

2erreka dur hondarrak

1 Definizioa

eald , nxn a ( p mod) delako kongruentziak soluzioa badu,or-

duan 3 ,0 moduluarzkiko n-o:irren hondarra dela diogu.

2 iefinizion

Izan bitez m r zonbnki osoa et3 a adozein zenbakioso, zei-

nentzat	 (a,m)_1 dan. I7an hedi h,	 a
h
	1( m mod) hetetzen
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duten zenbaki oso g ositiboetariko txikiena.

Orduan a, m moduluareKiko n berretzailekoa da 2 esang g denu.

Kontutan izaten badugu lehenago ikuiriKo Euler-e g teoreme-

gatik a
Sb(m) 

1 (m mod) dugula,zera esan de7akequ:

V a e Z	 (a,m) w. 1	 h.c 4) (m) , non a, m moduluareki-

ko h berretzailekaa den.

t1)(m)	 r	 /..zh	 i3ini7,arduan,

h 7 0, a
h
F__•1 (m mod) betet 7 en duen 7enbaki txj:Kiana i7nnik,

halabeharrez r = Q izan behar dela ikusten dugu.

Hemondik, berehala irtetzen da lehen nrngietatea.

1 Teorema

a zenbakia,m moduluarekiko h berret7ailekoe bada,orduan

m /9(m) gertatzen da.

Gainora,	 ak da,baldin	 soiliK haldin	 h/ j-k bad3.

Froganena.-

Suoosa dezagun j 7 k d la (Best3la ere, berdin frogateke ge-

nuke)

(a,m) = 1	 ak(m mod) eta	 1(m mod) ,balinkideak

dira. Bera7, h zenhakiaren definizi g a kontuan harturik, h/ j-k

izan behar da.

2 Teorema

a zenbakia, m moduluarekiko h berretzailekna b3da,orduan ak,

h/(h,k) berretzeile g a da m moduluarekiko.

Frogapen,a.-

Aurreko teoremaren arauera, (ak ) j -, 1 (m mod) da,baldin eta SQ1-

lik haldin	 h/ kj bada.

Baina hÃkj	 b.s.b. h
	 /	 k

hada.

(h,k) /	 (h,k)

Beraz, h/ kj h.s.b.	 / j bada.

(h,k)

Ondori07,(a
k

)
j
 1 (m mod) betet7en duten j	 7.3n ki osoeta-

riko tXikienn, j - 	 	 da
(h,k)
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3 Definizioa

a, m moduluarekiko p ( m ) berretzailekoa bada, orduan, a zenoa-

kia m moduluarekiko erro primitiboa dela esango dugu.

3 Teorema

p zenbakia primua bada,orduan p moduluarekiko 9b(p-1) erro ori-

mitibo existitzen dira.

Erro primitiboak dituzten zenbaki bakarrak,ondokoak dira:

o
e
	2o

e
 , 2 ,4 (p zenbakia orimu bakoitia i-

zanik).

Frogapena.-

Edozein a , 1	 4 D-1 izanik , h/ p-1 betetzen duen h berre-

tzaileren batena da,p moduluarekiko.

a zenbakia h berretzailekoa bada,orduan (a ) = 1 (p mod)
k

Eta 1, a , a
2
, a

h-1 
desberdinak dira p moduluarekiko.

Ba dakigu,n. graduko kongruentzia batek ezin duela n soluzio

baino gehiago edukir modulua zenbaki primu bat delarik.

Beraz, 1, a , a 2 ,...,ah	 x
h
 1 (p mod) kongruentziaren solu-

zio quztiak dira.

2 Teorema aalikatuz,zenbaki horietariko 91.)(h) , p moduluarekiko

h berretzailekoak dira,Besteak berretzaile txikiagotakoak dira.

h berretzailekoa den edozein zenbaki oso a ere, x F.1 1 (p mod)

kongruentziaren soluzio da.

Beraz, h/D-1 betetzen duen h bakoitzarontzat,p moduluarekiko

h borretzailekoak diren eta 1	 ao-1 batetzen duten(P(h)

zenbaki oso a egongo dira,edo ez da bat ere egango.

Denota dezagún	 (h) sinbolonrekin,h berretzailekoak diren a

zenbaki osoen koDurua.

Orduan,	 (h)	 CP(h) izango da, h/n-1 betetzen duen h bakoi-

`.zarentzat, eta

2ij(h) = 13-
h/p-1

Baina 21‘4)( h) = p-1 denez,
h/0-1
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( Y (h) -	 (h)) = o
p(h)	 n.1) (h)	 h m h/o-1

eta 41(h) 4 	 (h)	 h	 h/-1

Partikularki,	 (;b, (o-1) = 1U (o-1) > C.

Honekin,teoremaren lehnn partea frogaturik golditzan da.

Erraz ikusten denez,n 72 denean, 1$(n) bakoitia da.

f K
Defini dezagun	 m= 2 -1:11. p i

e
i	 (pi zenhaki p -imu desber-

dinak izanik ; f•	 ,	 0,	 1)

Baldin (a,m)=1 bada,orduan,

e )	 (m/D 
e
1)

a	 i i = 1 (p
1

e
1 mod) eta	 1	 1(m/p

e
l'mod)

ditugu.

Suposa dezagun orain k 	 2 edo f	 2 sirnla.

Orduan,	 (piel) eta � (m/p i e l) bikoitiak dira eta beraz,

a.4£5b(P l e i ).	 (rn/Ple1)= 1 ( e l mod)
P 1 "	 0(7eM b(m/P1e) 1(m)

a=k()(piel)- � (m/p i e l ) 1 (m/p l e l mod)

Suoosa dezagun m zenbakiak erro Drimitibo h,=t duela : g.

Orduan:	 gk (m mod), b.s.b.	 (C))(m) mbd) bada.

Bereziki:g i	1 (m mod),b.s.b.	 (m)/j b3d3.

g'g2"'"g
4)(m)	 multzoa, m modu1.uarekiko honLar-sistema la-

burtua da. Beraz,(a,m) = 1 betetzen duen edo7ein zenbaki a o-

sorentzat,g
i
 bat eta hakarrik bat existitzen da,ondokp pro p ie-

tatearekin:

g s a (m mod)

Frogapena.-

Teorema honen lehon p art p a,1 Tonr	 n k3s b p rPzi bat baino

ez da. 1 Teorama an1ikatuz, g,g
2
,...,g 

43,	
Datentziak,m mo-

duluarekiko binka inkongruenteak dir[31a ondorinzta deaakegu.

Beraz,Beraz,m moduluarekiko hondar-sistnn p laburtua osatzen

dute.

m= D e l m/D 21
1	 1

Honekin zera ikusten dugu;,Erro primitibnak eduki ditzakeen

m bakarrak, o e , 2p e , 2 eta 4 direla (p zenbaki nrimu bakoitia

izanik).

4 Teorema
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5 Teorema

Baldin p zenbaki nrimua eta (a,p) = 1 badira,orduan:

a(0-1)/(n,1-1)
= 1 (p mod) bada,x

n a (p mod) kongruentziak

(n,p-1) soluzio_ ditu.

a
(o-1)/(n,o-1)

1 (p mod) bada,x n E a (p mod) kongruentziak

du soluziorik.

Froganena,-

Ioin dezaqun b=(n,p-1)

x
n
 a (o mod) kongruentziak u soluzioa badu,orduan:

a
o-l/b	 n(o-1)/b	 (o-1)/(9)

E u	 m u	 E 1 (p mod) izango da.

Beraz, a(o-1)/b 1 (p mod) den kasuan, x n E e(p mod) kongrueb-

tziak ezin dezake soluziorik eduki.

Aitzitlk,sunosa dezagun orain, 
a(p-1)/b= 

1 (p mod) dela;

4 Teorema eta 3 Teorema kontutan harturik, 3 p moduluarekiko
g erro orimitiboa eta 3 j berretzailea,non

a (o mod) baita.

Honela, g
j(o-1)/b	 (p-1)/b,s

E a	 1 (p mod).

Orduan ,4 Teorama aolikatuz,

j(o-1)/b E 0 (p4mod) dugu.	 b/j

Jakina da halaber,xn E a (p mod) kongruentziaren edozein solu-

zio,g zenbakiaren berredura gisara idatz daitekeela;adibidez,gY.

Beraz, x s a (o mod) kongruentziaren x soluzioak,existitzen

badira, g Yn e g i (p mod) kongruentziaren y soluzioekin korres-

nondentzian daude.

Azken kongruentziak,1 Teoremaren arauera,soluzioak izango ditu,

b.s.b. yn E j (p-1 mod) kongruentzliak soluzioak baditu.

b/j	 yn a j (p-1 mod) kongruentziak soluzioak ditu.

Zehazkiago esanez, (n,p-1) soluzio ditu.

Beraz, x n E a (n mod) kongruentziak ere (n,p-1) soluzio ditu.

Korolarioa

Baldin o delakoa zenbaki primua bada,eta (a,o)wl,orduan:
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Jaldin a (P-I)/2.= 1 (p mod) bada,ordu2n	 a (o mod)

hruentziak soluzio bi ditu.

aldin 
a(o-1)/2	

(p mod) bada, orduan, x
2

w a (p mod) kon-

gruentziak ez du soluzinrik.

Frohaoana.-

Fermat-en teorema aolikatuz,

(a
(13-1)/2

-1)(a
(n-1)/2

+1) a ar)-1 - 1 a 0 (p mod)

Hortik, a
(0-1)/2

E.-±1 (p mod) izan behar dela ateratzen duou.

Hondar koadratikoak . Legendre-ren sinboloa

Definizioa

(a,m)=1 betetzen duen edozein zenbaki a,m moduluarekiko hondar

kpadratikoa dela esanoo dugu,,x 2 = a (m mod) kongruentziak so-

luziorik badu.

X
2
 a (m mod) kongruentziak ez badu soluziortik,a, m moduluare-

kiko ez-hondar koadratikoa dela esango dugu.

Kontsidera dezagun orain ondoko kongruentzia:

x
2
= a (p mod) ,(a,p) = 1 (p,zenbaki orimua izanik)

Ikus ditzagun kongruentzia honekiko zenbait erresultatu :

A) a, o moduluarekiko hondar koadratikoa bada,orduan

x
2
-a a(p mod) kongruentziak soluzio hi ditu.

Frogaoena.-

Bistakoa da, definizioa eta aurreko korolario2 kontutan izanik.

B) p moduluarekiko hondar-sistema 12bur'tuak, P
2
1 hondar koa-

dratiko eta  P;I 	 ez-hondar koadratiko ditu.Lehenengoak,

2

1
2
, 2

2
	zenbakiekin kongruente dira.

Frogapena.-

Jakina;o moduluarekiko hnndar-sistema laburtuaren hondarretarik,

p1	 p1
,...,-2,-1,1,2,...,	 (hondar-sistema laburtua)

2	 2

zenbakien karratuarekin kongruenteak direnak(hau da, 12,22,...,

(p;1)
2

zenbakiekih kongruente direnak) eta berak bakarrik

zango dira hondar kJadratikoak.
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2

Bestalde, 1
2
,2

2
,..., —2--( 9-1)	 ez dira kongruenteak o moduluare-

kiko.
?

Sunosa dezagun aitzitik, k - = 1 (o mnd) dala, 0‘ kz	 2-2-2--

Orduan, x
2
. 1

2 
( p mod) konqruentziak lau soluzio litLzke:

x= 1,-1, k,-k,

Hau,A) sailean azaldurikoaren aurka doa eta beraz, ezinazkoa da.

C) a zenhaki osoa, o moduluarekiko hondar koadratikaa bada,or-

duan ondokoa dugu:

a	 -1(p mod)

Froganena.-

Fermat-en teoremaren arauera, a
n-3

1 (n mod) da

Beraz
'	 (a

.(2-1)/2
- 1)(a

(2-1/2
+ 1)	 (a mod)

p/ 
(a(n-1)/2- 

1)(a	 +	 p/ (a	 - 1)	 (1)
(o-1)/2	 (n-.1)/2

o nrimua	 P/(a(9-1)/2+ 1)	 (2)

Eman dezaqun (1) eta (2) nertatzen direla:

n/ (a (n-1)/2_ 1)

3oraz, 
a(p-1)/2E 

1 (o mod) ala a
(9-1)/2	

(o mod) ,baina ez

biok.

Insta1de, edozein hordar knadratikok,	 kon2ruentz1a be-

tatzen du, x-en batentzat:

a.z x
2
(n mnd)

(9-1)/2
Beraz,	 a	 -£ 1 (p mod) ere betetzen du ,zeren a'-

a
(p-1)/2	

(x
2

)
(n-1

)
/2	

x
n-	

() 2nd.)

flainera, hondar knadratikoek,k2naruantzi2 hoh2h sn'uzn

	

ah2rtzan dituzte, kon2ruontzia 
n-1
	 grdukaa d2no-,

ezin haitu	 n21 soluziotik gora eduki.

:Indorioz,ez-hondnr koadratikoek,	
a(o-1)/2	

mod) kongrueh-

tzia hat2 Hdharkn dute halahaharrez.

—) o/ a (9-1)/24. 
1 -(a

(n-1)/2
- 1) = 2

(n-1)/2
D/ ( a	 t 1)

Hori ezinezkoa denez, (1) ala(2) izango ditugu,baina ez bink

hatera.
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Legendre-ren sinboloa

Definizioa

p delakoa zenbaki primu bakoitia eta (a,p)=1 izanik,Legendre-ren

sinboloa (— a_\ , honela definitzen da:
\ P I

( a ) .	 1, a p moduluarekiko hondar koadratikoa badl

-1,a p moduluarekiko ez-hondar koadrat. bada

Oharra.- (2.--) honela irakurten da : a-ran p-rekiko sinboloa.
P

a,sinboloaren zenbakitzailea dela eta h,sinholoaren izendatzai-

lea dela esan ohi da.

Ondoren ikusiko ditugun orolietateak, sinbolo honen erabilera

praktikoa oosibilitatuko dute eta beraz, x 2 -i. a (o mod) kon-

gruentziaren askagarritasunaren orohlema knnpontzea.

6 Teorema

Baldin p zenbakia orimu bakoitia bada eta (a,o)=1=(b,p) b-da,

orduan:

(i) (2-) = a(P-1)/2(p mod)
P —

(ii)M'(11;7) =(r)
ab...1	 "a	 b

p	 ) =(r1).(-P-) •	 (4)

(iii) a	 b (o mod) 	 	 = U)

(iv)

f 2

1 	,	 = 1	 ,	
( T 1\ = (_1)(o-1)/2

Frogaoena.-

(i) Bistako2 de, C) saila kontutan harturik.

(ii) ( ab....1)z	 (ab...1)(P-1)/2(o mod)	
-1):?.,(P-1)/2

	

sa(n-1)/2b.(n-1)/2	 (n-1)/2 

(0 
mod)

(iii)Bistakoa da, zeren klase broko zenhakiak,guztiak dira

hondar koadratiko edo goztiak ez-hondar koadratiko.

(iv)	 (a	 ...2 (a\ (a_\=

lElstalde, 1	 1
2
kP

 
da. Beraz, 1 honda • koadratikoa da.Nahikoa da

orduan Legendre-ren sinboloaren definizioa beei-atzna,

	

= 1	 dela ondarioztatzeko .
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Azkenez, -1 =	
(o-1)/2

(-1)	 dela , (i) begiratuz ateratzen

d.gu, a =41 eginez.

Oharra.- Ikusiriko ornoietateak ao'j.katuz,

(

ab
2
)	 (a ) (b

2
)	 ( a )

P	 137(1.v)\ P

Hau da, Legendre-ren sinboloaren zenbakitzailean ager dai.ezkeen

karratuak,ez ditugu kontutan hartuko.

7 Teorema (Gauss-en Lema)

Izan bitez p zenbaki bakoitia eta (a,o)=1. Kontsidera ditzagun
(o-1)

a, 2a , 3a ,...,  2  a	 zenbaki osoak eta beren p moduluargkiko

hondar ez-negatibo txikienak. Hauetariko n, ÷baino haundiago

badira,orduan,	 (-1)n

Froqapena.-

Suoosa dezagun	 zenbakia bainn haundiago diren

hondarrak direla eta s i ,..,sk beste guztiak

s	 i,j	 i= 1,...,n	 j= I,...;ki 

r i # D	 i= i,...,n
o-1

Gainer , , n 4- k =
s.#0	 j= 1,...,k	 2

Bestalde,	 n-ri	 i= 1,...,n

o - r i	p -	 1,1,...,n	 j= 1,...,k

Gain g ra, p-r i # s i	j=1,...,k

Azken hau fronatzeko, su -J.sa dezagun n-r.=s. dela.
n-1	 1

F 
a	 1

S

li	
(1) r i ,s i hondarren definiziotik.

a1	 _.

p-L p - fa = s i = a	 p -	 a =	 a (p mod)

-j'a "±- S a (o mod)	 (	 )a ;.= 0 (o mod) --(7,7)_1

5- 41,	 0(o mod)	 (Ezinezkoa, (1) baldintzak ikosirik)

Beraz, o-r i , 0-r 2 ,...	 p-r n ,a l , s 2 ,...,s k	 ezberdinak dira

binan-binan,eta ondokoa betetzen dute:

1 5 p - r i < -7-	 i=1,...,n

i 5 s
j
	<	 -2_	 j=1,...,k

n + k -
n-1
2
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Honek esan nahi duena,zera da: halabeharrez,aioaturiko zenba-

kiak, 1	 ,o-1 zenbakiak izan behar direla,beste ordena-

ren baten beharbada.Biderkaketak trukatze-pro p ietatea duenez,

(p-ri)(p-r2)...(p-rn)sis2...sk = 1.2....

(-1.1)(-r2)...(-rn)sis2...sk	 p-1 (p mod)

(-1) n r
1
r
2
...r

n
s
1
s.s

k	
1.2... 31 (p mod)

Kontutan izanik ri,...,rn,s1,...,sk direlakoak nola defintu

ditugun,

(-1) n a.2a... 13 2 1 a	 1.2... P-1 (o mod)

(2,0) = (3,?)=...=(n-1 ,p) = 1

(...1)n.a(p-1)/2aa(n-1)/2 (a)
1 (o mod)

6(i) tma(.	
(o mod)

Gainera,nola	 1 eta -1	 1 ( p mod) den ,ondokoa duqu:

( 2-) = ( - 1) n	(fngl)

8 Teorema 

Baldin n zenbakia nrimu bakH_tia eta (a,2p) = 1 hadira,orduan :

FLL1	 2
( p -1)/8

ditugu.Q) = ( - 1) "" 1" n	 eta	 = (-1)

Frogaaena.-

Aurreko tenreman erabiliriko noThzioarokin jarraituko duqu.

r i ,s i	i=1,...,n	 j= 1,...,k	 ,

ja	 j= 1,..., 72	 direlakoak, n zenbakiar,,n artean zntitzerakoan

1nrtutiko hondar nnsitiboatarikn xikiannk dirn.

Zatikata hory-:en zatidurn, ci ,	 1, i 7 an 9n dn.ja

99,-.17 9 (a,'1 )w1 izanik,

?"1"	
ZJ.2..ic_

a	

r	Zja = .
L

>	
Ei 1	 1,

p • -=----,1	 4- L.	 , 4- 2.- s
,4=1.	 ..Y' ''-1— i	 `—''l

,	 1(..	 s,

2-_, j	 = L._._.'- 	('-r ) 4	 _ s.	 = nn - --7_ r . 4 -.L__ !,,,	 -n
r-- '1.	 "iL	 1	 1-Q-	 1	 i

S' t '	 S-%
Exnresin hion kandura,nndnn da:

	

i---1-	 ;:71.	 r,

( a - 1)	 i	 = 5.3 ( ?____ U-1 - n )	 - 2 2--- r

	

..'-' 11	
2

)'').-	 3 .	
jr,,_	 ;

Baina,	 -Z= j = 	
-1

Y.
8
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2 ,
ja

	

Beraz,	 (a-1)  P	 - n (2 mod)	 (1)

S"- P

Kasu bi bereiztuko ditugu:

a) a bakoitia bada,orduan (1) ondoko eran gelditzen zaigu :

	

n
P
	(2 mod)

J
b) a= 2 bada,(1) ondoko eran gelditzen da:

P 1
2
-	 2j	 oi

	

n - 	 (2 mod) ,( L-1= 0 ,1	 baita)
2

Orain, 7 Teorema aplikatuz,guztiz frogatua geldlbtzen da teo-

remn hau.

Elkarrekikotasun koadratikoa

9 Teorema

Baldin p,q zenbakiak bakoitiak badira,orduan:

(p-1)(q-1)

(--) .(-) = (-1) 2	 2
P

(Hondar koadratikoen elkarrekikotasun legea)

Frogapena.-
fjal

Dakigunez, ,2)= (-1) Y 1-P 2)

Ipin dezagun	 pi=eta qi - 
q1 o-1

Kontsidera ditzagun ,	 q= 1,2,..., 2	 bakoak
q-1

indenandienteki harturik lortzen diren p l q, zenbaki-bikoteak

qx	 oy	 Vx= 1,...,p 1	 4tly= 1,...,q1

Hau ikusteko, suoosa dezagun px = qy dela 	 	  py =	 .Hau

ezinezkoa da,zeren eta (p,q) = (y,q) = 1 	 (0	 y < q baita)

Beraz, p l o, = 51 + 52, egin dezakegu,non

5 1 , qx < py betetzen duten (x,y) bikoteen koourua eta

S 2	 PY	 qx	 ff	
1,	 ff	 f•	 ff

Bistakoa denez, S l , x a y betetzen duten bikoteen konurua da.

y jakin/ bakoitzarentzat,x-ek har ditzakeen balioak ondokoak

dira,beraz: x= 1,2,..., — y

(y 	 _Pq	
2	

denez, 113 - yi 
pl 

dugu)
q	 q 1 

Beraz,	 S
1 =
	 [42-

`1=1/-	 q
Era berean frogatzen da, S =	 x]	 dela.

2	 )‹.-,1 o

baitira
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Baina orduan, (2) expresioa kontutan izanik,

V...)= (-1) 5 1	 p ( 2.1) = (,1) 5 2	 dugu.

Orduan, V-)•(-1)= (-1) 5 1.(-1) S 2 = (-1)51" =(-1)131°12
q	 P

Oharra.- Azken teorema honek, 6 Teorema eta 8 Teoremaren bi

garren oartearekin batera,U)sinboloaren kalkulu praktikoa

zerbait errazten du.Ikus dezagui adibide bat.

1 Adibidea

(-46 21) )361 /.	 6 71 / 

60/2

(-I
=6T) (-1)	 2	 =	 1

61 -1

= (-1)	 2	 = -1

(61/3 )
(2/2)(60/2)	 (1

=	 (63- )	 ( - 1)	
=	 1

f_i) (6/2) (60/2) ,_ (5).67\,_1) (4/2 ) (6/2

61./ 7	 '	 7	 )"

Beraz,
(--164)	 =1

)4 2\(_1)24/0_1
/.

Kalkulu-bide hau ez da laburrena ,baina erabil daitezkeen nro-

pietateak hobeto azaltzeko hautatu dugu.

(-6412)
sinboloaren kalkuluFako biderik laburrena,ontiokoa da:

Ç
-42) Ç19	 ( 69 .\ 1 =(.F

.A4 - 1
61 = 61) = \. 19 j

2 Adibidea

Sinbolo honek,aplikapena du halaber beste oroblema moeta batetan;

Adibidea,aurki ditzagun 3 zenbakia hondar koadratikotzat du-

ten p zenbaki orimu bakoiti guztiak.

2	 ,
x E 3(p mod)

p-1 g-1

(4) = 1, p	 1 (3 mod) bada
o n

=	 )2
--	 =-1, p	 2 (3 mod)
3

o-1
(  )	 (3) (_.1) 2	 2= G1)(-1)	 2
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(-1)(p-1)/2
 

Beraz, -= I b.s.b.p.= 1(3 mod) eta p= 1 (4 mod):
o

3

lp=.2 (3 mod) eta p= 3 (4 mod)

Hau da,(,--)= 1 b.s.b. P= 1(12 mod) edo p= 11(12 mod) bada
P

3

(Azken hau, sistema biok askatuz lortzen da).

.

Jacobi-ren sinboloa

Legendre-ren sinboloaren kalkuluan arintasun haundiagoa lor-4

tzearren,Jaconi-ren sinboloa kontsideratzen da,Legendre-rena

baino generalagoa berau .

Definizioa

Izan bedi (P,Q) = 1, Q7 0, Q bakoitia ,non

= g l c1 2 — s
q	 delakoa,Q-ren faktore primuetango

deskonposaketa kanonikoa baita.

(q i -ak ez dira halabeharrez ezberdinak)

Orduan,(
Q
)Jacobi-ren sinboloa,honela dago definiturik:

ñ P

\Q	 qi)
) Legendre-ren sinboloa baita.

Q zenbakia primu bakoitia bada,Jacobi-ren sinboloa eta Legendre-

rena,berdinak dira.

Oharra.- Kontuz ibili behar da,sinbolo biak ez nahasteko,zeren

eta	 n
(=-) =	 1 bistakoa denez, baina:

:E1-\).= 1	 Q	

2

moduluarekiko hondar koadratikoa.

Adibidea: (9)= 1 baina xy_ 2(9
m

od) delako kongruentziak 87

du soluziorik.

a zenbakia, Q moduluarekiko hondar koadratikoa izango da.soi-

lik ondokoa gertatzen bada:

(a,Q) = 1 eta a, Q zatitzen duten p zenbaki primu guztiekiko

hondar koadratikoa bada.

1, P .= 11 (4 mod) bada	 (p= 4m-1)

-1 . p = 3 (4 mod) bada (p= 4m-3)

bada
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-1 bada, orduan a ezda Q moduluar g kiko bondar knadratikoa.

len g rldre-ran sinbolr-ar g o aronietateak orabilirik,nrdninatn hnr -

dintsuak ditugu Jacobi-rnn ninbolnarontat.

1P Tenrnm?

Suansa dar a nun	 , Q s zonbaki bakoiti nositibnak dirola nta

(PP;	 . 7 =1 dela. Prduan,

( i )( P	 ( P	 (	 )
\L")-7-)

(i) (P )(P'

)= 1
Q

(v)
P (Q ood) 	 P

(vi) (11 =1 y —2	(-1)(Q-1)/2	 (	 )

Fronanena.-

(i) P'stakoa da, iacnbi-ren sinbnloaren deFinizioa kontutan i-

zanik.

(ii) Bistakna da, definiioa eta 6 (ii) Teorema aplikatuz.

	

(	 1) =j
Q	 Q	 Q

p,p2	 13,\ /p2

(iv) 	

Q r- (i3J0 	 Q	 (5_)	 '	 ^-	 -2 ' ( ')	2 )	 )131]
iir

(v) P • = P (Q mod)

P'=P = n i .9....n s	 P•eta P-ran Çalutore

orimuotannn einsknrnnsnkea kanoniknak,dirg.

Q e l .n 2 ....n s Q-ren faktorn nri-atnnn drhrinnsketa k g

-noniknn di.

	

P = P•(Q ond)	 j P	 P•(n	 mnd)	 j - 1,...,s 	i 

P" (P

J	 J	
j= 1,...,s	 3eraz,

P' (P'	 P.\ P P

)fr, 

,n2_1

=(-1)	

\/8

''
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1/4,Q )	 lq

=ls=

(

(-1)	 (_1) (q i-1)/2 = (_1)	 J2

Q

Qaina a eta b zenhaki bakoitiak badira, zera dugu:

ab - 1	 (a-1	 b-1	 (a-1)(b-1)

	

Eta hemendik,	 a-1	 b-1	 ab-1
(2 mdd) dugu.

2	 2	 2

Azken herdirtza hau erreoikatuz lortzen duguna,zera da :

o 	 1 

=	 (:>=61- el ;	 =	 2	

( 2 mod)

Q-1
Eta horrela, I Q 1 .(-1) 2

2	 ,

T-1 (1/4

	

	 (--a -1)
( 1) - I -Hr--

. J	 qj

32r.fl a eta h zenbaki bakoitiak badira, orduan:

a
2
b
2
 - 1 

Ça2_,
b
2

1	 (a
2
-1)(b

2
-1)

+	 =	 	  = 0 (8 mod)

13` -1

8

2

(2 mad)

(-1)

Q-1

t
8

s 2	 i
=--

i

9-E-31-= (2 mod
n -14___

"_i•-•_.1•!--

3 5 2
(---)

Pi

.	 (-1)	 ... 1	 'O	 -..- 8. ilN''-
P,Q zenhaki bakaiti ons5Aihnak et, ,(P,n) = 1 b:adira,aduam:

P-1	 Q-1

(4-)	 = ( -4) 2 ' 2

Froganena.-

P = rl n.	 ,	 o.	 P eta Q-ren faktore orimuetango das-

konposaketa kanonikrak badira,crduar:

r	 1 a!..4 
(_PA	

q
1-1	 .	 n (q ; ). (-1)-1 2— • 2 =i	 n 

r-LL.
f:

a .-1	 -1

- (P  ).(-1)o	 ,	 s
c ;1

Oãlna, j= 1 “,	 .V

	 = 0 ( 2 mod)
2	 2	 2

H33rnla,	 a - --1

9

Hau arem-: '<atuz,

2
Et3 horrea,----

11 Tenr-m

•da.
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24--j—'	
q-1Eta	 = P-1 (2 mod) , 2E	 -	 mod)

1 . 1.	 2	 2	
= 0-1

(10 Teoreman erabiliriko metodo berberarekin)
P-1	 Q-1

Beraz, (019)4)*( -1) 2
	 2	 (fngl)

Oharra.- Ikudten dugunez, Jacobi-ren sinboloak ere elkarrekikota-

sunaren propietatea betetzen du,

Jacobi-ren sinboLoa, Legendre-ren sinboloar2n hedaoena da,Q

zenbaki konposatuarentzatg-) definituz.

Lehen begiradan ba dirudi logikoago gerta daitekeela Jacobi-ren

sinboloaren beste era batetara definitzea:

1,P Q moduluarekiko hondar koadratikoa hada

k.-

P\
Q- /". -1, P q moduluarekiko ez-hondar koadratikea bada

Baina honela egingo bagenü,elkarrokikotasunaren legea e, litza-

teke beteko (Aaibidez,P = 5 eta Q = 9 harturik). Eta lege henek

duen garrantzia ikusirik,egin dena bRste hau izan da:Hondar

koadratikoekiko erlazioa alde batara utzirik,elkarrekikotasuno-

ren legea kontutan hartu.

1 Adibidea ikusi dugunean,elkarrekikotosunaran legea erablli

dugu,	 irAgat,eko,baina bakarrik o orimua izaL

nik.OrRin ez dugu jadanik mugoketa hori.

3 Adibidea

C

105) = (317 \=( 2 )

317	 105 )

Hemendik ondorintatzen dunu, 105 zenbakia ,317 modulu

muarekiko hondar koadratikoa dela.

4 Adibidea

Jacobi-ren eta Lenendre-ren sinbo].nen arabilern orldn nrqitzeko,

ikus dezagun ondoko kangruentziak soluziorik d:enantz:

4144)

(,

211 =

383

2

41

x 2 = 219
(	 184)_

(383	 mod)

_(	 41)=

blq )
( -1

(219)

41

1

7

[)
1

= 7)

41

219)

41 

(7 7	 / ,



Çll) = _(19)~ (), 	 )
= 1

19	 11	 1 1

Soluzioa existitzen da.

Beraz, aioaturiko kongruentziak soluzioa du.; Ikusi dugunez,

soluzioa badu,halabeharrez soluzio bi ditu.

Bigarren graduko kongruentzien askaketa

Modulu orimu batekiko bigarren graduko kongruentzien askaketa

x
2

E a (o mod) (1)	 (a,o) = 1	 ; o zenbakia orimu bakoitia izanik.

(a) o = 4N	 1

a hondar koa:atikoa denentz jakiteko, lehenik
(.
2-)= 1 dela kon-
p

orobatu behar da.

Hori frogatuz gero, Euler-en adierazoidea aolikaturik,

a
(o-1)/2 

1 (p mod)	 dugu.

P = 4N —
p

2

1 
= 2N — 1 --> a

2N-1 
1 (p

a	 a2
N
(p mod)

Beraz, (1) exoresioa kontutan izanik, x 2 = a2N(p mod)

x =	 a (o mod)

Adibidea.-	 x
2
= 1 (19 mod)

19 = 4.5 4-1	 19 zenbakia orimu bakoitia da eta N = 5.

2,‘,1	 r-r c.)

x	 + 11 5 (19 mod) =,t, 7(19 mod)

kongruentziaren	 x = t 7( 19 mod) da.

(b) D = 4.N +1

Edozein p zenhaki bakniti primu,ondoko eraren hatetakoa izango

da : p = SN41 , p = 8N+3 , p = 8N+5 , p = 8N+7

Baina	 = 4N+1 denez gero,	 = 8N41 edo o= 8N+5 izan beharko

dz.

bl) p = 8N+5

Suonsa dezagun (4idela konorobatu dugula.

Eulnr-en adierazoidearen arauera, 	
a(p-1)/2= 

1 (o mnd)

2

n-1
- 4N+2	

a4N+ 2
= 1 o mod) (2)

p
2
-1	 5 -1

= (-1)	 8	 = (-1)	 8	 -1	 2 ez-hondar koadratikoa da.
p.'6 N.5

Beraz, Euler-enadidrzoidel brriro aolikatuz,
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2 (n-1)L2_ 1
 (p mod) 	 	  

24N+2 
_1 (o mod)	 (3)

(7) exoresiotik, a2N+1	 1 (o mod)	 dugu.

a
2N+1

=-1 (p mod)	 Kongruentzia hau (3) kongruontziagatik

bidorkatuz ondokoa dugu:

a
2N41

.2
4N+2 

1 (o mod)-> a	
a2Nt2.22N+1

	(o MOd)	 S = o , 1

2Ntl	 2N+2
a	 1 (lo mod) 	  a	 a	 (n mnd)----3

N412
E a

2Nt2
(o mod)	 x	 ± a	 (n mnd)

8oraz, n = 8N+5 bada, x
2
= a(n mod) konnruontzdk onidk- snlu-

zio2k ditu:

N41	 (2N+1)s,
x	 a	 .2	 kn mod) s =

Praktikan,ondokoa eqin qhi da 	 aNti konorueotziorzn

denentz begiraty.Horrela bada, amaitu

N+1
.

2N41
o	 2 da.

Reikidaa.-	 x25 (29 mod)	 29 zenhokia nrimu	 d.

23 = 8.3 4 5	 N=3

,.	 ) 	 ____)= (..___) -_, 1

29	 (.5	 5	

.50-1!:Zi2	 existlIio d,.
5	 29	 4

N-+1	
5
	 N4-1

a	 = o	 ;	 a	 SLI713 ote da?

3	 = - 13 (29 mod)	 53t-,c (-13)
2
= 15P	 5 (29 mnd)

,--

4

da kongruentziaren soluzio.

jeooz,soluzioa ondokoa izango do: x	 t 5
4

• 2
7
 (2'I mnd)

b2)	 = FiN 4 1
o-1

o = 8N 4- 1	 = 4N

-
Çr--:). 1 hada, Euar-en	 (011/21(o mod)

a ?	 l(r) rim;)	 (4)
n--1

(-I) 8 z.-1 (p mod) 	  2 hondar xnadrat'koa do eto

haraz, ez du halio.

Ez-hondeo koadratik ,	hat,h,hilatu hokrko duou (Exstitzen

dela ba dakiqu,	 13-2 1	 ez-hondor knndratikn haitaudn).

b ez-hondar hoadratiko hnri bada 	 u 1(o mo'l

4f.
b jE -1 (n mod)	 (5)

54 97
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5unos a dezagun, 3 -- 2
k
. h + 1 dela (h	 1(2 mod) ,k 3)

g eraz, N = 2
k-3

.h da.

2
k-i 

h
Honekin, (4) honela idatziko dugu : a	 s 1(p mod)

(5) honela idatziko dugu : 
a
2
k-I

.h
-1(p mod)

a2k-2.h
7.stl(p m p d)	 (6)

k-lz. 2	 2k-1. h.5	
(7)

b	 -s4-1(p mod)	 s=0,1

5-ren balioa. (6) eta (7) exoresioek zeinu berdina edukitzeko

eran hartuko dugu. Orduan, kongruentzia biak biderkatuz,

k-2
.

k-1
a2	 h 2	 .h.s l(P mod)	 k - 2	 1
k-3 2

=	 a2
h
.b

2k-

-=	
.h.s

=4 1(o mod) ; s 2 = h.s eginik,

a
2
k-3

.h .b 2
k-2

.s 2 a
41(p mod)	 dugu.	 (8)

s-ren bali p a, (7) eta (8) ex p reeioek zeinu herdina edukitzeko

eran hautatuk p dugu. Orduan :

2
k-2

s 2 + 2
k-I

s 2 = 2
k-2

(s 2 A- 2s 2 ) Dei dezagun s3 = 3s2.

Ordan, 
a 2

k-3
h .b 2

k-2
s 3	 (p mod)

K 7 .A bada, prozesu hau jarrai dezakegu oraindik;Erro kar-atua

ateraz,ondokoe geratzen da:

2 k-4 h. 2k-3s
.b	 3	 (p mod)

Azken urratzsean,zar edukiko dugu:

	

a
h
.b

2s
k	 (p mod) , non sk e	 baita.

H zenhakia bakoitia denez,aurreko kasoen arrazenamendu ber-

dintsua egingo dugu hemen ere:

a h4i .b 2s k s a(n mod)	 x2z a
h41

.b
2o

k(p mod)

	  x s a
(h-1)/2

.b
s
k (p mod) (

h
21 Z,11-2enbakia bakoi-

tia beita).
h41	 hil	 bi? 2

Oharra.- Praktikan, a 2, a 	 .b , a	 .b	 zenbakiak

kongruentzlar3n soluzio direnentz ikusten da.

Adibidea.-
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Adibidea.-	 x
2

-7„ 5 (41 mod)

41 = 8.5 + 1	 N = 5.

(
5	 1

41 / (5	 ( 5 )= 1

kongouentziak soluzioa du.

Edozein ez-hondar koadratiko b aurkitu behar dugu orain.

Teoriaz dakigunez, 2 hondar koadratikoa da eta beraz,ez du

balio.

= 1 =--) -1 ere honda koadratikoa da.

(43]. ( 431 ) .( 3

2	

).(_]. 3
-1

)	 8 = -1	 3 ez-hondar koadratikoa

da. Beraz, b=3 har dezakegu.

41 = 2
3
.5	 ,h = 5	 , a = 5

Orduan,ikusi duguna aplikatuz, soluzioa ondokoa izango da:

x zLt5 3 .3 s k (41 mod)

5 2= 25 53= 125 = 2 (41 mod)

Beraz,	 x =-1-2.3 s k	 (41 mod)

Soluzioak, x = 2, 2.3 , 2.3
2
, 2.3

3
,....	 zenbakien artean bi-

latu beharko ditugu.

2, 6, 18 zenbakiek ez dute kongruentzia betetzen .

x = 2.3
3
= 13(41 mod)	 13

2
 5 (41 mod)

Beraz, kongruentziaren soluzio biak ondokoak dira:

x = ± 13 (41 mod)

Modulu konposatu batekiko bigarren graduka kongruentzien

askaketa

Orain arte, p modulu primuarekiko bigarren kongruentziak bai-

no ez ditugu aztertu.Has gaitezen,ba, edozein modulu konpo-

daturekiko bigarren graduko kongruentziak azaltzen.

Ha% gaitezen, x
2 

a(p°4 mod) erako kongruentziak azaltzen,

(a,p) = 1 eta p zenbakia, primu bakoitia izanik.

12 Teorema

Kontsidera dezagun x
2 

a (n mod) ; c4-7 0 , (a,p) = 1, (1)

p zenbakia,orimu bakoitia izanik.



f(x) = x2 - a eginez, f'(x)	 2x

x	 xl(p mod) , x
2
E a(p mod) kongruentziaren soluzio bada,

orduan (x l ,p)= 1 , ( (a,o).1 baita).

p bakoitil

(x,p)=1
(2x

l'
p)= 1	 pf(x

1
)

Beraz, kasu honetan,(1) kongruentziaren soluzioa lortzeko,

IV. kaoituluan azalduriko prozedura erabil daiteke.

Honetatik,ondokoa ondorioztatzen dugu:

(a) a zenhakia,p moduluarekiko hondar koadratikoa bada,orduan

(1) kongruentziak soluzio bi ditu.

(b) a zenbakia o moduluarekiko ez-hondar koadratikoa bada,

orduan (1) kongruentziak ez du soluziorik.

Kontsidera dezagun orain:

x
2
E a(2 e6 mod)	 (a,2) =1	 (2)

Kasu honetan, f'(x) = 2x 1 = ; .Orduan,aurreko orozedura apli-

ka ezin daitekeenez,beste metodo bat aurkitu beharko dugu.

Lehenik, ikus dezagun, (2) kongruentziak soluzioa edukizteko

baldintza beharrezkoa zein den.

(2) kongruentziak soluziorik badu,orduan (a,2)	 1 denez,

(x,2) v 1 izan behar du	 8/ x2-1

Hau dela eta, kongruentzia ondoko eran jarririk,

(x 2-1)-1-1 E a (2`4,mod),

erraz ikusten dugu,kongruentzia honek soluziorik eduki dezan,

a 1(4 mod) = 2 edo eta a 1 (8 mod)c<>3 izan behar

dela.

Orain, baldintza hauk betetzen direla su p osaturik,ikus deza-

gun soluzioen bilakuntzaren eta soluzioen kopuruaren problema.

Ikusi dugunagatik, dLG 3 denean,edozein zenbaki bakoltik kon-

gruentzia betetzen du.

Beraz, x
2

E a(2 mod) kongruentziak,soluzio bat du:

x E 1 (2 mod)

X
2 

E a (4 mod) kongruentziak soluzio bi ditu:

x E 1 (4 mod) eta x E 3 (4 mod)

X
2
E a (8 mod) kongruentziak ,lau soluzio ditu:

x E 1(8 mod), x E 3(8 mod), x E 5(8 mod) eta x E 7 (8 mod)

83
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Oharra.- P(= 4,5,.... kasuak aztertzeko,komenigarri da zen-

baki bakoiti guztiak progresio aritmetiko bitan batzea:

x =±(1+4t3 ) (3)

Ikus dezagun adibidez, (3) exoresioko zenbat zenbakik betetzen

duten x	 a(32 mod) kongruentzia.

(x4 -48t 4 ) 2 E a (32 mod)	 t4= t4-2t5

Beraz,	 x =t (x5416t5)

Prozesu hau jarraituz, edozeinol,3 zenbakirentzat,(2) kon-

gruentzia betetzen duten x-en balioak,honela ipin daitezke:

x =(x.( - 2)

Balio hauek, x
2
w. a(2°"mod) kongru=ntziaren lau soluzio ezber-

din osotzen dituzte:

x = x ‘,1 ( 2 e( mo d)	 ,	 x = x,„	 2« ( 2 mod)
oc	 „k

x =	 (2°(mod)	 ,	 x = -x+ 2	 (2 mod,

Adibidea.-

2
x	 57 (64 mod) kongruentziak,lau soluzio ditu,

57	 1 (8 mod) baita.

x = i( 1 .4 4t3 ) jarririk,ondokoa lortzen dugu:

(1+4t3 ) 2 .f. 57 ( 16 mod) , 8t 3 = 56 (16 mod)

t
3 E 1 (2 mod)==jt 3 = 1 + 2t 4==4 x	 (5+8t4)

(548t 4 ) 2 5 57 (32 mod)	 , 5.16t 4 5.- 32 (64 mod)

t 4	0 (2 mod),=, t4 = 2t 5 	 =±.(5-4-16t5)

(5+16t 5 ) 2 w, 57 (64 mod)	 ,	 5.32t 5T, 32 (64 mod)

t 5 E:- 1(2 'Nod)--5. t 5= 1+2t 6	±(21432t5)

Beraz, x
2 

57(64 mod) kongruentziaren soluzioak, hauk dira:

x=±21	 (64 mod)

13 Teorema

Hemen ikusiriko guztia,teorema batetan bil daiteke:

x
2
_ a(2°‘ mod) (a,2) =1 kongruentziaren askagarriatsunerako

baldintza beharrezkoak,ondokoak dira:



a E 1 (4 mod) ,	 = 2 hada, eta

a E 1 (8 mod) ,	 ip3 bada.

Baldintza hauk hetetzen badira, soluzioen koourua ondokoe da:

1, «.= 1 bada.

2, d:= 2 bada.

4, p(,, 3 bada.

Era berean beste teorema general bat aioa dezEkegu,12 Teorema

eta 13 Teorema,Teorema bakar batean bilduz;

14 Teorema

	

0(7.	 ekk.	 m _
x

2
= a(m mod) m = 2 p i

ot. 
l p 2 ...p k	 ,	 kongruentziarentzat,

askagarritasun-baldintzak ondokoak dira

a E 1 (4 mod) ,4(= 2 bada eta

a E 1 (8 mod) , °(,.53 bada.

P2- 
1, 	 	

/
,	 ( a 	 = 1.

pk
(	 = 1,	 ( a )

Bladint/a hauk guztiok p etetzen badira,sOluzioen kopurua ondo-

koa

2 k 	, 0(.= fl bada , eta 0(= 1 bada;

2
k41

, 0L. 2 b2d2;

2
k+2

,	4<>/ 3 h2da.
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BRRO FRIMITIBOAK ETA IMIZEAS

I.TEOREMA BATZU.

»efinizioa

Bira a,m E 7L zenbakiak non ( a,m )= 1 baita.

Biz S ondoko propletatea betetzen dituen zenbakien arteko tx11-

kiena:

a
v
z 1 ( m mod. ).	 ( 6 = min. 3 )

zenbakia beti exietitzen da, zereuEUlerren teoremaz:

( m,mod. ).

a zenbakia, m moduluarekiko berretzaileari dagokiola eeango du-

Teorema

a zenbakia, m moduluarekiko S berretzaileari baldin badagokia,

1 = a°, a; 	  a6-1 zenbakiak ez dira m moduluarekiko kongruen-

teak.

Frogapena:

Eman dezagun, absurdura eramanez:

€1:1= a k ( m mod. )	 0-•€.1c1S	 orduan:
K

a = 1 ( m mod. )	 non 0..1-k.‘ s baita

eta hau S definizioaren aurka dago.

Teorema

a zenbakia, m moduluarekiko S berretzaileari baldin badago-

kio, orduan:

a Y = aY ( m mod. )	 baldin eta soilik baldin:
p	 ( S mod. )	 1-><LcIa_

Bereziki ( ,#'= 0 ) a y = 1	 baldin eta soilik baldin	 6 zen,

bakiz zatigarria bada.

Frogapena:
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Honela idatz dezakegu:

q r	 non	 r 6 baita.

J.P	 non 0,s, r, s baita.
Dakigunez:

9. 4 E. 1 ( m mod.) , orduan eta aurreko propietateaz balia-

Iszz:

e..") = (	 ( m mod. )

a P. = ( a6	(	 mod. )

Beraz:

a	 ( m mod. )<=> ar	 (m mod. )<p.> Er'= 1 ( m mod. )

r - r, = o (zeren r - r4,6 baita )<=>r = r_L 4_-_->

—1./' .6(	 -	 ( 6 mod. )

Bereziki:

a" m a° ( m mod. )	 ( b mod.	 1.) = k <=>

, 6 zenbakiz zatigarria bada.

Korolarioa

a s 1 ( m mod. ) denez, y(m) 6 zenbakiz zatigarria da,

beraz a zenbakia, m moduluarekiko S berretzaileari baldin

badagokio, S k y(m) zenbakiaren zatitzailea izan behar du.

Y(m) bera ere y(m) ren zatitzailea da eta gainera handiena.

Definizioa

te (m) berretzaileari dagozkion zenbakiak ( existitzen ba di-

ra ), m moduluarekiko erro  2rimitiboak  deitzen dira.

2. p" ETA 2p" MODULUAREKIKO ERRO PRIMITIBOAK.

Biz p , zenbaki .!primo ezpare bat eta 0(= 1

Teorema
n•••••n••••••••••n

x zenbakia, m moduluarekiko ab berretzaileari baldin bada,

gokio, x°- b berretzaileari dagokio.



Frogapena:

Demagun z e, 45 berretzaileari dagokiola, orduan:

( z96 a 1 ( m mod. ) => Z"a= 1 ( a mod. ).

Beraz, a S ab zenbakiz zatigarria da, halabeharrez 6, b zen”

bakiz zatigarria izango da, hota: b /a . Galiaera:

x"a	 aod. )	 x°-)ba.	 a Rod. )

hots, b, b zenbakiz zetigaroxha da: /11-

Honela, zera dugu: bI6 eta 6/b	 6 = b

Teorema

moduluarekiko, z zenbakia a berretzallearl eta y zen-

bakia, b: berretzallearl baldln badagotkle, non ( a,b) = 1 balta,

orduan xy senbakla ab berretzallearl dagokio.

Progapena:

Demagun zy, 6 borretzallearii dagoklola, hote:

( xy )d ge l (amod. ) eta hemendikt
jlks k,s5

	

	
i's	

•L
a aod,. ) ( y

y	 1
	m 1 denez	 1( a mod. )

orduan b 8 , a zenbakiz zatigarria da ata ( a,b ) 1 denes

6, a zenbakiz zatigarria izango da.

»ra berean,	 zenbakiz zatigarria dela frogs~ra heltsen ga-

a/s eta bl6 , beetetik ( a,b ) 1 	 abAS

Gainerat

xy r",. 1 ( a med. )

ab, d zenbaklz zatigarria da eta honela hau dugu:

ab/6 eta 61/41b	 6 = ab.

Teorema

p moduluareklko erro primitlboak existitzen dira.

Progapena:

Demagun 1, 2, 	  p-1 senbakiek, m moduluareklko

berretzaile esbardineli dagoskieia

Bis	 6,3 non 7i = ie;g:' 	bere deekomposaksta

kanonikoa baita.

Hohela lzanik,	 deekonpoeaketaren elementu bakoltsak, ga-

Orl
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txlenez	 zenbakiren bat zatita behar du. Berazt

Sj a6:"
Biz , 1, 2, 	 p 1 euzezioaren zeabaki bat, non 	 ,

berretzaileant baltagaikio.
>.

Lehen ikusi dugunez	 j

eta	 --	 ,	 =2.	 1:431'	
	sz 1, 2	 r, S'j	zenbakia zatitzen duenez,

1, 2 	 p 1	 zenbakiak x	 1 ( p mod.. ) konffaentssia-

ren soluzioak izango dirat
d.

1/.5jel, 2 	 p 1, 3Si a yi	 1 ( p mod• )

Sj	 = k	 =>	 ( (5 "4 )" )	 ( P mod • )
Beatetik, eta aurreko &alan ikuai dugunez, zera izan behar dugtt:

p 1 ,r1

Baina r k , p	 y(p) senbakia zatlitu beha• du, oxeduant
"ti s p -	 ? (P)•

Lehen frogatu dugunez	 zenbakia, = Y(P)
berretzaileari degokio, hots, 	 zenbakia p moduluarekiko erro

prImitibo bat da.

Teoretaa
..MMINO•n•nn••••

Biz, p moduluarekiko erro prdeltiko batt g . Hemendik t sen+

baki bat detenaina dezakegu., non ( g + pt f ;1= 1 +

definitarik gelditzen den u zenbakia ea baita p

garrla.

Gainera, edozein .> 1 zenbakirentzat, g + pt zenbakia P‘4

moduluarekiko erra) primitiboa da.

Progapena:

, p moduluarekiko errico primitiboa denez:

d (P.11 I ( p mod. ) <=>	 ( p mod. )<==>

3 to	 gP 1a 1 + pto	 (1)

( g + Pt r=4 1 + p ( te+ rt + pt ) = 14. pa	 (2)

non t eta u zeabakiek, p moduluareklko hondar siistema oaoa

kurritzen bai►tute. Beraz, posible da t zenbaki bat deteratinatzea

bertan, u zenbakia p modniuz satigarria ez delarik.

044
gs berretzaileari dagokioke

gK K berretzailearl dagokloke.

pu berdintzaz

modulus zat1+



gainera t zenbaki honentzat:

(g+pt T(P-4).
( g + pt, P P -1= ( 1 + plu z ) e = 1 + p3u3

	

non u,, u1, 1 	 es batitira p aoduluz zatda.~.
Deaagun + pt zanbakia,	 aoduluarekiko 6 berretzallea.

exd. dagokiola. Beraz:

	

g + pt st 1 ( irmag. ) --> (	 pt )5s 71 ( p aod. )
P - 1/6	 6. k ( p —1 ).

Beetetik 6 ze~Lak	 (P4) ze Ir 4( P - ) se.titzeon du. om.>
6 = pr-j ( p - 1) non	 2, 	 	 baitba
( g + pt )6 = ( g + pt ) /.-A(P-;= 1 + p rura 1	 ( faod.. )

0 ( p aod. ) ==> Pbra 0 ( faod.) •n=>

	

=	 (P'')•
Orduan, g + pt zenbakia, p a4 aoduntwkinkiko INISCOD priatttiboa
izango da.

Teoneaa

Biz g 1 , p'` aoduluarekilco 832~ ~ttime. Orduan , ijk4+

senbakien arteko espare• dena,	 aodulaanakik0 aerwpistadikillisa
da.	 (0‘...?.. 1 )
Progapena:

Bietakoa da, zedbaki ezpane batek kongruentaia haa~mdke batt
betetzen badu, beetea erabate baban:dualla:

	

wi 1	 (	 )	 z'''a 1	 ( 2p°aoll. )

	

1.10 (P")	 y (2pn da, zacten

	

( 2p	 y(2) Le (p« )	 (IY4)

Beraz, zenbaki ezpare bat p`« aorlulogrrakiko erre p~blibia

bada,	 acohtibe'neleilro erno pniad.taboa izaaga da, eta alderara-
taiz.

Dernigorrez, g, eta p zenbakien artean bata paroa eta
beetea esparea izan behan date. Honegatik ezparea den senbakia
2p'e aoduluarekiko erno; pretaitiboa isanw da.
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Teorema

Bira o = Y(m) ata gl , gt 	 gK, c zenbakiaren zatitzai-

le primo ezberdin guztiak. Biz g zenbakia non ( g, m ) = 1

baita. Orduan, g m moduluarekiko errO:primitiboa da baldin

eta soilik baldin kongraentzla hauetarik ez baditu bat ere be-

tetzen.
_

g m 1	 ( m mod. )	 g	 1	 (ta mod. ) 	
	  g	 1 ( m mod. )

Progapena:

m moduluarekiko erro primitiboa denez, c berretzaileari

dagokio eta honegatik aurreko kongruentziarik ezin dira bete,

zeren eta:

0/gc	 V j - 1, 	 k baita

Demagun orain aurreko kongruentziarik ez direla betetzen eta

g zenbakia b berretzaileari dagokiola.

Demagun, halaber	 c dela.

Biz g, c/6" zenbakiaren zatitzaile primo bat:

c/6 = gu	 c/g = u	 1 ( p mod. )

gfT. 5 1 ( m mod. ) eta hau eman dugunaren aurka dago

c = 6

Beraz, g zenbakia, m moduluarekiko erro primitiboa da.

1. Adibidea--_--------

Biz m = 41	 y (41) = 40 = 235

40 zenbakiaren zatitzaile primoak 5 eta 2 dira, gainera

40/5 = 8	 40/2 = 20

Orduan, g zenbakia non ( g, 41 ) = 1 baita, 41 moduluarekiko

erro primitiboa izango da baldin eta soilik baldin, g zenba-

kiak ez baditu ondoko kongruentziak betetzen:

g 8 E 1	 ( 41 mod. ) ,	 g
zo = 

1	 (41 mod. )

	

Froga dezagun ea 2,3,4,5,6 	  zenbakiek betetzen duten ala

ez aurreko kongruentziak

2 8 = 10	 (41 mod. )	 385- 1	 ( 41 mod. )	 4'f = 18 (41 mod)



zo
2	 1	 ( 41 mod. )	 1	 ( 41 mod. )

5 8 z. 18 ( 41 mod. )	 66 = 10 ( 41 mod. )

5 2° 1	 ( 41 mod. )	 6z'a 40 ( 41 mod. )

Dakueagunez 2,3,4,5 zenbakiek ez dira erro primitiboak (41 mod)

zeren eta kongruentzia bietatik, gutrienez bat betetzen baitute.

Aldiz, 6 zenbakia erro primitiboa da, zeren ez baititu betetzen

kongruentzia bietatik bat ere.

2. Adibidea

Biz: m = 1681 = 411;

6 zenbakia, 41 moduluarekiko erro primitiboa denez, honela

datz dezakegu:

6 40= 14 41 ( 3 + 41p )

( 6 + 41t )4°:, 1 4 41 ( 3 + 41p + 6"t + 41t ) = 1 4 41u.
u zenbakia, 41 zenbakiz zatigarria izan ez dadin, nahikoa zaiga

t = 0 hartzea.

Beraz eta aurreko teoremazt 6 + 41.0 = 6 zenbakia, 1681 mo-

duluarekiko erro primitiboa izango da.

3. Adibidea

Biz: 3362 = 2.1681 zenbakia.

Lahen frogatu dugunez eta 6 zenbaki'a, 1681 modulUarekiko

erro primitiboa denez, 3362 moduluarekiko erro primitihotzat har

dezakegu, hain zuzen, 6 eta 6 + 1681 zenbakien arteko ezparea de-

na, hote, 1687 zenbakia.

3. p' ETA 2p' MODUIUAREKIKO INDIZEAK.

Demagun, p zenbaki primo ezpare bat dela. â.c = 1
m = p' edo 2p' , c = y(m), eta g m modnluarekiko erro pri-

mitiboa izanik.

Teorema

V zenbakiak, Li= 0,1 	  o 1, c moduluarekiko hondar mi-
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niao negatiboak kurritzen baditu, orduan g zenbakiak m modu-

luarekiko hondar sistema laburtua kurrituko du.

Progapena:

& , m moduluarekiko primoak diren c zenbaki kurritzen ditu,

gainera eta lehen ikuaii dugunez zenbaki hauk ez dit'a m moduluare-

kiko kongruenteak, hote, hondar sistema laùarta bat osotzen dute.

Definiziioa

Biz a , m zenbakiarekiko primo den zenbaki bat: ( a, m ) = 1

a	 ( m mod. ) kongruentzia ematen bada ( non	 baita )

zenbakia, m moduluarekiko a  zenbakiaren g ainarrizko indi-

zea dela esaten da, eta honela idatzi:

V = ind a	 edo	 j..)= ind. a
"k.

Har dezagun kontutan, indize eta logaritmoaren kontzeptuak para-

leloak direla eta gare kasuan erro primitiboak, logaritmoaren oin-

arriak betetzen duen paper berdi,ntsua betetzen duela.

Aurreko teoreman ikusi dugunez, edozein zenbaki primorentzat:a
boT

0,1 	  o 1 zenbaki artean indize bakas"-TOtistitzen da.

1.) indizea ezagutuz gero, a zenbakiaren indize guztiak deter-

mina ditzakegu ondoko adierazpenaren bidez:

(cmod. )

1.) indize bera duten zenbaki guztiek, m moduluarekiko klase

bat osotzen dute.

Teorema

ind. a.b 	 p z-- ind.a+ ind.b + 	 +ind.p ( c mod. )

Bereziki:

ind. arl = n.ind. a	 ( c mod. )

P•ogapena:

Bira:

a = g"'" (m mod. ) , b = g" (m mod. ) 	

P g"ld P ( m mod. )

hau guztia biderkatuz:
6.

a.b 	  p _ g	 ( m mod. ) hots'

ind. a.b 	  p = ind. a + ind. b 	 +ind. p ( c mod. )



Indize taulak

Bi taula moeta egin dezakegu; bata edozein zenbakirentzat in-

dizea ezagutzeko, eta beetea indizea ezagutuz, zeintzu diren in-

dize honi dagozkion zenbakiak 5akiteko.

Dakusagun hau adibide baten bidez.

Har dezagun m = 41 modulua. Lehen ikusi dugunez 6 zenbakia

modulu honekiko erro primitiboa da eta honegatik oinarritzat har

dezakegu.

Honela ba, idatz ditzagun:

6°:z 1 61's 10 6'= 18 64q_516 63/-7 37

6',-. 6

6 *m 36

6q.-&.

6."-.-,.

19

32

6'-...._--

6.'i_

26

33

6z5-..	 14

6'`5 2

6'.--2,

6'.:-T.

17

20

6' .:_. 11 6"^= 28 61z. 34 6z!--. 12 63';.. 38

6"-.÷-,... 25 6"-7.-. 4 64°.z-_ 40 6`/-	 31 63..ti 23

6 5 -..

6 ` ...

6' ..r.

27

39

29

6",-..-

6",,,-

6-"....

24

21

3

6";.-,

6'‘:-6-

6''.-.

35

5

30

6'1--- 22

63; 9

65',7-. 13

63..

631L,

6%

15

8

7

N 0 1 2 3 4 2, 6 7 8	 9

0 0 26 15 12 22 1 39 38	 30

1 8 3 27 31 25 37 24 33 16	 9

2 34 14 29 36 13 4 17 5 11	 7

3 23 28 10 18 19 21 2 32 35	 6

4 20

0 1 2 3 4 5 6 7 8	 9

0 1 1 6 36 11 25 27 39 29 10	 19

32 28 4 24 21 3 18 26 33	 34

2 40 35 5 30 16 14 2 12 31	 22

31 9 13 37 117j 20 38 23 15 8	 7

Lehen taula, zenbakiaren indizea ezagutzeko da eta 2.a zenbakia

ezagutzeko. Lerroaren zenbakiak, hamarkadak ematen dizkigu eta
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autabearen zenbakiek unitateak.

Adibidez, 25 zenbakiaren indizea ezagatu nahi dugulHar deza-

gan horretarako lerroetatik 3.a eta sutabeetatik 6.a. 4 zenbakia

lortzen dugu, beraz:

ind. 25 = 4

Beete taula ema berean erabiliko dugu: Zein zenbakik du 33 in,

dizetzat ? Har dezegun hau jakiteko 4. lerroa eta 4. outabea:

33 = ind. 17

4. AURREKO TEORIAREN ONDORIO BATZU.

Bira p zenbaki primo ezpare bat,	 1	 = p"( edo 2p

eta o = 99 (m). Biz	 n, o = d

Teorema-___---

xaa (mmod. ) (1) kongraentziak soluzioa du baldin eta

eoilik baldin ind. a d zenbakiaren multiploa bada. Gainema,

kongruentzia honek soluziabat badu, orduan d soluzio ditu.

Progapena:

(1) kongruentzla ondorengoarekin baliokidea da:

n.ind. x ind. a ( o mod. ) 	 (2)

eta badakigu kongruentzia honek soluzioa duela baldin eta eoilik

baldin, ind. a d zenbakiaren multiploa denean.

(2) kongruentziak soluzioa badu, ind. x aldagaiarentzat, o mo-

duluarekiko ezkongruenteak diren d zenbaki lortzen ditugu eta

hauei dagozkie, x aldagaiarentzat, m modulaarekiko ezkongruen,

teak diren d: zenbaki.

Teorema

m moduluarekiko hondar sistema laburtuan, n graduko o/d

hondarrak daude.

Frogapena:

0,1 	  c - 1 zenbakiak, sistema laburraren, hondarren

indize minimoak dira, eta hauen artean d zenbakiaren c/d

multiploak daude.



1. Adibidea

Biz	 23 ( 41 mod. )

( 8, 40 ) = 8 eta ind. 23 = 36

36, 8 zenbakiz zatigarriPdenez, emandako kongruentziak ez du

soluziorik.

2. Adibidea

Biz x"E 37 (41 mod. )

( 12, 40 ) = 4 eta ind. 37 = 32

32, 4 zenbakiz zatigarria da, beraz aurreko kongruentziak 4 so-

luzio ditu. Aurki ditzagan soluzio hauk:

x"E 37 ( 41 mod. )

12.ind. x s ind. 37 (40 mod. )

12.ind. x a 32 ( 40 mod.

ind. x s 6	 ( 10 mod. )

ind. x = 6,16,26,36	 eta taulan begiraturik:

x E 39,18,2,?3.	 (41 mod. )

3. Adibidea

1,4,10,16,18,23,25,31,37,40 zenbakien indizeak, 4 zenbakiaren

multiploak dira, horregatik zenbaki hauk hondar bikoadratiko guz-

tiak ( edo n graduko hondarrak non ( n, 40 ) = 4 baita ) dira.

41 moduluarekiko. Eta 40/4 = 10 zenbaki dugu.

Teorema

a zenbakia, m moduluarekiko n graduko hondarra da, bal-

din eta soilik baldin:

a-, E, 1	 ( m mod. )

Frogapena:

Lehen, teorema baten ikusi dugunez a zenbakia n graduko

hondarra da baldin eta soilik baldin:

ind. a = 0	 ( d mod. )	 o/d.ind. a 0	 ( e mod. )

(kongruentzia hauk baliokideak direlako )4-=;a 7 .-E 1 ( m mod.)
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Teorama

a zenbakia, a moduluarekiko, 5 berretzaileari dagokio baldin

eta eoilik baldin:

( ind. a, o ) = 0/6	 bada‘

Bereziki, a zenbakia m modulaarekiko erro primitiboa da bal-

din eta eoilik baldin:

( ind. a, o ) = 1	 bada.

Frogapena:

a zenbakia, S berretzaileari dagokio, hote, 5 ondoko propie-

tatea betetzen dutenetatik, o = te(m) zenbakiaren zatitzaile

txikiena da:

ass 1	 (m mod. ) 4m.;>5.ind. a s 0 ( c mod. ) hote:

ind. a 0	 ( c/,‘ mod. )
Beraz, 5 berretzailea 0/45 , ind. a zenbakiaren zatitzaile

blhartzen duten o zenbakiaren zatitzaile gaztietatik txikie-

na da, hote,	 , c zenbakiaren zatitzaile handiena da, non

0/6 k, ind. a zenbakia zatitzen baitu, hote:

c/5 = ( ind. a, o ).

Bigarren partea derrigorrezkoa da, zeren etat

0/6 = 0/ (m) = 1	 baita.

Teoreaa

m moduluarekiko hondar eietema laburraren, S berretzaileari

dagozkionak (f) (4) zenbaki dira.

Bereziki 41:(o) erro primitiboak izango dituga.

Progapena:

Har ditzagun m moduluarekiko hondar eietema laburraren in,

dize minimoak: 0,1 	  o - 1

Zenbaki hauen artean, zeintzu dira o/6" zenbakiaren multiploak ?

Erraz ikue daiteke c/.5 .y eratako zenbakiak direla,non

y = 0,1 	  6- 1	 balta. Eta honela zera duga:
( CIS .y, 0 ) = 0/6	 ( y 1 5) = 1.

Azkeneko baldintza hau y(6) zenbakiek betetzen dute eta hemendik

frogatu nahi genaena.



1. Adibidea----__---_-

41 moduluarekiko hondar sistema laburraren, 10 berretzaileari

dagozkionak, ondoko baldintza betetzen dutenak izango dira:

( ind. a, 40 ) = 40/10 = 4

esate baterako: 4,23,25,31 zenbakiak dira. Guztiz 4= y (10)

zenbaki ditugu.

2. Adibidea

41 moduluarekiko hondar sistema laburraren erro primitiboak

honela determinaturik gelditzen dira:

( ind. a, 40 ) = 1, hots,

6,7,11,12,13,15,17,19,22,24,26,28,29,30,34,35 zenbakiak.

Beraz 16 = ke(40) erro primitibo dugu.

Moduluarekiko indizeak

Azter dezagun m = 2 - kasu berezia.

- Biz	 = 1	 2°(= 2 ^ Le(2) = 1

- 1 zenbakia, 2 moduluarekiko erro primitiboa da:

- 1 = 1 ( 2 mod. )

l'= ( 1	 1 zenbakiak, 2 moduluarekiko hondar sistema

laburra osotzen du.

- Biz x = 2 =>	 2"=, 4 ^ s-e (4) = 2

3 - 1	 (4 mod. ) erro primitiboa da, eta

( - 1 )'''= 1,	 ( - 1 ) ' -'2 3	 ( 4 mod. ) zenbakiek hondar

sistema laburra osotzen dute.

- Biz	 3	 8	 Le (2") =

Iku: lezagun, nola kasu honetan ez diren erro primitiboak

exist .;.tzen eta nola zenbaki ezpare batek • berretzaileari

baldin badagokio, orduan:

2 . = 1/2. y (2-).

Biz	 zenbaki ezparea:

x = 1 + 2t

x = 1 .44t,.

X 1 4 8t,
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24-2	 c'	= 14. 2	 ".=t	 1	 ( 2x	 mod. )

Demagun halaber, nola 2 -2 berretzaileari dagozkion zenba-

klak exietitzen direla, esate baterako 5 zenbakia:

5 = 1 4 4

5 2. = 1 + 8 4 16

54 = 1 4 16 + 32ux

2<-35 = 1 + 2°`-j+ 2au.„5

Dakusagunez,	 5, 	 	 ez dira 2'`moduluarekika

kongruenteak.

Brraz ikus daiteke:

5° , 5	 52	 _

-	 9-5a 	

zenbakiek, 2°` moduluarekiko hondar sistema laburra osotzen dute-

la. Izan ere:	 (2«) zenbaki duga, lerro bakoitzeko zen-

bakiak 2°‘moduluarakiko ezkongruenteak dira beren artean eta

goiko lerrokoak, era berean, behekoekin ezkongruenteak dira.

Hemendik aurrera, honela idatziko dugu:

	

c = 1,	 c o= 1,	 0 edo Gc = 1 bada

	

c = 2,	 ce = 2 4-	 4.*:„. 2	 bada.

beraz, beti dugu:	 y) (2")

Demagun Y eta 3 zenbakiek, nork berea, c eta c o moduluareki -

ko, - 0, 	  - 1 ; 00 - 0, 	  c,„- 1 hondar minimo

positiboak kurritzen dituztela.

Orduan, ( - 1 ) )) .5'4k, 2 - moduluarekiko hondar sistema laburra

kurritzen du.

Teorema

	

( - 1 )').5	 - 1 )Y.5	 ( 2 'Amod. ) L===>

( c mod. ) eta	 ( c„, mod. ).

Frogapena;

	

0‘ = 0 kasuan begi; bistakoa da, orduan demagun 	 >0

Bira r eta	 c eta c,„ moduluekiko eta	 zenbakien

hondar minimo positiboak eta r f,	 y' eta ›):zenbakienenak



Orduan:

( - 1 ) 5 ij° = ( - 1 ) j. '5 	 ( 2 ‘'mod• )

( - 1 )v. 5	 ( - 1 ) r:5 r° ( 2'`mod. ), hots,

r = r' eta r.= r:.

Definizioa

a	 - 1 )1)„5 3° ( 2 °mod. ) bada, orduan V eta 14. sieteas
«,e2 moduluarekiko a zenbakiaren indize sietema deitzen dugu.

Propietatea

Lehen ikue1 dugunez, 2 <x zenbakiarekiko primoa den edozein a

zenbakik,. ( derrigorrez ezparea izan behar duenak ) 1/eta

indize sistema bakar bat du, lehenaipaturiko c.c.mile(2°')

bikoteen artean.

sletema ezagutuz, posible da a zenbakiaren indize 0113-

tema guztiak ezagutzea, eta hank ondorengo propietatea betetzen

dituzten bikote guztiak izango dira:

a	 ( c mod. )	 ( o.mod. ).

Ikusten denez,	 indize eletematzat duten zenbaki gaztiek

2 `4 moduluareklko zenbaki klase bat o potzen dute.

Teorema

Biderketaren indizeak, c eta o, moduluekiko, faktoreen in-

dizeen batuketaz kongruentieak dira.

Progapena:

Bira: 1.) (a),	 (a);	 .. 	  3 (P),	 P )

	  p zenbakien indize eistemak.

Zera dugu:
1.) (P)	 .	 1.J., (p) .

	  p a ( - 1 ) V(a)*... • 5

beraz, 1-1 (a) + 	  4; v (p )	 eta 1-1.(a) + 	  1./.(P)

a 	  p biderketaren inclizeak dira.

4. EDOZBIN MODUIU KONPOSATURBKIKO IBDIZBAK

Biz m =	
oe.

2	 , m zenbakiaren deskonposaketa
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kanonikoa.

Bira c eta o e aurrean deflnitutako_zenbakiak, cs=ke(P°5'3)

	

eta	 pmoduluarekiko erro primitibo txikiena.

Definizioa

	

a	 ( - 1	 5	 ( 2°'mod. )

	

a	 (	 ) 	
	

a = g g ( pg mad• )

hau guztia gertatzen bada,	 . N K eieteza,

moduluarekiko a zenbakiaren indize sistema deitzen da

Definizioaren ondorioa
1n1n••n•=.••nnnn•nnnnn•nn•n•n••nn•nnn•••.n

Definizioaren bidez, ba dakaeaga 	 2°`moduluarekiko a zen-

bakiaren indize sistema dela, bai eta 	 zenbakiak,

P .Lk‘ -` 	  P:k moduluekiko a zenbakiaren indizeak dire-

la ere.

Arrazoi honegatik, m zenbakiarekiko, primoa den edozein a

zenbakik, indize sistema bakar bat izago du:

a	 indize sistema guztiak honela

tzen ditugu:

v' ( c mod.	 ( c.mod. )

( c,mod• ) 	 	 (	 )

Beraz,1),1-1.,	 1.),c indize sistema berbera duten zenbaki guz-

tlek, m moduluarekiko zenbaki klase bat osotzen dute

Teorema

	  c, moduluekiko, biderketaren indizeak,fak-

toreen indizeen batuketaz kongruenteak dira.

Progapena:

m moduluarekiko	 . %)!‹. a zenbakiaren indizeak

eta 2 9 p ,, 	  pKK modulueklko a zenbakiaren indizeak

berdinak dira eta hemendik nahi genuena



Ondorio garrant aitsua

Biz :	 -71 =	 ( 2c( )	 c" 6 2	 bada, eta

7-1 = 1/2 y (2") c‹.) 2	 bada.

Biz h =	 e „ 	  o.i
m zenbakiarekiko, primoa den edozein a zenbakik ondoko kon,

gruentzia betetzen du:

a	 1 eta hau 2 , p,« ,	  p, modulu guztiekiko.

Beraz, a zenbakia ezin daiteke m moduluarekiko erro pri,

mitiboa izan, h< Lp(m) bada.

Baina hau	 2	 eta	 1 denean gertatzen da, beraz

	

bada, bakar bakarrik m =	 denean existitzen

dira erro primitiboak.

Gaiaren lehen zatian frogatu dugunez, kasu hauetan beti exis-

titzen dira erro primitiboak.

Honela ba, zera esan dezakegu, m>1 bada, m modaluarekika)

erro primitiboak existItzen dira baldin eta soilik baldin

m=2,4,p`<",2p°	 bada:

n,
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HIZTEGI

Euskare-gaztelanie:

aldegai 	 variable

alderantzi:,ko 	 inverso

askaketa 	 resoluci6n

askagarritasun 	 resolubilithd

askagarritasun baldintzak 	 condicianes de resolubi idud

askatu 	 resolver

atal 	 miembro

azpiindize 	 subindice

baldin eta soilik baldin 	 si y solo si

balio 	 valor

baliokide 	 equivalente

bali .kidetasun 	 equivalencia

berretzaile 	 exponente

berrekadur hondar 	 resto potenciLl

bete 	 verificer

binan binan primuak 	 primos entre si

binen binan inkongruenteak 	 incungruentes entre si

bsb 	

deskonposaketa 	 descomposici6n

deskonposekete kanoniko 	 descomposici6n canOnice

elkartu (elementu elkartuak) 	 asociedo (elEmentos asociados)

eraztun 	 anillo

eraztun trukakor ... 	 anillo conmutativo

eratorpen	 recurrencia

Euler-en funtzia. 	 funci6n de Euler

exaktuki 	 exactamente

elkarrekikotesun 	 reciprecidad

erresultatu 	 resutedo

erro 	 raiz

erro primitibo 	 raiz priitiva

ez-baterakoi 	 incompÙtible

ez-honder 	 no-resto



faktore 	  ..factor

f.n  1 g	 c  p.d.

forma lineala 	  	 forma lineal

funtzio multiplikatibo 	 funci6n multiplicetiva

gai 	 termino

uai independente 	 termino independiente

g aiz gai 	 termino a termino

w,i.nezko, konuruentzia 	 .uperflua, conuruencia

gorputz abeliurre 	  le•po eL..elieno

ggradu 	 grado

he•labeh •roz	 nf,c,,sEriamente

dece,na

hunile,r 	 resto

hundr	 	 cl-se de restos

letur'cu 	 	 •edLe;	 de restos

1 r.. ti_rx , 	 	 reduciu do

c-m-loto

indize 	 indice

ineki-	 sistema de indiccs

de indices

	 incgnita

inkoncrucnte 	 inconuruente

int::,rjritate er2eu	  dominio de inteuridud

izendaile 	 denominuor

koe,dratiko 	 cuadrdtico/a

kongrurnte 	 conoruente

kongruentzia... 	 •	 cungruencia

kongruentzi-sistema	 sjstemL de cengruenciu.s

ko,Juru 	 centide

korrespondentzje, 	 	 correende:ncier_

vPrific.r, cumplir

kuiritu 	 recorrer

	

le.Hurtu 	   

irreducible

inc
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	 fila

M-ren faktore primuetango deskonposaketa 	 descomposiclån de M en

factores priuss

MBbius-en funtzio 	 funci6n de M5bius

modulu 	 m6dulo

multiplo, zenbaki beten 	 	 de un niime•o

multiplikatibo 	 multiplicativo/a	 •

pDlinomio 	 polimomio

primario 	

primu 	 primp

soluzio 	  	 soluciOn

soluzio ornkor 	 	 	 solución Keneral

talde 	 grupo

tolde trukal:-r 	 grupo

talde multiplikatibo 	 grupo multiplicetivo

unitat ,'	  unidad

x en parto osoa 	 parte entora de x

x on p:rte.frakzionati 	 parte fraccipoiJria

x en parte zatitzalle 	 parte fracuienori.L1 de x

zatidura multzo 	 conjunt cociante

	

ztigarri 	   

divi=,or

	

zonbaki-oikate 	 pcx de riwe os

numeror

zeroren ztza*13 	 	 1_1

	 columna



HIZT-GIA

Gaztelania-euskara:

@Millo 	 eraztun

anillo conmutativo unitario 	 eraztun trukakor

unitario

Lsocludo (elementos asociados) 	 elkartu (elementu

elkartuak)

bicuadrdtico 	 bikoadratiko

clase de restos 	 hondar klase

cantidad 	 kopuru

columna 	  	 zutabe

condiciones de resolubilidad 	 askagarritasun baldintzak

congruencia 	 kongruentzia

congruente 	 kongruente

conjunto cociente 	 zatidura-multzo

correspondencia 	 korrespondentzia

c.q  d	 f n  g.l.

cuadrado 	 karratu (zenbaki baten)

cuadrdtico 	 koadratiko

cuerpo abeliano 	 gorputz abeliarra

deaena 	 hamarkada

denominador 	 izendatzaile

descomposicidn 	 deskonposaketa

descomposición candnica 	 deskonposaketa kanonikc

descomposici6n de M en factores primos 	 M-ren faktore Orimoe-

tango deskonposaketa

divisible 	 zatigarri

divisor 	 zatitzaile

divisores de cero 	 zeroren zatitzaileak

dominio de integridad 	 integritate eremu

equivalencia 	 baliokidetasun

equivalente 	  baliekide

exactamente 	 exaktuki

exponente 	  	 berretzaile
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factor 	  ..faktare

fila 	 	 lerro

forma lineal 	 forma linoale

funcidn de MCbies 	 MObius-en funtzica

funci6n de Euler 	 Euler-en funtzioa

funcidn multiplicativa 	  funtzio multiplikatibo

grado 	 gradu

grupo. 	  	 talde

grupo conmutativo 	 talde truLakor

grupo multiplicativo 	 talde multiplikatibo

impar 	 bakoiti, azo,Te

inc6gnita 	 inkoonita

inconpatible 	 ez-batei.,kei

incengruente 	 inkungruente, ezkongruente

incdnuruentus eutre sf	  bincn binan inkungruenteuk, bata

bcsteurekiku inkongruentetk

fndite. 	 indize

inverso 	 	 uerantzizko, inbertsu

irrnducible 	  	 laburtezin, irreduzibla

miembro	 mi•mbcq 	 gdiz gui, atalcz etal

• modulu

dc u. nUHern 	 	 zenbak:L baten

lu3t i Fli,cLive 	 multiplikatibo

cecu-, ri	 	 halbeherrez

• ez-hondar

numert,d,A" 	 zenbtkitzaile

pur 	 	 bjkoiti, pare

• rte enterc de x 	 x en parto 05,3'-

purLe frctcioncria U- x 	 x en parte frakzionari, x en

parte zatitzaile

per de ntimerds 	 zenbaki-bikote

palinom'o 	

prlencia 	 	 brretzcile

	 priario



primo 	 primu, primo

primos entre si 	  	 binan binan primuak

raiz 	 erro

raizprimitiva 	 erro primitibo

reciprocidad 	 elkarrekikotasun

recorrer 	 kurritu

recurrencia 	 eratorpen

resoluci6n 	  	 askaketa

resolubilidad 	  	 askagarritasun

resolver 	 askatu

resto 	 hondar

resto potencial 	 berrekadur hondar

resultado 	  	 erresultatu

simplificar 	 laburtu

sistema completo de restos 	 hondar—sistema oso

sistema reducido de restos 	 hondar—sistema laburtu,

hondar—sistema labur

sistema de congruencias 	 kongruentzi—sistema

sistema de Indices 	 indize—sistema

si y solo si 	 baldin eta soilik baldin

sii 	 bsb

soluciOn 	 soluzio

soluci6n general 	 soluzio orokor

sublndice 	 azpiindize

superflua, congruencia 	 gainezko, kongruentzia

termino 	 etal, gai

tšrmino indepandiente 	 gai independentea

tabla de Indices 	 indize taula

unidad 	 unitate

valor 	 balio, balore

variable 	  	 aldagai

verificar 	 kunplitu, bete
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