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Topologia inoiz ikasi ez duten pertsonek horren berri entzu-

tean, Toologid zer Hen	 dute.	 bat ezagutzen dute-

nek, aldiz, gauza guztiz Ebstraktu bat dela diote. Eta batzuek

eta besteek ez Hakite zertarako halio duen.

Topologiaren kontzeptu batzu eta berorien funtzinamendua

ez beste ezagutzen dutenek, Matematikaren parte hau matematikari-

en apeta hat dela pentsatu ohi dute. Baina hau faltsua dela fro-

gatzeko, dakusagun orain Topologia nola sortu zen, eta beronen

bilekaera zertarako eta nolakoa izan den.

Matematikan, asnaldidanik zeuden oinharrizko hi kontzeptu:

suzesiDen limiteak eta funtzioen etengabetasuna. Jadanik Grekoek

kontzeptu hi hauei lotuta zeudbri zenhait problema kontsideratzen

zuten. Baina Abel eta Cauchy-k beren lanak egin arte, ezin zen

esan zehazki bi nozio hauk zer ziren.

Bi matematikari hauen ondotik, heste lan garrEntzitsu eta

konkretu batzu egin ziren; Borel-Lebesgueren teoremaren frogape-

na, adibidez.

Kontutan hartzekoa da, bestalde, garai horretan, lan guz-

tiak IR-n egiten zirela,

XIX. mendearen erdian, Riemann-ek programa itzel hat egin

zuen Matematikaren aurrerapiderako, edo hobeto esan, Analisiaren_

erako. Baina une horretan ezin zen bete programa hori, Matematika-

ren agoera aski aurreraturik ez baitzegoen.

Hori bete ahal izateko, beharrezkoak izan ziren bai Weiers-

trass eta Riemann-en lanak zenbakizko funtzioez, bai Jedekind-en

lana R-ri buruz, eta, baita ere, Cantor-en lan izugarria.

Baina ez da pentsatu behar gauza guzti hauk egiten ziren

bitartean, Topologia egiten zenik. Mementu horretan beharrezkoak

zitzaizkibn teoremak eta erresultatmdk erabiltzen zituzten, beste-

rik ez; eta gainera, kasu konkretuetarako, ez beste, frogatzen

zituzten teorema horik.
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Frêchet eta Riesz izan ziren erresultatu generalak atera-

tzen saiatu ziren lehenak; Fr'Schet-ek, adibidez, espazio metri-

koak definitu zituen, distantziaren kontzeptuan oinharrituz.

Garai horretan metodo axiomatikoak modan zeuden; horre-

gatik orduan erabiltzen ziren kontzeotu topologikoetarako hain-

bat axioma zegoen. Hausdorff izango zen axioma guzti horien

artean sistema sinple bat atera izan zuena.

Beraz, Hausdorff-enganaino heldu arte, Topologiaren erre-

sultatu batzu erabiliak izan ziren, baina isolaturik, koheren-

tziarik gabe. Beharrei begiratuz erabili ohi ziren soilik, gai-

nera.

Hausdorff-ekin Topologia Matematikaren beste arlo bat iza-

tera heldu zela esan ahal dugu, zeren aurrerantzean, Topologian

egiten baitzen lan, eta ez beste arloetarako erresultatuak lor-

tzeko asmo bakarraz.

Garai horretan ere, Alexandroff eta Urysohn-ek espazio

konpaktuak definitu zituzten; beranduago, Certan-ek, iragazkiak,

eta Banach-ek, espazio bektorial normadunak ikasi zituen.

Guzti honekin, Topologia mamituz zihoan, baina arlo mate-

matiko gisa, guti gora behera orain ezagutzen dugun bezala, oso

gaztea da Topologia, hirurogei bat urte bakarrik baititu.

Beraz, guk orain Topologia gisa presentatzen duguna urte-

etan zehar landu eta depuratu dena da. Topologia, erresultatu

partikularrak generaldu nahi izatetik jaio zen. Hau da, Anali-

sian erabiltzen ziren teorema eta proposizio asko, behar

mementuan frogatu beharrean, Topologian lantzen ziren. Horrega-

tik, Topologiak ez du zentzurik Matematikaren beste arlo batzu-

ri loturik ez badago, arlo horietan behar diren tresnen bildu-

ma baita.

Adibidez, Analisi Matematikoan lan egiten dugunean, nor-

malki, espazioak erabiltzen ditugu. Espazio hauek oso pro-

pietate topologiko onak dituzte, normadunak (eta halabeharrez,

metrikoak) baitira. Espazio normadun generalen propietateak eta

portaera Topologian ikasita ditugunez gero, ez dugu zertan Ans-

lisian berriro ikasi eta aztertu behar; beharko ditugun memen-
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tuan aplikatu besterik ez ditugu egingo.

Eta beste horrenbeste Analisi funtzionalean erabiltzen di-

ren espazio arraroago eta sofistikatuagoekin.

Topologiak, be, abantail handi bat eskaintzen digu: teo-

rema bat han fogatuta badugu, kasu partikular guztietan erabi-

li ahal izango dugu, sinpleki,textuinguru berria pixka bat az-

tertu ondoren.



LEHEA/ 6-AlA 

ESP	 0 TDPO co 6-1 . k011k 

- Topologien eraiketa inguruneen bidez.

- Topologien eraiketa irekien bidez.

- Bi bide hauen baliokidetasuna,

- Ireki eta inguruneen oinherriak.



ESTAZIO TOPOLOGIKO;1/4K

Ikus dezagun, ba, nola defini espazio tonolo•ikoak; hau

da, esen dezagun multzo batetako topologia bat zer den.

Har dezagun multzo bat, X; X-en edozein elementutarako, p,

biz (1,(11) ondoko propietateak betetzen dituen X-en parteen bildu-

ma bat:

I.1) x E ,u(e)

1.2) IA E	 (r)

1.3)	 ( (p)	 C	
(L. ( / 2 )

1.4)	 i/	 (1,( (p)	 L(	 II	 (rl

1.5)	 E uyi badugu, existitzen da n-ren inGurune

bat, V, non rEV C	 eta	 uit(q) baitira.

V(IV-ren elementuak p-ren inouruneak direla esaten dugu.
Defini dezagun orain X-en azpimultzoen artean tipo berezi

bat:

1. Definizioa.- A CX multzoa irekia dela esaten dugu bal-

din A bere puntu guztien ingurunea bada. Multzo ireki guztien

multzoa	 deituko dugu.

Aurreko definizioetan ikusi ahal izan denez, inguruneen

kontzeptua lokala da, puntuei lotuta baitago; irekiek, aldiz,

ideia global bat adierazten dute.

Geroago ikusiko dugunez, topologia bet inguruneen bidez

edo irekien bidez definitu ahal da, prozesu simetriko bati es-

ker. Oso inportante dira teoria honetan bi kontzeptu osagarri

horik.

Froga dezagun orain topolliak definitzeko oso interes-

garri gertatuko zaigun teorema bat:

1. Teorema.- X multzoaren edozein puntutarako ingurune-

-bilduma bana badugu, bilduma horiekiko irekiek ondoko propie-

tateak betetzen dituzkete:
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1) , X irekiak dira.

2) ViEr, A i irekia bada,Ai irekia dateke; hau

da, irekien bildurak irekiak dira.

3) A l ,	 , A n irekiak badira, /11 Ai irekia da-

teke; hots, irekiak kopuru finituan ebakitzen

baditugu, irekiak lortzen dituzkegu.

Frogapena 

1) Tribialki, 0 irekia da.
X ere irekia da, inguruneen 1. propietateagatik.

2) Bira^Q,?Er	
Ai.	 bada,	 A.=	 date-,:61	 /

ke, eta	 irekia da.

U A.	 izanik, 3 e VAL
ffir

Biz kasu honetan,r€Li k . Ikusi behar duguna zera,i 

da, (JAZ	 p-ren ingurunea dela.
n:“

	

Baina r e U	 3 i.. E I 3
#	 6,

r E	 c	 ett	 e «cr)

A,:	 (r)	 ,	 e •

3) Bira A 1 ,	 An n ireki.	 A.= 0 bada, frogatuta

dukegu.	 A. A (IS	 izanez gero, biz	 pC ()A. .
;.“

p hori A i-n izango da, eta A i guztiak irekiak

direnez gero, p-ren inguruneak izango dira.

Honelaten, (I.) propietatea (n -1) bider erabi-
.

liz,	 C di (r) dela ikusi ahal izango dugu.

Balia gaitezen orain teorema honetaz topologia bat zer den

esateko.

Leku askotan, multzoen topologiak axiomatikoki defini-

tzen dira, eta gero, propietateak, inguruneak, etab, hortik



ateratzen dira. Guk alderantzizko bidea hautatu dugu, iradokiga-

rriagoa delakoan.

2, Definizioa.- Biz X multzoa eta	 , X-en parteen bildu-

ma bat.	 topologia bat dela esaten dugu ondoko baldintzak be-

tetzen direnaan:

T.1) 15, X

T.2) Y1,5 , ,, C	 => YrA:
^

T.3) 94/4-,	 2*

Topologia baten elementuak irekiak deitu ohi dira, eta

X-en topologia bat bada,	 zeinuaz "X multzoa g to-
pologiaz hornitua" adierazten da. Hortaz, 	 espazio topolo-

9iko bet dela esan ohi de.

Adibideak 

1) X multzoa badugu,	 jry., topologie dateke.
(X, 2z) esp ezio indiskretua da.

2) Y(X) ere topologia de. Topologia hau diskretu deitzen

de.

3) X	 bada,	 topologia da.

Sierpinski-ren espazioa da.

OHARRA 

Multzo baten puntu guztietarako ingurune-bilduma bana

badugu, eta ingurune horiekiko irekiak kontsideratzen baditu-

gu, ireki horiek topologia bat osotzen dukete, lehen ikusi du-

gunez.

Modu honetan be, puntuen inguruneetatik topologia bete-

tere pasatu gara, hau da, lokaltasunetik globaltasunera. Goa-

zen orain kontrako bidea ibiltzere.

3. Definizioa.- Bira (X,Z) espazio topologikoa, eta p,

X-en puntu bet. U C X multzoa p-ren ingurune bat dela esaten

dugu baldin eta aoilik baldin U-k p daukan ireki bat bere bar-
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nean baduka; hau da, orain o-ren inguruneen multzoa 1).(r) zei-
nuaz adierazten badugu,

1:( , k%- (1,) (-=-)	 3	 r,AcIt
Argi ddgoenez, puntu bat daukan ireki bat puntu horren

ingurunea izango da, injuruneen azken definizioa kontutan har-

tuz.

Lehen, inguruneak definitzeko, axioma-sistema bat erabili

dugu (I.1, ..., 1.5). Ikus dezagun nola oraintxe eman dugun de-

finizioarekin, axioma horik inguruneen oropietateak izango diren.

2. Teorema.- 3iz (x,1) espazio topologikoa.	 IL)-(r)

delakoak ondoko oropietateak betetzen ditu:

1) X e A%-(r)

2) i“ A(r)	 rEc(

3) L(E it-(11)c	 t 113 ly

4) “  V E (17 (pl	 4t1 E

5) ue lo-w---) 3k), r Evcu	 (,(E,m)	 V.

Uainera,	 bire A , Ae

L1232pAn2

1) X irekia denez gero, tirEX, X6A)-(r) dugu.

,2) r,Ac,	 rEu.

3) U E AF (ri	 3A E 	 j rE ACtIC V "=-.)

,) 3A, 2 , r> f A C 3 .t.(4151 1/E 1t (ri

)	 € 2	 rE A CU A	 UC	 =«-)

4 
441 CA

(1. 2.	 r E C C(44-

	

c.Ag g e	
AJ E A)-(r).

3 

5) (,	 3A e	 p,4	 Ae 0(4,)

(3/
=---) .3A e ,t)-(19	 r , ,4 c GQ w	 U£4.)-(1)
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Hots, inguruneek lehen definizioan beharrezkoak zituzthn

bost propietateak, 2. definizioarekin ere betetzen dituzte.

Goazen ba, teoremaren azken zatia frogatzera.

Ezkerretik eskuinerako inplikapena ebidentea da, inguru-

neen definizioagatik.

8iz orain bere puntu guztien ingurunea den multzo hat, A.

Honek zera adierazten digu:

dyeA 3 V, Et	 x E V„c A	 baita.

V= L)	 , zeren V irekien bilduma baita, eta V 	 A
v64

dugu: Beraz, A irekia da, f.n.g.1.

Aurrean ikusten denez, bi bide ezberdin segitu ahal dira

topologia batetazaheltzeko, topologia bat zer den esan eta gero:

1) Puntu guztieterako ingurune-bilduma bana eduki, hau

da, 1.1, ..., 1.5 propietateak betetzen dituzten

multzo-bilduma bana, eta beraien bidez„ irekiak de-

finitu. Lehen ikusi dugunez, ireki horiek topologia

bat osotzen dute.

2) Espazio topologikoa zuzenean eman, hau da, multzo

bat eta hor definituriko topologia bat. Hau eginez

gero, inguruneak definitu ahal dira, eta ikusi ahel

izan dugunez, definizio horrek ematen dizkigun in-

guruneek 1. bidean erabiltzen genituhn axiomak be-

tetzen dituzte.

Hau dena nahiko simetriko da, baina gauzak guztiz argi

uzteko, edo behintzat,erresultatu on bat lortzeko, segituriko

bi bideek beliokideek izan beharko lukete.

Gure nahi hau bete egiten da, zeren ondoren bi teoremare-

kin frogatuko dugunez, berdina baita bide bat edo bestea har-

tzea, azkenean gauza berberera helduko gara eta.

Aztertuko dugun lehen partea hauxe da:
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3, Teorema.- (X,	 espazio t000logikoa emanda, tir- X 47(p)
sortzen zaigu; baina lehen bideari jarraituz, X- en puntu guz tien

inguruneen bidez,	 topologia definitu ahal izango dugu.

Nahi genuen bezala,=	 berdintza dugu.
T/

Froqapena.- llakigunez, A	 p e A, A e q,-(f))

Baina lehen definizioagatik, A E	 C=--) A d 1,Yr), t/P E A.

Beraz, A e	 A E 2	 =	 , f.n.g.1.

4. Taorema.- Biz orain X multzoa.	 p E X,	 • • • (I.5)

propietateak betetzen dituen X-,en parteen bilduma bat badugu,

topologia eman ahel dukegu, eta (X, ) espazio topologikoa

ukan. Espazio t0 0 0logiko honen bitartez, V p E X, p-ren inguruneen

multzoa,1)-(pl, ukan dezakegu. Froga dezegun V p6 X, (11(r/ = 41-9/)

berdintza dugula.
(1`4if

FrooaDena.- Biz p E X; U itrcr/w3 A, 7 3 pEACu,

(+.141
1381.na,	 A E 4,1(y).

(r3Ì

Beraz, U E 1)-(r)) 1:ACti	 A	 e 12,((tV	 dugula.

Biz orain, berriz, UE V(p)• (I.5) propietateagatik,

‘U1,/(14) ) pevCU	 dgcV, 1.1e V('3)-

Biz W =çyc X I V 6.	 Argi dagoenez, W C" V eta p 6 W ditugu.

Froga dezagun W irekia dela, hau da, v z e W, We 11(2/ dugula.

Biz zE W. Halabeharrez, V d- 	 Berriz (I.5) aplikatuz,

G .f./(?/ ; z E G cV A V d	 (rl, dr E G.

W-ren definizioagatik, G C W dugu, eta G z-ren ingurunea

denez gero, W ere z-ren ingurunea izango da.

Beraz, W	 , z W-ren edozein elementu ‘sitzen.

Frogatu dugu, ba, t/ U itari, 3 W E	 , p	 U.

Honelatan, U E lf(r)dugu, nahi genuen 1. egez.
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Guk ikusi ditugun bi metodoak oso narmalak et.3 erabiliak

izaten dira Tonologia aurkeztean, haina ba dajo guttienez beste

bide nahiko normala: hertsidurarena; hurrengo gaian ikusiko dugu

multzo baten hertsidura zer den, baina guk ez ditugu hemen topa-

logiak hertsiduraren bitartez definituko, beste metodo bat aur-

keztea oso astuna baiIitzateke.

Inqurune eta irekien oinharriak.

Puntu baten inouruneen oinharriak 

Bira (14,(x) x-en inguruneen multzoa eta 63(x) C 2((x).

Baldin (x)- f,st edozein elementuk gutienez (Š(x)-en

elementu bat bere barruan badauka, ?g(x) x-en inguruneen oin-

harri bat dela diokegu.

Bistakoa da puntu baten ingurune-oinharri bat edukitzea

nahikoa dela puntu horren ingurune guztiak ezagutzeko.

Esp azio topolopiko baten irekien oinharriak 

Bira (X,	 espazio topologikoa eta 	 azpimultzo

bat,	 . Espazio horren edozein ireki 63-ren elementuren bil-

dura bada,	 (X, %) espazioaren ireki-oinharri bat dela esa-

ten da.

Proposizioa.- Biz (X,	 espazio topologikoa eta 2 -ren
azpimultzo bat, 65. Honelatan, ondoko baldintzak baliokideak
dira:

i)	 (x,a) espazioeren ireki-oinharri bat da.
2) V 1:1	 eta V p E 0	 3 Re	 13( Bc0.

3) X-en edozein elementuk	 -ren elementuz osotuta-

ko ingurune-oinharri bet dauka.

Frooapena

(1) =4(2)

Bira 0 e	 eta p E 0. 1. ataleagatik, 0 =	 B	 B (3-ren
.1	 .

elementu batzu direlarik.

Halabeharrez, 3.k 0 3 p E BA.c 0, f.n.g.1.
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(2) --=--(1)

x X, biz 63 (x)	 61) I x E 3

63 (x)-Rn Rementu guztiek x-en inguruneak direle

da.

Jekos;,gun	 (13(x) x-en ingurune-oinharri	 dela.
3iz U	 (x). Inguruneen propietateengatik, J 0 irekia,

non xc C CU baita. (2) aplikatuz, 3 Bx E J3 ,	 X 2 x c p,

eta definizioz, B x E 63( ‘); bersz, V U c	 (x)	 d c A3 (x)

x GDCUU. Honelutan ba, ‘3(x) x-en inguruneen oinharri bat

da, f.n.g.l.

(3) -=--->(1)

diZ	 U E	 ; duki ,Jonez,	 V x	 (x).

3. atalean oinharrituz,	 3 d x	x E dx c

Beraz, 3 = U 13 , hau da,	 -ren elementuren bil-
,E0

dura da,

Ikus Hezagun orain gero erabiliko dugun definizio bat,

eta berari lotuta dagoen zenbait propietate:

Definizioa.- Bira multzo ba i:, X, eta X-en definituriko

bi topologia, .? eta 2 ( .	 C	 baldintza betetzen

,2	 baino finagoa dela esango dugu.

Proposizioa.-	 topologia ,	 baino finagod hdda,

xE X, x-en	 -ingurune guztiak x-en	 -E?_'-inguruneek dire-

la ebidentea da. Ba dugu ere alderantzizko erresultadu bat:

V x6 X, I-1,	 I-5 propietateak betetzen dituzten bi mul-

tzo, 2/((x) eta 1)- (x) (t/(x,,UMeY(g) baditugu, bai t((x)

tipoko multzoen bidez, eta baita ere, V- (x) tipokoekin tOpo-

logia bana defini dezakegu: 2 eta	 . Orduan, V X X.

4L (x) C '1,7- ( x) 	 betetzen bada, p C 2/ dukegu.

Proposizio honen frogapena tribiala da, inguruneen eta

irekien definizioak kontutan hartuz.
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- Multzo hertsiak.

- puntu itsatsia. Puntu isolatua.

Akumulapen puntua.

- Multzo baten hertsidura.

- Multzo baten barnea.

-Multzo baten muga.

Multzo dentsoak.
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ES? 7 I r TOPC3LOIKC E3TEKC rILT -7 "	 PnTU CHGARTUAK

Es p azio trolcqiko b;:tetan eta multzo irekiez gainera,beste

multzo batzu ere nabermentzen dira;Adibidez,multzo baten ingu-

runeak.EsnazI.oko multzo bat hautatzen denean beste multzo eta

puntu ugari agertzen dira.Hemen,multzo eta numbu hoien defini-

zio eta oropietateak ikusiko ditugu,zeren topologiaren kontzep-

tua ulertu eta finkatzeko oinharrizkoak baitira.

Multzo hertsiak. D2finizioa. 

A multzo bat hertsia dela esango dugu,bere multzo osagarria,Al,

irekia denean.

Esoazioko multzo hertsien familia% 1 deituko dugu.

Teorema.

Z-rT
familiak ondoko prooietateak betetzen ditu :

(i)rj ,
(2) ÇC.1-ren edozein azpifamiliaren ebakidura,multzo hertsia da.

	 >111F,.:45.1

(3)	 ren edozein azpifamilia finiturenbildura,multzo hertsia

da.

Ft. k.) ...uFn	 't1

Frogapena.-

( 1 ) 4)4k 	 	 . Bestalde,x 	 	 Mi

(2) 4. F",-/u/‘	 3 kAz1:6111c
	  yptzÝ,

(3) ,	 ,	 , A,,e‘C 	 =A1,

F LU 	 FA =A‘»	 ...f\AnVel
Oharra:Ikusten dugunez,	 topologia da.

Puntu itsatsia.Puntu isolatua.akumulapen puntua.

Bira A E-ren azpimultzo bat,eta xC E.

Definizioa : x puntuaren ingurune guztiek guttienez E-ren e-
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(1) 7. % (Bistakoa denez).

(2) AC.Bc..B—;5 _ A bere barnean daukan multzo hertsi bat da•-•

7C 5- .

(3) A hertsia da eta berau,bistakoa denez, 7 bere barnean du-
~ —

ten hertsietarik ttikiena da.Beraz,A = A.

(4) A , BC At-,B -A- , r4Cr-Ud,....›ZIATCAU8 	 	  _ —
:),F1 l./B = A OB.

A C.A ,BC73--)A V B C7;0171 __>E1 ki ti C.AU tl

Era berean zera frogatzen da : A kt.)... liA,, = A ,k.) ... k) A n .

(5) A hertsia dada,orduan A bere barnean daukan hertsietarik

ttikiena da	 A = A .

Halaber, A = A	 A hertsia da.

Oharra : (4) ordea ezin heda daiteke edozein bilduratara zeren

nrultzo hertsien edozein bildurak ez baitu zertan multzo hertsia

izan behar.

Gainera pro p ietate honek ez du balio ebakidurarako,nahiz eta

ebakidura finitua izan.

Adibidea : Bira E=P , A=Q eta B = I .

7 ii = IR (A=R;B=1,1 baita )

VI.A;)	 A
Teorema :

A. multzo baten hertsidura,Z, eta A-ren puntu itsatsien multzoa

berdinak dira.

T	 E I L1(\ A	 13	 U eV.fCTA

Frogapena.-

-A- = n)IF hertsia l AGFII eta	 r3c	 1_1(\ A	 Ue‘414multzoen

berdintasuna frogatu behar dugu.

a) Biz p A-ren ountu itsatsi bat.

p4	 F bada,orduan oE(0	 = A .Baina A hertsia denez, 7,"‘

-4Beraz,	 1:7 n13".
An B = -T7/ = )4,	 — —
Inklusio bat dugu soilik :	 An B

Halaber,multzo hertsiek ondoko erlazioak betetzen dituzte :
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da eta halatan, p-ren ingurune.
I	 —1

Bestalde, AC A eta A n A =	 An A =	 .Beraz p ezt zen
-- I

A-ren puntu itsatsia izango,zeren p-ren ingurune bat,A

existitzen Uaita, "7'n A = (izanik.Hau hipotesiaren aurka

doa.Horrela,peT .

b) Biz orain pe Teta suposa dezagun p ez dela A-ren puntu
itsatsia.Orduan,U,p puntuaren ingurune ireki hat existituko

litzateke, u(l A = � izanik.

Baina U l multzo hertsia da eta AC:U i ,	 U1.4 oyT.Hau hi-

potesiaren aurka doa.Beraz, p A-ren puntu itsatsia da.

Teorema.Multzo hertsien karakterizapena.

Biz F, AG E. OrduanT =

Bereziki,A hertsia da baldin eta soilik baldin AdC. A bada.

Frogapena.-

AjC-A eta AGA beti gertatzen direnez,orduan A U A4C.A

Biz orain xer.
1) xcLA bada,orduan,bistan 	 UAd

2) x 4A bada, x A-ren puntu itsatsia denez,ondokoa gertateen

da

v U dijoo, u	 A	 )

Beraz, xe.A C.AUAci

Horrela, TC-AUAci

Bestalde,badakigu A hertsia dela baldin eta soilik baldin

A bada. Orduan 7. = AL)A4 denez,A hertsia izango da bal-

din eta soilik baldin A4c.A bada.

Multzo baten barnea.Definizioa.

Biz ACE.A barnean dauden multzo irekietarik handienari A

multzoaren barnea deituko diogu eta A idatziko.
0
	 irekial UC.F1

Bistan denez,A beti existitzen da.

Propietateak

(1)2 = E .
(2) A C-A
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e	 o
(J) A	 A

-9–	 e
(4) (A(No)	 Ani§'

Frogapena.- Hertsiduraren propietateak frogatzen diren bezala-

tsu frogatzen da.

Teorema.-Eragiketa topologikoen arteko erlazioa.

o
Biz ACE= Orduan,A =	 .

Bereziki : A irekia da..(0.==>A = A bada.

Frpg.apena.-

C.S A	 A CS 1 s Or dUan, UC A betetzen duten multzo irekiak,

F	 betetzen duten multzo hertsiak dira.
I

A =1/44F1 I F hertsia, A IC	 kF/F hertsia, A% C.FIg]	 =

Ikusi dagigun orain bigarren zatiaren frogapena.

A irekia bada,orduan A-ren barnean dagoen irekietarik handie-

na da==> A = A .

Halaber, A =	 irekia da.

Definizioa-

Biz AC.E .A multzoan dagoen x puntu bat A-ren barne puntu bat

dela esango dugu,ondoko hau betetzen duenean :

3DeV)00,UCA izanik.

Bistakoa denez	 =Stxe Aix A-ren barne puntua da)1

Multzo baten muga.Definizioa.

Biz AC E * A-ren muga multzoa hau da : A*=7(171.

Ondorio gisa, A* beti multzo hertsi bat dela dakusagu.

Halaber t A*=(AI)*.

Bestalde pe E, A-ren muga puntu bat izango da soilik p-ren e-

dozein ingurunek A eta A -rekin duen ebakidura hutsa ez bada.

Beraz, A' .k„„ E) p A-ren muga puntua da

Teorema

Biz AC E	 Orduan :

(1) A*= ra" -

(2) A'nZ
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(3) A = AvA*

(4) E = A 1.1Fr411A 1	bildura disjuntua da.

Frogeoena.-

(i) A4‘.= 7n7r = 7n( n1 =7 r1A' 1 =	 - A

( 2 ) A4k = A -	 =0"

(3) AU	 7ko(7nV )	 (um)(l( 'Rk“') .7nE

( 4 ) A4i t)T1 1 	 AI41" U tAi	 A
A4* = A fr*

Orduan AU	 =	 = E

Beraz, E	 A3‘UUA°1	.Bistakoa denez,bildura hau dis juntua

da.

Multzo dentsoak

Definizioa.-	 = E bada, DCE dentsoa dateke.

Teorema

D E-n dentsoa izan-jo da baldin eta soilik baldin edozein mul-

tzo irekik D ebakitzen badu.

Frogaoena.-

Bira D multzo dentsoa E-n,eta A 	 multzo irekia.

Biz a E ACTS = E. Orduan a E multzoaren pc;intu itsatsia da.

Beraz,	 V u c	 u fl D

Bereziki, An	 A a-ren ingurune irekia baita.

Demagun orain edozein multzo irekik D multzoarekin duen eba-

kidura ez dela hutsa eta biz xE E.

4-11GYRA3A irekia non xE ACU eta An D	 D

Beraz, x e-77 tx	 = E .

I
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ADIBIDER

a)	 (	 espazio topologikoan.

e oinharrizko topologia deituko dugu.

= (a, b	 a,bE

lo, Co, .-] 10,1)

..

4o, A‘r

..

co,fl
, , ,

L-01 't.M.-] V)A) 4's'i t°A3 9'š

•?kinks„,,i (01/U{%,N 4°M V,̂ ifnctsi `°'

.12 )* 32 dz Ĵ 0

2 Z 9Š -2: 52(

n ►w(1,,,lksi to,231/4)44 (o ilault,i-) .0,1,2,3) to,2.] szÇ

›Í 1P- I► _

b) , ( R,t-ct ) espario topologikoan.

eskuineko topologi• deituko dugu.

= ( r	 rE

.C°A 7� (....°°,1 --f3°//1.1 Ge4/ 61 (--/0)‘.(49° 1n-

to, 17,3 (0i 0Q) IR. TR.. ( - Nr 03 e _f>., °) 1.--rY-j

•1 1Ary N yi ( – 05 k) (-90/ &.3 ( - r)9 &J r6 iii-,nr*k. Ck._

.t. ( -c,o) ( --('-/ 03 ( -P9 133 l-o,zAkilkA	 2..
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1-11 .12V12 GA RE/V 

EsPA2-i0 TOPoLO 6-1 KoE/V 14- le-TE l< 

Fv/vr 2 / .0	 ,

Sarrera,

Aplikazioen sailketa topologiko globela.

- Aplikazioen sailketa topologiko lokala.

Etengabetasun gibbalaren kerakterize-

penak.

- Aplikazio stengabeen propietateak.

Adibideak.
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E3PAZIO TOPOLOGIKOEN AFITEKO FUNTZIOAK

1. Sarrera
(X:)estruktura topologiko batetan, alde batetik X multzo auskarria eta

bestetik irekien familisk osatzen duon g,topologia berciztu behar ditugu.
Arrazoi honengatik(X,L1 eta 	 ostruktura topologikoen gonbarakota
egiterakoan, X eta Y multzoen elementuen arteko erlazio edo elkarpide batez
hasi beharko dugu, non a posteriori gueta Š.,,topologiek parte hartu beharko
baitute.

Dakigunez bi multzoon arteko elkarpiderik interesgarrienak aplikazioak
dira. Har dezagunorduan f: X multzotik Y multzorako aplikazio bat f: X--zY

• Zein eratan erlazionatuko da f aplikazioa g,sta	 topolosiekin?
Hau bi eratare egin daiteke: lokalki eta globalki.

Lokalki: X multzoti,k puntu bat hartuz, bere irudia Y"multzoan kontsideratuz
eta puntu bien inguruneak kontutan hartuz.
- Globalki:	 eta g4topologien irekiak hartuz.
Sai inguruneak eta bai irekiak multzo euskarriaren zatiak direnez, ezingo
dugu f: X -->Y aplikazioa hartu, baizik eta ondokoen aplikazioren bat hartu
beharko-dugU:
-.I'F'(X)--..›Cf›(Y) I .edo	 .;F(Y)->C7(X)

Apikazis bi hauk honela definiturik daude:
f:	 (x)	 f(A)=-1 f(x) /x0A Ç#C1' (Y)

13.‘- c? (Y) ---> #19)=-1:x4c X /f(x)ec B (I -f (X)
Gogora dezagun laburki funtzio hauek betetzen dituzten propietateak:

1118 f: 5'(X)--->C7(Y) aplikazioak betetzen dituen propietateak:
-	 ..,)f(A.)c f(i2Q.

f (A4) U f(PQ .
A,,erQ (X)

-f(A.MAc f (A4) () f(A4).
,-f(A,- A4) ›r(A)	 f(PQ
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&& f;?(X) --> c? (X) aplikazioak betetzen dituen propietateak:
=	 f'(8,) c f"(%).

- f-(13,u94)= f"(%) U
- f•(8,nE3,). f"(EQ
- f..(B4) - f.. ( EQ •
- f.05=U'(9)]'•

2. Aplikazioen sailketa toPologiko olobala
Bira (X ,Š4) eta (Y,Š4 espazio topologiko bi eta f: X	 aplikazio bat.

Ondoko kasu hauk eman daitezke:
1) Y espazioaren ireki bakoitzaren irudi inbertsua, X espazioaren ireki bat da,

halegia:	 f'(A)
f"(054f-(8).r, VB49-'(Y) propietateaz baliatuz, aurreko propietatea eta
ondokoa baliokideak dira: Yespazioaren hertsi bakoitzarem irudi inbertsua
X espazioaren hertsi bat da, halegia:
Hauetariko propietateren bat betetzen denean ( bestea berehala beteko da,
baliokideak baitira) f: X--•frY aplikazioa, etengabea dela esango dugu.

2) Y. espazioaren ireki bakoitzaren irudi zuzena, Y espazioaren ireki bat da,
hots: f (A)4:8e»VAc:"Š.k.	 edo:
f:	 f	 cP(y).

Kasu honetan f aplikazioa irekia dela esaten da.
Kontutan har dezagun(f-T: f denez, f aplikazioa irekia izatea eta f"ap11.-
kazioa etenoabea izatee baliokideak direla.

3) X espazioaren hertsi bakoitzaren irudi zuzena Y'espazioaren hertsi bat da,
hots: f (C) Ze, VCEBs	 edo:
f: C•jc q' (X)	 f (C)Z.:c. (7 (y).
Kasu honetan f aplikazioa hertsia dela esango dugu.

Pentsa dezakegu, aplikazio'ireki eta aplikazio hertsiaren kontzeptuak
baliokideak direla, baina hau gehienetan ez da gertatzen, zeren f(A) eta

[P(A)Yez baitira berdinak izaten. (f bijektibo bada, orduan f(A)45A)].)
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4) Aurreko hiru kasoen konbinaketak eman daitezke, hots: aplikazio ireki eta

hertsiak, aplikazio ireki eta etengabeak, aplikazio hertsi eta etengabeak,•

edo hiru kasuak batean.

Oso garrantzitsua da aplikazio bijektibo, ireki eta etengabearen kasua,

baina kasu hau geroago aztertuko dugu sakonki.

3. Aplikazioen sailketa topoloqiko lokala

Bire, lehen bezala,, (X,L) eta espazio topologiko bi, f: X anli-

kazio bat, x.puntua, X espazioaren puntu konkretu bet eta f (x.) bere irudia Y

espazioan.

Ondoko kasu hau eman daiteke:

- f (x.) puntuaren U ingurune bakoitzaren irudi ibbertsua, x,puntuaren inguru-

ne bat da, halegia:

fb)e4..1 ()4 , v-u‘ ij Ef(x,,)] edo:

u.s.(1fr(x,ijR(v)	 cip (x).

Kasu honetan f aplikazioa, x.puntuan etengabea dela esaten da.

Gero ikusiko dugunez, aplikazio etengabe eta puntu bakoitzeenn aplikazio

etengabearen kontzeptuak baliokideak direla frogatuko dugu.

4. Etengabetasun plobalaren karakterizapenak 

TEOREMA.- Bira	 eta (Y,WQ espazio topologiko bi eta	 x--r•Y aplikazio
bat. Ondoko pronosizioak baliokideak dira:

1) f aplikazioa etengabea da, hots: f-4(A),E IL„ VA.c21..
2) Y espazioaren hertsi bakoitzaren irudi inbertsua X espazioaren hertsi bat

da, hots: f" ( C e£Z.: vC E ya

3) Y espazioaren oinharri baten multzo bakoitzaren irudi inbertsua, X espazio-

aren ireki bat da.

4) f aplikazioa, x. X espazioaren puntu bakoitzean etengabea da, halegia:

X.E x, v u,41fr(x,)] , .4(u)£41(x.)
s) vx.x	 vuctif• (x.)] -)3 v44.1 (x.) /	 f(v)c U.•
0) f(A)c f(A) , vA x
7);;T3-)#"([3.) , y8c Y
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(1)C.---->(2) : Gogora dezagun f-'(95{f"(3)] dela, eta hemendik frogatu nahl.

genuena.

(1) --=)(3) Har dezagun	 oinharri bat izanik.

f aplikazioa etengabea denez Y espazioaren ireki bakoitzaren

irudi inbertsua X espazioaren ireki bat izango da, eta berezilci

.oinharriaren irekien irudi inbertsuak X espazioaren irekiak

izango dira

(3.) => (1) : Biz	 espazioaren oinharri bat,eta suposa dezagun

f"(B).s&.VB&-i3.., dela.

IContsidera dezagun A, Y espazioaren edozein ireki bat:

oinharri bat denez, A= 	 izango da, non iB,,/Ac I

baitago, halabeharrez f (A)=	 f...(E3i) 4

zeren f"(0.)	 VA£1

(1) --=>(4) : Demagun x.."X puntu bat eta kontsidera dezagun Y espazioan f(x,‘?

bere irudia. Biz Uctl [f (4].

Inguruneen definizioaz , 3 A.x&a, non f(>c,) E Ac U baita, halabehar-

rez x„ef (A)c f (U) ETa f"(A), Y. espazioaren irekia denez,

halabeharrez f."(U)0 (x.).

Honela f aplikazioa X espazioaren puntu bakoitzean etengabea dela

frogatu ciugu.

44) ==> ( 5)	 Demagun U4444(x.)] eta kontsidera dezagun V= f"(U).e4...10Q (4. pro-

pietatea betetzen delako). .

Argi dago f(V)c U dagoela eta honela 5. propietatea betetzen da.

(5)	 (6): Biz AcX eta p c A puntu bat. f (p). f (A) betetzen dela froga-

tuko dugu, Urlf(A)#91 , dUctU[P(p)] dela ikusiz.

Har dezagun Uc itl[f(p)] 5. propietateagatik: 3 vi_1(p) non

f (V)c U baita.

pcA duelako , orduan 0#1(APV izango da, eta hemendik:

q1# f(A/IV)cf(V)(1f(A)cUif(^.)0, halabeharrez: f(p),e.fTr\).

(5) =.--)(7) : Demagun BcY eta	 Doki,,unez f(A)c-F(7,-) dago eta

henendik f(i)cf7r,"= 	f"(G)1.-Gnf(;:)cE; Orduan:

)=Ac	 (,"j]c.f.-.(5);
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(T)	 =cY	 7. pro^.:n.etaten 5etetzen dencz:

(2 lirtsa dloko)

f— (14zf (2)- p=platc!= beti 'cotat.,_en da eta propietate bi haue-

tatik: f(0)=f(73) izango da,hots, Y ospczioaran cdozein hertsiaren

iruc"i inlJortsua, X cspazioaron hertsi hat da, hots, f aplikazioa

otengabea da.

5. 221.1.kazio otonc.aboan propietateak

Demagun X, Y eta Z hiru espazin topologikc:. Ondoko propietateak betetzen

dira:

(1) f eta g aplikazioak, f:X -->Y; g: st• —>Z etenoabcak hadira, a-

plikazioc, ctengabea da, hots, hi aplikazio otangaboan konposaketa apli-

kazio otongabe bat datekc.

(2) f:X —DY aplikazioa etengaboa bada cto Ac:X, X espazioaren azeiespazioa bada

orduan	 f aplikazioaron A azpiespaziorako murrizpena etengabea

dateke.

(3) aplikazioa etengabea bada, eta f(X) espazioa cragindako topologiaz

kontsideratzen badugu, ordunn f :X —>f(X) aplikazioa etengabea dateke.

Frogapena

(1) Dakigunez (g.f)=	 da.

Demagun A, Z espazioaren ireki hat, frogatu nahi duguna zera da:

(g.f) (A)4	 daela.

Hipotesiz: dAsz.3a	 geA)y eta VAdc gr, f (A)d£Š,., dugu.

Har dezagun orduan Z espazioaren A edozein ireki

(g.fitA)=-(f:d1(A)=?"[D'(A)]	 cta g(A)	 deenez,orduan

f“V(A)]	 . Eta honela frogatu dugu nahi genuena.

(2) Biz	 aplikazio etengabea. Kontsidera dezagun fA:A~Y'aplikazioa,

non =f/A haita.

Biz B, Y espazinaren multzo ireki bat. f:(9)=f'(B)nA denez eta fr'(8),

X espazioaren ireki bat dencz f:(B)(1A, &o4 topologiaren ireki bat

izango da.

Esen dezakegu orduan fA aplikazioa etengabea dela.

(3) f(X) espazioarnn irekiak, 13(1f(X) eratakoak dira, non BdzILY baitaL

Har dezagun f;.BrIf(X)) multzoa

f‘,"(90 f(X))=f-'(9/I f(X)),-?..(3)/1X.?"(9);-.
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f mUltzo ir21 hnt da, znron	 0.,:engaca	 holaehnr:az•

nf(1) irekia :1:.zon=o dn etr.".	 -> r(;:1) atcngabaz dcla frogatu dugu

6.:kdibidoak

Ikus ditzagun nrain odibido garrantzitou hatzu:

(1) Har ditzagun orain X	 Y cspazio topologiko hi. r,:dozein onlikozio kons-

tanto	 non f(x)=Y-Vxd5X baita, aplikazio atangabea da

E1:9WEL22

Y espazio topolagikoaran artean bi pasibilitate dauda: alde botetik y.pun-

tua beren barnean daukaten irckiak daude cta hostetik bcren barnean Y,,Puom

tua ez daukatenck.

- Har dezagun	 non y..-Abaita.

f (A)=.n , halegia bnre irudi inbartsuo X espaz±o osoo da,	 r3.5FCZi0,71 nooki

irekia izanik.

- Demagun orain	 non	 3	 ba:i_ta.

Knsu honetan f (9)=0 <£. g. , halogia irekiaron irudi inhertoun multzo

hutsa da eta dakigunez multzo hau ireki hat da.

(2) Bira	 eta (x,&) ospazio topologiko hi,multzo cuskarria hcrhara dutenak

eta kontsidera dozagun i:X -->X aplikazio identitatna: i(x)=x 	 Vx.5X.

Ondoko posibilitate hauk eman daitezke:

a) i:X -*X etengabea izatea.

Zer esan nahi du honek?
\G.1,~<7 koC.5,/

i aplikazioa izoteagatik: da,

hots, VAE.&z. halabeharrez	 , halegia

b) i:X--*X aplikazioa irekia izatea, hats,	 hainn

hots,	 VAdz.-25., halabeharrez Ae25a 	 hots I	
c) i:X--> X aplikazioa, ez otengahea otn oz irakia izatea, kaou honatan

ezin ditzakegu g,etak topoloniak gonbara.Iz dirn gonharagarr:thk.
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=0=1

1. Sarrera 

Aurreko teman aplikazio etengaboak aztortu ditugu.Aplikazio atomabeen ar-

tean badauds tatzu oso interoseak d!l'onak:"honoonoramoak" halogia.

Hauk izango dra orain aztertuko ditugunak ota bere:Iala 	 duuu,	 es;x:-

zio topologiko gonbaratzerakoan, nolako uarrantzia duton.

Pentsa dezagun bi espazio topolocko dugula	 eta (Y,Š.„) ota	 eta Y

tzo ounkarrien artean f aplikazio bijektibo hat dagoala f:X

f: q)(X)-->C7(Y), eta f

	

	 aplikazin olke.:1:idask bi,jekt!boak„

izango dira ota gainera bata besteal .en inbertsua.

Aurroko teman ikusi dugu nolako propietatook botatzen eituzten aplikazin

hauek, baina f aplikazioa bijektiboa denoz, ondoko hiru propetata 'neuk srn be-

teko dira:

- f(:,./),,)=f(q n f(A;i

- f(ArFQ.-- f(A)-fN

[f(Asn'

Gogora dezagun nornalki hau sz 	 r.:7›.rtatz7n,

- f(A,i1N	 f
V A..A...E--cP(x)

- f(ATP.Q.	 (,.^Q-f(A

baizik.

Suposa dezagun halaber f cplikaziea ntangabea ete irekia dola, odo baliok:t-

dea dena: f eta f ' plikaziaak etengabeak dirola.

Pentsa dezagun egoera tonologiko oso on batetan gauCelo, zeren bijekzio bat

dugu, ez bakarrik multzo euskarrien artenn, ba=1.zike ota topologien artean ere.

Baldintza hauetan, X ospazioaren adozein propietate to;)ologikoa, Y espazioarn

propietate topologikoa izango da cta alderantz.lz.

2. Definizioa

Demagun	 aplikazlo bijektibo bat. f aplikazio "inu eta	 cplika-

zioak etengabeak badira(edo baliokidea dena, f aplikazioa etengabea eta irekia

bada) f homeomorfismo bat'dela esaten da ata honela idazten:
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	ota Y espazio topologiko hi honemerfoak direla osanno dugu eta	 idatzi

sberen artsn honeomorfismo bat definiturik badago.

3. Home=rfismeen ksrakterizsponak

Ikus dezagun orain homeomorfismoek beti betetzen dituzten propietate batzu:

TEO=A.- Biz f:X->Y , sta Y espazio topologikoen arteko aplikozio bijekti-

bo bat. Ondoko propietateak baliokideak c!ra:

(11 f aplikazioa, homoomorfismoc da.
(2) f aplikazioa, etengabea eta irckia da,

(3) f aplikazioa, etengabea eta hertsia da.

(4) f(A)=f(A)	 VAcX

Frogapena

(1)~(2) f aplikazioa homoomorfismo izateak, f eta f 'aplikazioak etengabeak

dirula suposatzen du.

f splikezioa irekia izatea eta f -'aplikazioa otengabea izatea balioki-

deak direnez,frogatu dugu nchi genuena.

(2)~(3) Hemon frogatu behar-duguna zera da: f aplikazioa irekia dela baldin

ota soilik baldin f aplikazioa hortsia bada.

f aplikazios hijektibo denez: f(1=If(A)] 	 VAAciLi.

eta hemendik froeatu nahi genuena.

(j).5>(4) f etengabea denez, halabeharrez f(A)cjP.

AczA, halabeharrez f(A)cf(A), eta f(A) nultzo hertsia da, zeren f a-

plikazioa hertsia baita.

Orduan f(A)cf(A), zoren definizioaz -Fra multzoa, f(A) bere barnean

duten hertsietatik txikiens baita. Eta hemendik:

4 (,-.04.1()]

(4) ~)(3) Orain f(A)=f(A), kiAc:;Z	 dela suppactuko dugu.

f(A)=f(A), halabeharrez f(A)cf(A) 	 izango da eta haubal-

din eta soilik baldin f aplikazioa etengabea bada gertatzen da.

Har dezagun orain Acs;. n multzo hertsi bet. A hertsia delako A=A ger-

tatuko da eta kasu honetan f(A)=f(A)=f(A) dugu eta f(A) multze hertai

bat da, hots f aplikazioa hertsia da.

f(ijdf(A) I

7 M cf()
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4. HOmoomorfismoen tipoak.

Kontsidera dezagun hemen, espazio topologiko guZti gn klagea. Ikus dezagun

nola klase honetan homeomarfismoa baliokidetasun orlazio bat den:

x=--." , zeren i aplikazio identitatea homeomorfismoa baita (i: X.;-7';<)

– Suposa dezagun X eta Y espazioak homeomorfoak direla: X 	 halabeharrez

f aplikazio bat egongo da, non f homeomorfismo bat izango baita f: X ;IY,

hots f%plikazioa ere homeomorfismoa izango da, f ēY ':"="X eta honela Y eta X

espazioak homeomorfoak izango dira: Y 	 , esate baterako:

X".--=Y>

– SUposa dezagun X eta Y homeomorfoak direla, eta gaula berbera Y e#a Z espa-

zioentzat: X eta Y 2'Z halegia f eta g aplikazio bi egongo dira, non

f eta g homeomorfismoak izango baitira: f: X Y , g: Y Z.

0So_erraza da, bi homeomorfismoen konposaketa beste homeomorfismo bat dela

ikustea, hots, g.f X eta Z espazioen arteko homeomorfismoa da, g.f: X

eta hemendik X eta Z espazioak homeomorfoak izango dira: X 7,1 Z.fillehLe baterako:

,	 z =.)x zij

Baliokidetasun erlazio honek, espazio topologiko guztien klasea, klase dis-

juntuetan zatitzen du.

Klase disjuntu haukhomeomorfismoen tipoak deitzen ditugu.

Hanela, homeomorfismoen tipo bat, propietate topologiko berberak dituzten

espazio topologikoek osatzen dute, eta espazio topologiko bi homeomorfismoen

tipo ezberdinetakoek badira, batek nahitanahiez besteak ez duen propietate

topologikoren bat edukiko du.

Ghhienetan oso zaila gertatzen da espazio topologiko bi homeomorfoak direla

frogatzee, zeren horretarako bien arteko hpmeomorfismo bat aurkitu behar baitugu.

Askoz errezagoa izaten de, espazio topologiko bi homeomorfoak ez direla fro-

gatzea eta hau egiteko batek, besteak ez duen propietate topologikoren bat ba

duela frogatzea nahikoa izaten da..
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:31.,7,LEIOAL W,PAZIO Tti3O10GlAJETAIN 

Suzesio bat defiditzeko ez dn eL,itura topoikorik behar.

hefinizioa 

Bira multzo bat, E, eta P4 zenbaki naturalen mi..ilzoa zero ken-

duz. U-tik k multzora doan edozein apliazio bat, E-ren suzesio

bat dela diogu eta	 idatzi.

Suzesio baten limitea

Liitearen kontzeptuak ez luhe esaunahirik edukiko, E multzoan

topologia bat suposaturik ez balec;o.

Definizioak

Bira	 nEN C E, E, espazio topologiko bnt izanik, eta E-ren

puntu bat, a.

(1) a puntua xn suzesioareu liita dela dioL,u eta xn -->a edo

lim x = a idazten, a-ren edozein ingurunetarako, U, existitzen
11-,190 n
bada zenbaki natural bat, n u , non 4, ,,>,n u.	 x xl U baita.

	

1,((a)	 nu€ 11n1	 3AFrx .>„nu	 xne

(2) a puntua xri t suzesioaren limitea da, a-ren edozein ingurune-

tarako, U, ia suzesioaren elementu guztiak U-n daudenean; hau

da, ez daudenak kopuru finitu bat direnean.

	

liU ÇA.,(,(a)	 Kard 3Lxn 	 xn	 U e

(3) Era berean a-ren oinharrizko inguruneen bidez ere, limitea de-

fini daiteke:

	

V u e 53 ( a )
	

31.1u(i k	 3 1in. 3 u	xn e

	

.29 (a)
	

Kard f xn	 xn 	 U 
1E 1N
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Definizio bauk	 dira.

Teorema

Biret	 bat, A, (ACE), L espazio topologiko bat

• eta	 dagoen edozein suvesio bat.

i xn suzesioaren puntu limite guztiak A-reu hertsiduran daude.
Hau da:

xn	 x E X

Baina alderantzivkoa, ordea, ez da beti eertatzen.

Frogapena:

. Biv x-en edozein ingurune bat, U.

Hipotesiz xn	x dugu eta limitearen definizioaren bidev:

Ç.	 (x)
	

E	 non	 -1 n 7i nu	 xn E U baita.

Eta	 dacoenez:

Vu ( u (x)	 u A	 x G

. Demagun orain, alderautzizko propietatea betetzen ez duen adibide

bat.

venbaki errealea multzoa, R, eta kontsidera ditzagun

?	 1BLR / B	 kontagarrialc 1 topologia eta A = R-qtmultzoa.

A multzoa ireia izateagatik,	 R eta OE A erlazioak betetzen

dira.

Ordea, ez dago suvesio bat,	 non	 eta

xn ---) 0 baitira; zeren, nahiz eta )_xij suzesioaren elementueta-

rik bat ere R4x11 1 multzoan ez egon, multvo hau x-en ingurune
bat baita.

Espazio topologikoetan suzesio batek puntu limite bat baino

gehiago eduki dezake.

Adibidez E multzo batetan topologia indiskretuarekin, E-ren

elef,entu guztiak puntu limiteak dira edozein suzesiotarako, zeren

E multzoa puntu bakoitzaren incurune bakarra baita.

Hausdorff-en espazioetan, ordez, suzesio batek ezin du limite

bat baino eehiago eduki. Bestalde, [1 -2 eta Analisian erabiltzen di-

ren espazio gehienak hausdorff-enak direnez, dakusagun .zointzu
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nolao pro,	 oc_LeL	 ditu en,

:LIOrri	 na/ionk

derini/joa

ir esnar i o L pologiko bat, E. E-ren edovein elewentu desber

dinetarEJko, x, Y,	 haien iugurune dis j untu batzu,	 (	 (x)

eta V	 (y) , existitven direncan, L b2natua edo Lausdorff-en es

pnzio edo	 espezio bat dcia csaten dugu. Hau da:

x,y	 :1 (	 (y)	 v

, esw io diskretuaK beti banatuL i.len dire.

bropietatca

hauodorff-en ospa,ie batetan atomo guztiak multzo hertsiak

dira.

Frocapena:

Pira bausdorfr-en espazio bat, E, ela x berarert puntu bat.

Dakusan nola ixLmultvo hertsda den, zet en honela multzo

irekia izango baita.

,vy	 , E espazio banatua dene2: L ero, y puntuaren incurune

bat, U, existitven da, aon x U inu,urunean cv baitago.

Honelatan, ba,

y	 u	 u

Orduan, .1xy uiultzo hertsia da eta beraz, x multzo irekia.

Teoreita

Hausdorff-en espazio batetan suzesio batek limitea. badu,

hau bakarra dateke.

Frogapena:

Teorewa bau a urdura erawanez frogatuko dugu.
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Bira E Bausdorff-en espazio bat eta 3( 11 beraren suzesio bat.

Suposa dezagun a eta b puntua., fxn J suzesioaren limiteak direla

:413 izanik.

E baaatua denez denez 	 U ell(a) eta V C V,(b) inguruneak

existit,en dira non Unv	 baita.

flestalde, x n	eta	 ditugunez,'limitearen definizioa

ren

3 nu nv E :N non x E U	 eta x e V 4n v baitira.

x €tinV	 n	 nv)

haina hau absurdua da, zeren hipotesiaren arauerd 12 ("I V =
baitugu.

Ikasgai honea lehengo teoreman jadanik zera ikusia dugu, E

espazio topologiko bat denean eta A beraren azpimultzo bat, ondoko

propietatea betetze.1 dela:

C A n
	 	 x e

ordea, adibide balez ikusi dugunez, propietat• honen inbertsua

e da beti egia izaten.

Bestalde, espazio lehen kontagarriek propietate hau betetzen

dute. Espazio haul, interesgarriak dira, zeren 2 eta espazio etri

ko :117tiak lehea kontag .a.rriak baitira.

Espazio lehen  kontagarriak

Definizioa

Espazio topologiko ba.etan, edozein elementutarako bere in-

guruneen oinharri kontagarri bat existitzen denean, espazioa

lehen hontat;arria dela diogu.

ikus ditzagun orain honelako espaziotan, •ultzo irekia, ertsia

eta hertsiduraren propietate karakteristiko batzu; eta halabet.:.

eteni:abetasunarena ere,

Askotan, pr,,oietate karakteristiko hauk, definizio gisa

eaten dira Analisian eta BUP maLlan.
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Teorema

(1) Bira espazio topologiko eta lehen kontagarri bat, E, eta A

beraren a•piwultzo.

x, A mult • oareki	 e3ementu itsatsia da, baldin eta soilik

baldin, A-reu	 existitzen bada suzesio bat )( 1.J ,

x	 nkirai. Anun 

x,c11/(: A 3	 X	 X .

(2) Bira	 espazio topologiko eta lehen kontaLarria eta Fc E

~imoltzo bat.

P weitvo lertsia da, baldin eta soilik baldin, F-n dacoen

edozein suzesiotarako,, beraren puntu limiteak F-n badaude.

Hots:

F CE multzo hertsia <----> ][n.tcF	 xn	 x	 xeF

(3) Bira E espazio topologiko eta lehen kontagarri eta A beroren

azpiwultzo bat.

A multzo irekia da, baldin eta soilik baldin, E-ren edozein

suzesiotarako Ixn/, noa x beraren puntu limitea baita eta
A-n baitago, existit7.en bada zenbaki natural bat n,„ non

xn A-n baitago -1( n,?., n n . hau da:

ACE irekia	 xn---..x€A -_,-=,3:10 3 xnEA

Frocapenak:

(1) .==) Biz x	 E lehen kontagarria denez, x-en incuruneek,

uuttienez, oinharri kontagarri bat	 1.111 / n = 1,2

dute.

Defini dezacun V = nu	 4nn
V
n x-en ingurune bat da, zerea x-en inauruneen ebaRidura

finitu batetik sortu baita, eta }Vn / n	 1,2

incuruneen oinharri kontagarri bat da, U n oinLarrizko

inurunea izateagatik edozein n-tarako

Gainera,V1 V2 ) 	  ) Vn	erlazioak betetzen

dira V	 n-re definizioaren bidez.n 
Bestalde, A definizioz:

	

n	 vn A yis *.# Xn E Vn A

f
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Era bonetan , suzesie bat, 	 aurkitu dugu non	 x

baita	 Vi 3 V2 ) 	  3 Vn ) 	
 erlazioak betetzen

direlako.

4==)	 dugunezxnx	 x e7k " propietatea

espazio topologiko 	 betetzen dute.

(2) Bira 1.` cE, F	 tzo hertsi bat eta	 non xn--.x

baita.

Aurreko propietateagatik x c -F eta F hertsia denez F
ditugu; hau da, x	 .

4=--) Suposa ditzagurt F c.E eta ondoko erlazioa:

C	 xn - --) x	 x F .

F hertsia dela ikusi nahi dugu, hau da, F F dela.

Bi •  x€P eta (1). propietatearen bidez:

. gx.11 C F A Xn

eta hipotesiaz:

xe F.

Honelatan, ba, FCF dugu eta F C F beti egia denez

F	 berdintza atera dezakegu.

(3) =)) Bira multzo ireki bat, A, eta suzesio bat 	 , non

c A eta	 EA erlazioak osotzen baititu.

A multzo irekia denez eta A-n dagoenez, A multzoa x-en

inc,urune bat da; bestalde, x 	 -ren limitea denez:

1N 3 xne A	 4n 3 no

Alderantzizko propietatea frogatzeko, har dezagun balioki-

detzaren eskuineko erlazioa hipotesi gisa. Hau da,

xn	 x E A 	 3 no	A

A' hertsia dela ikusiz, A irekia dela frogatuko dugu.

Kontsidera dezagun suzesio	 eta

x	 x izanik. x puntua A-n egongo balitz, hipotesiarenn 
bidez:

	

no	 xn G A	 no
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Idp nelatan, ba,	 A'-ren f-d,,esio bat

dene5', x puntua A ,	 belu--Ar duela aterat.ied

ilau

X	 A X . y X	 xer A 

eta (2). propietateagatik A' ,ultzoa bertsia da.

Teorema

1:ontsidera ditvauhu espazio topoloL;liso bi, E eta	 L lebed

kodta_,arria izanik eta fuutzlo 	 f,

Era hoaetan, f eten,,abea da	 et, sojA_L baidid E-ren

edo:,ein suzesiotarako, tx n , xn	 x halciin bada, f(x n )	 f(x)

badugu F espazioan. hau da:

f:11 -->F, etedgabea	 x, E espazioan —; f(x n ).	 f(x),

F espazioan ).

Frogapena:

Suposa dezagun, f:E	 tuntz:i.o eten • abe at.

Etedgabetasunaren definilioaren bide;:

uU €14f(x))	 f-1(u) e	 (x) •

Har dezagun suzesio bat 	 E non xn
ilonelatan,. ba,

3 nu -1,
f kU)	 n nu

eta f aplikatuz:

x baita.

f(xn)c U	 4 n-3. nn	f(xn) -	 f(x)	 .

4==.) Suposa dezagun, orain, ondoko erlazioa betetzen dela:

xn ---0 x E espazioaa	 f(xn) —	 f(x), F es-

pazioan.

f etengabea dela ikusi aohi duuu, hau da,

	

-Vu	 (1L (f(x))	 f-j(u)	 (x)

Kontsidera dezagun U C tL(f(x)) f(x)-en edozein ingurune
bat.

	

U	 (f(x))	 AC F 3 f(x) e AC

x	 f-I(A)C1-1(U)
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X f-1 (A)	 •(xn)	 > f(x) E A

eta A irekia dener:

"-j no f(x).e= A
n ^ni no

lionelatau, ba,

1 3( LiìC f-1 (A)	 -1[11,3 no

eta (3). propietaLear.n bidez;

-, ,f1 k A l	 da.

liau da,

f 1 (U)C U(x)

zeren x C f-1 (A) C f-1 (u) baita
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- Definizioa.

- Propietateak.
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AZPIESPAZIO TOPOLOGIKOAK

Eman ditzagun espazio topologiko bat, (X, 2 ), eta X-en
edozein azpimultzo bat, P.

P azpimultzoan edozein topologia kontsidera dezakegu, nos-

ki, baina	 topologiarekin erlazionaturik dagoen topologia bat,

1?, p	 aztertuko dugu, beraren interesagatik,

Definizioa

Bira espazio topologiko bat, (X, 2.), Pc2X, eta

p =	 familia.7p-kPmultzoan topologia bat

definitzen du, eta	 P-n X-ek eragindako topologia edo topo-

logia induzitua deitzen da; (P,	 ), aldiz, azpiespazio topolo-

gikoa,

Oharra

Askotan, "X espazio topologikoa" edo "P azpiespazio topo-

logikoa" esaten dugu, "(X, 2 ) espezio topologikoa w edo "(P, 2p)

azpiespazio topologikoa" esan nahian.

Adibideak 

a) Bira multzo bat, X, topologie diskretuarekin ( edo indiskretu-

arekin), eta beraren azpimultzo bet, P. Orduan, p P-ren to-

pologia diskretua (edo indiskretua) da.

b) Biz zenbaki errealen multzoa, R, ohizko topologiarekin, ete

kontsidera dezegun zenbaki naturalen multzoa, N. N R-ren ezpi-

multzo bat da, eta R-ren ohizko topologiak IN-n induzikzen•duen

topologia,	 topologie diskretua da.

Adibide honetan ikus dezakegunez, (P, 1.1) azpiespaiioaren

multzo irekiak ez dira normalki irekiak (X, 2) espazioan, zeren
N-ren atomo guztiak, Çn} , irekiak baitira (N, 2n ) azpiespazioan,
baina ez R-ren ohizko topologiarako.

Pronietateak 

Bira espazio topologiko bat, (X, ) eta (P, 2p ), beraren

azpiespazio bat. P multzoaren puntu eta azpimultzo guztiak,ha-

laber, X-enak dira.

Honelatan, ba, biz P-zan edozein azpimultzo bat, A.

Adibidez, A-ren hertsidura 	 topologian edo 2e topologian



45

kontsideradezakegu,heudai,Aed0A.berdin A d 
edo A

d 
,P'	 F

eta abar.

Nolako erlazioak diren multzo bikote hauen artean ondoko

teoreman azter dezakegu.

Teorema 

Bira	 espazio topologiko bat, eta beraren azpiespazio

bat, (P, 2,p).

(1) (X, 1) espazioan, multzo irekien edozein oinharritara-

ko, d3 , 61,= f B P B E familia,irekien oinharria

da p azpiespazioan.

(2) Biz pE P. P azpiespazioaren multzo bat, V, p-ren ingu-

runea da, baldin eta soilik baldin X espazioan p-ren

ingurirebat, U, existitzen bada, non V . 	 P baita:

V e	 (p)	 3 11 ( U(4r) 3 V . U	 P.

(3) Bira p E P eta p-ren inguruen oinharri bat, 6-. (p), X

espazioan. Era honetan, (r4(p)	 13	 Pl B E d1 (p)

familia p-ren inguruln oinharri bat da P azpiespazioan.

(4) Demagun P-ren ezpi.multzo, bet ., A. (A c P)

P azpiespazioan A multzoa hertsia da baldin eta soilik

baldin existitzen bade multzo hertsi bat, F, X espazio-

an, non A	 F	 P baita. Hau da:

V A C P, A hertsia da P azpiespazioan	 3 F hertaia

X espazioan 3 A	 F	 P.

(5) Biz A C P; orduan, A = A P eta Ad . Ad () p berdintzak

betertzen dira.

(6) Biz A C P; era honetan,	 p(1 A	 eta Air-p C A*() P

erlazioak aurkitzen dira.

Frogapene

(1) Biz multzo ireki bat,A, P ezpiespazioan.

A maltzoe B P multzoren bildura bezala ipin daitekeele ikusi

behar dugu, B	 delarik.'

Af-P azpiespazioan irekia denez gero, A. Ai () P A A1e

Cn	 44,1-a

A = A i P eta A i. F.,}3 ,‘ non 11,e d3 baita



46

= 1 P	 1	
P = L ) (	 P)	 dugu.

 -4	 T

Honelatan, ba,

A	 Ē ( B,	 P ) non B	 baita, hau da,

63e =	 p Bc 41) familia P azpiespazioan multzo irekien

oinharri bat da.

('2) Biz p EP eta eman dezagun P azpiespazioan p-ren ingurune bat,

V;(Vc tUp(p))•

Definizioz, 3 Ap 6 Ēpnon p F A,, c V baita, eta, bestalde,

A	 A P dugu, A	 izanik; hau da, p e A	 P c- V.
P

Honelatan, ba, p A eta A	 =-.).A 4,((p) eta AVV = Uc "lU»

Azkenez, v =un p dela ikusiko dugu:

Ul1P = (A UV) (1 P = (A/IP)1.)	 P) =	 P) 3 V = V.
tic	 An P c 3

(3) Biz Wp) , p-ren inguruneen	 oinharri bat X espazioan. Kon-

tsidera dezagun 63p( p) = S B FIP IBc	 (p) y familia•

2. puntuarengatik, Bc P c (L(p(p), hots, ts2 t, (p) C 41),(p).

Dakusagun orain BIIP inguruneak oinharrizkoak direla, hau

cia;	 ve Vp (p) 	 3 B	 PE Crip (p ) non B 11 P c V baita.

V c	 ( p )V=1.1f1P	 ( p )	 V = U	 P	 B E (13(r4
(•0

03(r,	 .1 4

(4) Biz A CP eta A,multzo hertsia,P azpiespazioan.

A multzo hertsia P-n	 P - A irekia P-n (=---)

P-A.un p , 11£	 P - (P - A) = P - (U (-) P)	 LiE2

A	 P n (U	 P)".. P	 (U' U p , )	 P (1 U' eta U' hertsia X

espazioan, zeren U	 baita.

($) Lehenik ikus dezegun 	 P betetzen dela.

Fc P 1F hertsia	 -n	 A C F	 (=Yi

P I F' hertsia	 -n A C F' =

[41	 F' hertsia	 -n	 A c F' 53 fl P	 n P.

pcBcU	 pF.inPcU	 P = V.
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Bestalde, A
d
p =A

d
 il P berdintza froga dezagun.

d	 ) vn(R i Çp	 )A0	 ti V E 4-fp (p) C=.)
pc A 	 (--	 I	

(•ei

C-d (U 4 P) n (A - OD) )A0	 ,VUE 4-t (p) (=)

	

U n (A - 5P) ) P‘O , 01.1e11Å(p)(--=>	 p€AdA p£PC--? pEA'{OP.
A -(p5cP	 r'?

(6) Biz A c P eta guk frogatu nahi. duguna, A (1 P C A p	 erla-

zioe da.

A A p CA	 (zeren A C A baita)

AppE 2p (zeren A	 baita)

Beraz, definizioaren bidez, A1PCA

Ikus dezagun orain, * A
*

p nbla betetzen den.

A r 	A r n (p - A)	 (3x n P) n (P - A n P)
P 0-/

p - A) n p cL(A n "A-I )	 p =	 P.

P-Acx-A.

Teorema

Bire X espezio topologiko bat eta P, beraren azpiespazio

bat. Honelatan, ba, P-ren edozein azpiespazio, X-en azpies-

pazio bat da.

Frooepana

Bira (X, ) espazio topologiko bat, (P, 2p) beraren ezpi-

espazio bat, eta (Q, eq), P-ren azpiespazioa.

Q CX erlazio betetzen denez gero, (X, ) espazioarekiko

(Q,	 ezpiespezioa kontaidera dezakegu.

Ikusi behar da	 berdintza betetzen den ala ez.

A e 14Q	 A	 A. (') Q	 AIE	 p

AA1 Q A A1 s A 2 (1 P A A2

A	 A
2 

P n Q	 A
2 

E -2

(=F) A	 A
2 

(1 P	 A
2 

e 2
	

A

oce

rropietatea 

Eapazio topologiko bat Hausdorff-ena bade, beraren ezpi-

espazio guztiak ere Hausilorff-enek dirateke.
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Frooapena

Eman ditzagun Hausdorff-en espazio topologiko bat, E; eta

beronen azpiesrazio bat, A.

Bira x, y c A, x A y izanik.

E Hausdorff-en espazioa denez gero, 3 U E M(x) A V F 4(y)
non U/11/..0 baita,

Baina aurreko teorema baten arauera, A() 1.41,4 (x) 4 A A Ve 4/4(y)

ditugu, ete,

(A	 U)	 (A A V) = A A (U A V) =

Beraz, A azpiespazioa ere Hausdorff-ena da
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-Az PI‘ 6-AR gEA/ 6A-IS 

6i . ()Eg kAWk ESP /4 2 1 •0 Topo t_ o 6./k o /1 i< 

- Definizioa.

- Propietateak.



50

BIDERKADUR E5PAZIO TOPOLOGIKOAK.......===.====.==.===========...

Espazio hauk erabat premiazkoak zaizkigu, zeren adibidez,

IR-ren topologiatik abiatuz, asko interesatzen beitzeigu fin espa-
zioen topologiak ikastea. Beraz, orain egingo duguna zera izango
da: espazio topologiko batzu emanda, (E i ,	 ), i.1, ...n,

multzoan definitu ahal den topologia berezi bat ikasiko dugu; gaU-
zak gehiegi ez konplikatzearren, biderkedure finituak ez beete

ikasiko ditugu.

Bira (E1 , 2,),	 (En,	 espazio topologikoak. Dakigunez,
Ei multzoen biderkadur multzoa honela defini daiteke:

fl E.	 (xl, ...zn ) I d iml, ...n, x i c Ei

,Q1 Ei multzotikE.multzoaterako aplikazio interesgarri ba-
tzu definitu ahal dira:

P 4 :	 E, -------> Ei=

	

(xl' '' xn )	 xi

Aplikazio hauk projekzioak chhitu ohi dira, eta

V	 ACE	 badug	 1. i	u, P -1 (A)	 Aix Ei.l x.- 'En	 etai i 

-
P 1 (A )11• /1 Pn

1 (An )	 Aln x An 	 berdintzak dituzkagu.
1 1

Kontsidera ditzagun orain P i projekzio guztiak etengabeak

direneko o3.E, multzoan definituriko topologiak; ba dago guttie-
ir 

nez honeleko topologie bat: diskretue. Topologia hauetarako,

ei g Ei410 -- m En multzoak, Oi multzoa Ei espazioan ire-

kia izanik, irekiak dira; orduan, multzo hauen ebakidura finituen

bildurak ere irekiak izango dira.

Honalaten, ondoko gauzak frogatu ahal dira:

- goiko tipoaren multzoan ebakidura finituen bildurek to-

pologia bet osotzen dute.

- topologie horretarako projekzioak etengabeak dira,

- propietate hori (projekzioak etengabeak izatee) duten

topologien artean, aurrean definitu dugun topologia/tti-
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kiena da. Topologia hau 2, topologien biderkadura dela eleango

dugu. Gainera, E i espazioen irekien biderkadurek, hau da, 01,1-00n

multzoak, O i irekia izanik, n E 4 espazioaren ireki-oinharri bat

osotzen dute.

Espazio hauen zenbait propietate

1) Bira V i=1, ...n, A i e Ei. Orduan, Alx••	
n = Aix •	 A n •

2) PrOjSktioSk etengabeak, suprajektiboak eta irekiak dira.

3) 1:) . Ei espazioaren suzesio bat konbergentea da b.s.b. projekzioen

bidez lortzen ditugun E i-ren suzesioak konbergenteak badire,

Ei espazioan V i=1, ...n; hau da,

(xl , ...xn )	 (xl,	 xi	 xi ,Ei espa-

zioan V i=1, ...n.

4) Biderkadura topologikoa elkerkorra da, hau da, A, B eta C hiru

espezio topologiko badira, A x (Bx C) eta (A r B) . C espazioen

artean definitu ahal den aplikazio kanonikoe:

(a,(b,c))	 ((a,b),c)

homeomorfismo bet dateke.

5) Biderkadura topologikoa trukakorra da, hots, A eta B bi espa-

zio topologiko izanik,

A x B	 BKA	 aplikezioa homeomorfismo bat da.

(x,y) ^---* (y,x)

6 ) Biz ((7 E4 Q ) bikotese ( EI-,2 ) espazioen biderkadura topo-

logikoa.

Biz (F, 2. ( ) beste espezio topologiko bat.

F-tik	 -rako aplikazio bat definiturik badugu, aplika-

zio horien izena f izanik, f etengabea da b.s.b. P. f eten-

gabea bada, Vi=1, ...n.
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ZoRT27. 6-A-RiZEA/	 Gf / i=1 

ESPAZ-io A  / P A K-rv Alc ET-A 

ESPA210 koMEXUAk 

- Espazio konpaktuak,
- Espazio topologiko baten multzo

konpaktuak,

Aplikazio etengabeak eta espazio

konpaktuak.

Espazio konexuak.

Multzo konexuak.

Espazio topologiko baten osagai konexuak.

Arkuzko konexutesuna.
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12ff. GAIA	 ESPAZIO KONPAKTUAK ETA ESPAZIO KONEXUAK

Gai honetan espazio topologiko moete bi ikusiko ditugu: espezio

topologiko konpaktuak eta espazio topologiko konexuak.

Multzo konpaktuak ete multzo konexuak R-n oso garrantzitsuak eta

erabiliak dira, hori dela ta Topologian eragin handia izan dute, batez

ere konpaktuek.

Multzo finituen hainbat propietate multzo konpaktuetan betetzen di-

ra eta askotan multzo konpaktuak multzo finituak bezala kontsideratu ahal

dire, beraz hor datza espazio hauen garrantzirik nabarmenena.

Espazio konpaktuak

Bira E multzo bat eta	 azpimultzoen familia bat.

Ylk= E bada, LA,Lfamilia E-ren estalki bat dela esaten dugu.
/1/14,,x familia E-ren estalki bat izanez, 	 existizen bada, non E

baita, orduan fIAL,	 familiaren azpiestalki bat dela diogu.

Adigai hauk emanik, orain espazio topologikoei dagozkien estalkiez mintza-

tuko gara.

Bira (E,1) espazio topologiko bat eta .11AL, E-ren estalki bat. A; Vif I,

topologiaren ireki bat denean, 11A4c,, E-ren estalki ireki bat dela diogu.

Definizioa 

(E,X) espazio topologiko batetan, edozein estalki ireki batetatik azpies-

talki finitu bat atera badezakegu, orduan E espazioa konpaktua deitzen dugu.

Kaklakti*ikapena 

E konpaktua da, baldin eta soilik baldin E-ren ebaketa hutsa duen hertsien

edozein familie batetatik, azpifamilia finitu bat, ebaketa hutsa duena, ate-

ra badezakegu.

Frogapena

- Bira E konpaktua eta IxF1,1 E-ren ebaketa hutsa duen hertsien familia bat.

Froga dezagun orain Jiqfamiliatik ebaketa hutsa duen azpifamilia finitucl 

bat atera dezakegula.

It1=;1,,E-ren hertsien familia bat denez, 	 irekien familia bat da.
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=	 -.)1 ()	 ‘1.4	 da.
Ler	 n ,e1

Beraz, V IL I E-ren estalki ireki bat da eta E konpaktua izanez, existitzen

da azpiestelki finitu bat S.F:! 1:„. non	 E beita.

.E	 (C)P:r	 hFL.	 szS	 de eta honela karakterizapenaren

propietatea betetzen da.

- Biz kF, I hertsien edozein familia bat karakterizapenaren propietatea

betez eta froge dezagun E konpaktua dela.

11F,L I hertsiren familia bat denez,^F^r, Ei irekiren familia bat da.

r\Ft	 danez,	 E da.
;41.
Honela, Çt F:LI E-ren estalki ireki bat osotzen du.

kFi , 	  ,F.1 familia finitu bat atera dezakedu non

7NF;	 baite, beraz e)	 E da, eta honela E konpaktua da, zeren edo-

zein estalki ireki batetatik, 	 halegia, azpiestalki finitu bat ate-

re baitezakegu.

Propieteteak 

E espazio konpaktu bateten, propietate hauk betetzen dira.

1- Hertsien edozeir suzesio guttikorren ebakidura, multzo ez-huts bat da.

2- E-ren parte infirdtk, guztiek akumulapen punturen bat dute.

Frogapene

1- Biz	 F2 3 	 	 	  E-ren hertsien suzesio bat, beraz

3 n p non n	 baita (	 	 (nr ).

F-	 balitz, orduan azpifamilia finitu bat atera genzake non n F4,=
i&I
baita, beine hau ez da posible, beraz r n F,	 da. f.n.g.1.

,1

2- Biz A E-ren parte infinitu bat.

A parte infinitue uenez, beraren barnean parte numeragarri bat existitzen

da, adibidez suzesic, bat, biz	 x,#	 m suzesio hori.

Har dezagun A,	 multzoa .

hertsien suzesio guttikor bat da, beraz 1 propietatea kontutan
cnew

harturik B	 = 715 da.

Dakusagun orain B-ren puntu guztiak, A-ren akumulapen puntuak direla .

Bira a E B, U a puntuaren ingurune bat. Orduan	 EN

una„	 nE N da .
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Baina .)< 0.Lpuzesioan a gei bat gehienez izan daiteke, hau da x 10 = a,

zeren 11.)q,jpen puntuak desberdinak dira.

Beraz (U	 ) n A 0 v-n > n	 (U	 ) ("1 A.4	 da.eta orduan a eB

A-ren akumulapen puntu bat da.

Espazio topologiko baten multzo konpaktuak
===== M.=

Definizioa 

Biz E espazio topologikoa. E-ren azpimultzo bat A, E-k A-n eragindako

topologiaz konpaktua bada, orduan A E-n konpaktua dela diegu.

Definizio honen ondorio gisa, espazio topologiko batetan edozein parte fi-

nitua konpaktua da,

Proposizioa 

A, E espazio topologikoaren azpimultzo bat, konpaktua da, baldin eta soilik

baldin A-ren edozein estalki ireki batetatik, non irekiak E-n baitaude, az-

piestalki finitu bat atera ahal bada.

Frogapena

- Bira A E-ren multzo konpaktu bat eta 110,L, A-ren estalki ireki bat non

kO,L, E-n irekiak baitira.

Kontsidera dezagun .(0;aALI familia. Familia hau A-ren estalki ireki bet da

eta A konpaktua denez azpiestalki finitu bat etera dezakegu. Beraz

11.0A-ren estalki ireki finitu bat da.

- Alderantziz: Suposa dezagun A-ren edozein estalki ireki batetatik, non i-

rekiak E-n baitaude, azpiestalki finitu bat atera ahal dela.

Biz	 u;c11 A azpiespazioaren estalki ireki bat, orduan itO;LIA-ren

estalki bat da, non 0;Z thcI baita. Orduan hipotesia kontutan harturik

11.0j1 . A-ren azpiestalki finitu bat existitzen da, beraz 	 A-ren es-

talki finitu bat da. Honela A konpaktua da.

Adibideak 

Ikus dezagun orain espazio konpaktuen adibide batzu:

1- Edozein espazio finitu bat topologia diskretuaz konpaktua da.

2- R topologia ohizkoaz ez da konpaktua, zeren naN} R-ren estal-

ki ireki bat da, baina estalki honetik ezin dezakegu atera azpiestalki fini-

turik,
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Dakusagun orain hertsien eta konpaktuen artek g harremanak espazio topologi-

koetan, ondoko proposizioaren bidez.

Proposizioa 

Biz (E,'£) espazio topologiko bat

1- E espazio konpaktua bada, orduan E-ren edozein azpimultzo hertsi bat

konpaktua dateke.

2- E espazio banatua bada, orduan E-ren edozein azpimultzo konpaktu bat •

hertsia dateke.
Frogapena

1- Bira F, E-ren azpimultzo hertsi bat, eta--{0;	 OccZ	 F-ren es

talki bat Orduan kOjiG I, 0,.jUF' E-ren estalki ireki bat da zeren

F' irekia baita. E konpaktua denez ttm"yF' E-ren azpiestalki finitu bat

da; eta FrIF - = 0 denez,	 F-ren azpiestalki finitu bat da, beraz F
konpaktua da.

2- Bira E banatuaeta A E-n konpaktua. Dakusagun A' irekia dela eta honela
A hertsia dela frogatua egonen da.
Biz yEA". E banatua denez, -VxeA existitzen dire 	 V, x eta y-ren

ingurune bi non U,.(1 V, = Obaita
A 1 A konpaktwren estalki ireki bat da, orduan

A-ren azpiestalki finitu bat atera dezakegu. Kontsidera dezagun V =// 11„:.
V y-ren ingurune ireki bat da, V (11.1,, =0 i=1,. .,n da eta

VRA C	 =	 (u, (1v) =	 V c A' da.

Honela A' beraren puntu guztien ingurune bat da, eta hau irekien karakte-

rizapen bat denez, A' irekia da.
Ogdorioa 

R-ren azpimultzo konpaktuak, beraren azpiffiultzo hertsi eta bornatuak dira.
Beraz, Va,b GR Ca,b] tartea R-n konpaktua da.
Hau kontutan harturik, R-n hain erabilia den Borel-Lebesgue-ren teorema,
ikusi ahal dugu.
Borel-Lebesque-ren teorema 

Biz E R-ren az,imultzo bornatu eta hertsia. E-ren tarte irekien edozein
estalkittik azpiestalki finitu bat etera daiteke.
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Aplikazio etangabeak eta espazio konpaktuak

Teorema

Bira (E,Z) espazio topologiko konpaktua eta (F4 espaziO topologikoa.
f: E	 aplikazio etengabea bada, orduan f(E) konpaktua da.

Frogapena

Biz 1i0,\„1 f(E)—ren estalki ireki bat. f etengabea denez

estalki ireki bat izango da eta E konpaktua denez 	 E—ren

estalki finitu bat existitzen da.

Beraz	 f(E)—ren estalki finitu bat da, halabeharrez f(E) kon-

paktua da f.n.g.l.

Ondorioa 

E konpaktu, F banatua eta f.E ---->F bijekzio etengabea badira, orduan

f homeomorfismo bat dateke.

Frogapena

Hipotesis f bijekzin etengabea da, orduan homeomorfismoa dela ikusteko f

hertsia dela frogatzea aski izango da.

Biz ACE hertsia 	  A konpaktuaghf(A) konpaktua F—n F-12-74‘"'

==:>f(A) hertsia F—n	 f hertsia da.

Ondoriaa 

Bira f: E	 >R etengabea eta E konpaktua, orduan f E—n bornatua dago eta

beraren maximoa eta minimoa hartzen ditu.

Frogapena

f(E) konpaktua da zeren E konpaktua ete f etengabea baitira. f(E)C:R kon-

paktua, halabeharrez f(E) R—ren azpimultzo hertsia eta bornatua da, beraz

-Axi , x,cE non f(x l ) =	 f(x) eta	 f(x 2) = min f(x) baitira.
xeE

Espazio lokelki konpaktuak

Definizioa 

Biz E espazio topologiko bat. E—ren puntu guztiek ingurune konpaktu bat ba-

dute, orduan E lokalki konpaktua dela diogu.

Argi ikusten denez E konpaktua bada, halabeharrez lokalki konpaktua dateke.
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Baina orein ikusiko dugunez ezin da egin alderantzizko errazonamendua.

Dakigunez R ez da konpaktua, baina bai lokalki konpaktua zeren "YxeR

E>0 / [xe-E,x 0.6] tarte hertsi eta bornatua R-n konpaktua baita eta

x e puntuaren ingurune bat da.

Rroposizioe

Bira E lokalki konpaktua etabanatma 	 eta F E-ren multzo hertsi bat.

Orduan, F lokalki konpaktua da.

Biz x F eta U E-n x-en ingurune konpaktu bat. E banatua'A eta UcE

konpaktua direnez, U hertsia da. Beraz UtlF hertsia da eta UnFctl non

U konpaktua baita, orddaa UlIF U-n konpaktua da eta baita ere E-n eta F-n.

UrIF F-n x-en ingurune bat da eta honela F lokalki konpaktua da.

Espazio konexuak

Intuitiboki [0,1] U[2,5] multzoak "zati n bi dituela eta [0,1]

multzoak'zati"bat bakarrik duela esaten dugu. Ideia intuitibo hau nola-

bait zehatzagoa gera dadin koneksutasunaren kontzaptua ematen da.

A t, A, espazio topologiko baten parte bi, bi hertsi disjuntuen barnean

badaude, separatuak daudela kontsideratu ahal dugu. Kontsiderazio honen

ondorio gisa definizio hau dugu.

Definizioa

E espazio.topologiko batetan, ez bada existitzen E-ren partiketa batere,

ez-huts ez diren multzo hertsi bitan, orduan E konexua dela diogu.

Formulaz baliatuarik hau zera da:

E konexua bada ezin dezakegu idatz inoiz E = F,dFz non F,nF, = ,

k 4 FL , eta F, , FZ hertsiak baitira.

Aurreko definizioa emanik ondoko definizio baliokideak ditugu:

proposizioa

Biz E espazio topologiko bat; hortaz ondorengo propietateak baliokideak

dira:

1- E konexua da.

2- Ez da existitzen E-ren partiketa bat ez-huts ez diren multzo ireki bitan.

3- E-n batera hertsi eta irekiak diren multzo bakarrak 	 eta E dira,
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Frogyena

1 2: Absurdura eramanez, suposa dezagun 	 Clit)01 dela non Oi n01 • its

eta	 ,0 2 E -6 baitira.

Orduan = oylo;. eta	 = E da non OZ, 02 E-ren hertsi ez-hm~

beitira, baina hau E konexua izatearen aurka lihoake.

Absurdura eramanea, suposa dezagun E # A	 E-ren eultzo _hertai

eta ireki bet dela. Orduan	 E-ren bi ireki az-huteen partiketa bat ,da

eta hau hipoteaiaren aurka lihoake.

3 a1s Aksurdura eramanez ere, E konexua ez balitz E F,UFL idatz genezako

non F,nFi =t6 , F, *1/5 qi F2 eta hertsiak baitira. Beraz edo FZ E-ram

multzo hertei eta irekl bat da, /Z5 -z eta E-z desbwdina, eta hau dipoteal.-

aren aurka lihoake.

Multzo konexuak

E espazio topologiko baten multzo bat A, E-k A-n eragindako topolagtaz Jut-

nexua bade, orduan A konexua dela diogu.

Multzo konexuen propietateak 

Biz E espazio topologikoa; hortaz ondoko propietateak betetzen dirat

1- Biz a E-n konexua. AI18	 eta A n8' 060 bida, orduan AnB i * szs dateke.

E1.992P!In!.

F3	 E de eta gainera bailkete hau disjuntua da. An15 4. balitz, or-

duan V3(1A,	 A-ren bi multzo ireki dta ez-hutsen partikete bat

teke eta hau A konexua izatearen aurka lihoake.

2- Biz JLAiGi E-ren konexuen familia bat. n Ac it5 beda, orduan A.	 A
,ei

konexua dateke.

Fragapena

Bira 0,, Oz E-ren ireki bi, non A 0,U0, eta beitira. A konexua

dela frogatzeko 01-elt edo 0 2 -ek hutsa izan behar du. Ikue dezagun hau ho-

rrela dela:

A	 , A;n Oe eta Ac11 0 1	-n _irekiak dira eta Vi6 I Ac konexua denaz

hauetariko bat multza hutsa da. Beraz Ac O i edo O i -ren barneen dago.

A,. # denez, guttienez existitzen da puntu bat, xe , non xeeA	 E I beite.

Eman dezagun xe601 , orduan A:CO, rieI, eta 0 z = ;Z3 de. B8raz A konexua da.
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3- A konexua bada, A ere konexua dateke.

Frogapena

Bira 01 , 0 2 E-ren ireki bi non A- = 01UO2 eta oflo,. /15	 Orduan

A = (0AA)l)(0,(1A), o,nA, 0,nA A-n irekiak eta (o,nA)n(o,nA)	 (;is da.

A konexue denez o,nA multzoak edo 0,nA multzoak multzo hutsa izan behar

du. Suposa dezagun OAA =0 dela. A, A-n dentsoa denez 0,=t izan behar du.

Honela A konexua dela frogaturik dago.

' Orain aplikazio etengabeen eta konexutasunaren erteko harremanak ikusiko

ditugu.

Teorema

Bira E espazio topologiko konexua, F espazio topologikoa eta f:E

aplikazio etengabea. Orduan f(E) konexua da.

EF20.2-Pena"'

Biz A f(E)-n multzo ireki eta hertsi bat. f etengabea denez f(A) E-ren

multzo ireki eta hertsia da eta E konexua denez f l (A) = Q edo f 1(A) = E

da. Baina f(f4 (A)) = A eta orduan A .p5 edo A =	 da, Honela f(E) ko-

nexua da.

Espazio topoloqiko baten osagai konexuak 

Bira E espazia topologiko bat eta x6E . x barnean	 multzo guztien

bildura x-en osagai konexua deitzen da eta C(x) idatzi.

C(x) multzo konexu bat da, zeren ebald.dura ez-hutsa dituen multzo konexuen

bildura baita.

Beraz C(x) ere konexua da.

Definizioz C(x), x bere barnean duen parte konexurik hardiena da, eta ho-

rrela C(x) = C(x) da. Ondoriotzat hau duau: Osagai konexu guztiak hertsiak

dira,

Defini dezegun E-n erlazio binari hau:	 E-ren azpimultzo berean badaude.

Erlazio hau baliokidetasun erlazio bat da eta erlazio honek deterHinatzen

dituen klaseak E-ren osagai konexuak dira.

Arkuzko konexutasuna

Biz E espazio topologiko bat. 	 a,,a 2aE,(9] R-ren tarte hertsi bat eta

f	 	 >E aplikazio eterabe bat existitzen badira non f(xj = a,eta

f(0(,) = a, baitira E arkuz konexua dela diogu,
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f(E./.,„azi) konexua da eta arku a f a,irakurri eta	 idatzi ohi da.

Teorema

E arkuz konexua bada, konexua dateke.

Frogapena

Biz a EE. E arkuz konexua denez, Vxe E

E =	 da, hau da: E ebaketa ez-hutsa dituen multzo konexuen bildura
xec

da, beraz E konexua da. f.n.g.l.
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- Distantzia.

- Bola irekiak, hertsiak. Esferak.

Distantzia metrikoki baliokideak.

- Azpiespazio metrikoak.

Espazio metriko baten multzo

bornatuak.
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6SP2UZIC) ),EIRIOAK 

arrern

.s2azio etrioen kontzeptua 1906. urtean Fr6chet emana

izan ven, aero hausdorff-ek zabaldua i2aaik.

oln XIX. pieudeau erabiltzen ziren epazio aehienak espazio

metri ., oak diren, deiinizio deaborn bartan eaiten zen,Matema-

ti,an auruerapea handia suposatu zen.

0;)eintan, ba, distaatziaren oatzeptu abstratu bat

e;abiljz, espavio hauetan eaitea ziren Analisiaren teorema

,Šaturaiki ede era erravaao batetan irteten • irela fro-

ak-)tn vuen Fr6cLet-ek.

istautzia bete aenar zituea propietateak,

era iltzea zirea espazio , ,chieaak kontzepta honen barruan

InIrtn virea; era Loaeta, teouia orokor bat eainez, espazio

imaen teoria prtikular Luztink aterako lirateke, Zasu baLoi-

t. ond espazio 1,:etriL.oen teo • in e7 ,)este aplikatuz.
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ESPAZIO METRTKOAk

Multzo batetan definituriko distantzia.

Biz multzo bat, E, ez-hutsa. DemaKun aplikazio bat, d:ExE---->gC

non d-k ondoko propietateak betetzen baititu:

1) d(x,y)".> 0	 V--(x,y)G E.E

2) d(x,y)	 d(y,x)	 -dx,yEE	 Propietate simetrikoa.

3) d(x,y)	 d(x,z)+d(z,y)	 Desberdintza triangularra.

4) d(x,y) = 0 	  X = y

d aplikazioa, •-n definituriko distantzia edo metrika bat

dela diogu eta d(x,y) zenbakia x eta y-ren arteko distantzia da.

Lehen hiru propietateak ez beste betetzen badira, d semidis-

tantzia edo semimetrika bat dateke.

(E,d) bikotea, espazio metrikoa deitzen dugu eta nahasketa-

rik sortzen ez bada, (hau da, d distantzia ewanda badago aurretik),

E, ez beste espazio metriko dela bio4:e6u.

Bola irekiak, hertsi, eta esferak

Biz (E,d) espazio metriTha. Peraren barruan mult-o berezi

batzu era fionetan defini ditza;,eco:

fi(x o ,r) = {x EE / d(x 0 ,x)<	 r 0

B(xo ,r) xo-n zentrua eta r erradio duen boia irekio izaniL.

I3(xo ,r)	 Lx	 / c,(x	 r	 r

noxyl,?3(xo , r) xo-n zentrua eta r erradi, ,Lueb	 iertsia baita.

s(xo ,r)	 ix	 / d(xo,x) =	 0

xo-n zentrua eta r erradio duen esfera deln diocu.eta :Xxo,r)

Erraz ikusten denez,	 “xo ,r) = 13(xo ,r) - B(x o ,r) da.
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Distantzia mentrikoki baliokideak.

Demagun E multzoan definituriko bi funtzio daude] 	 di eta

d2 . di eta d 2 metrioki baliokideak dira baldin eta soilik baldin

bi zenbaki erreal, q >0 , aurkitu ahal baditugu, non Vx,y EB

desberdintZa hauK betetzen baitira:

md i ( x ,Y) d 2 ( x ,Y) 5 Mdl(x,Y)

1. Proposizioa

E-n definituriko distantziaren multzoan,	 -n, baliokide-

tasun metrikoa baliokidetasun erlazio bat, R, da.

Frogapena:

• p. erreflexiboa:

if de(W A m,M	 1 non md	 5k4d . Beraz dRd .

. P. simetrikoa:

-Vdi ,d2EAm	 , baldin d1Rd2	 bada,

3 m,M non	 mdi � d2 .ÇAid 1 baita. Orduan:

di � 1/m d2
Halabeharrez , -g m t = 1/M ,	 = 1/m non

m'd2	d2	 baitira. Beraz d2Rd1	 f.n.g.l.

P. iragankorra:

Bira dl , d2, d3 E-n definituriko hiru distantzia non

d1Rd2
Jr baita. Orduan:

1 m	 m2' 1 , J 2 non	 mldld2	 eta m2d2	3n,i2d2 baitira.

di 1/M d2

Halabe~rez	 mid, d2	M2/m2 ksM1142/m2.di

da,	 d3 šN 1M 2d1 . Beraz d1Rd3 eta p. iragankorra be-

tetzen da.

d2Rd3
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AZPIESPAZIO METRIKOAK

Bira (E,d) espazio metrikoa eta E-ren azpimultzo bat, A,

ez-hutsa. Demagun d ijk aplikazioa, ->1Ro non dij A ,

d-k eragindako aplikazioa, AxA multzoan baita.

Tribialki ikusten denez, dij A , A multzoan definituriko dis,

tantzia bat da, zeren d-ren propietate berberak betetzen baititu.

Beraz (A,d A ) bikotea, (E,d) espazio metrikoaren azpiespazio bat

dela diogu.

Espazio metriko baten multzo bornatuak.

Bira (E,d) espazio metrikoa eta A berarerr azpimultzo bat.

Demagun kf -ren azpirnultzoa, D A ,non:

DA =	 d(x,y)	 / (x,y)E A. Aš baita.

a) DA multzoak, gs-n supremoa badu, A bornatua dela diokegu eta

Ç d(A) = sup DA	 sup d(x,y)	 A-ren diametroa da.
(x,y)‘ A,A

b) D -k ez badu R-n supremorik, A ez dateke bornatua , beraren

diametraa fc'õ izanik. Hau da:

d(A) = —

Komenioz	 (M ) = O 4d. Beraz?� E-ren multzo bornatu bat
da.

Gainera, A = Lat bada, 	 cl(A) = sup d(a,a) = 0 dateke.

Halabeharrez:

Biz AC E . g (A) = 0 baldin eta soilik baldin A .56 edo
A = tat bada.

AC E finitua bada, bornatua dateke zeren:

DA = k(x,y) / x,ye Ak	 finitua bailitzateke eta

multzo finitu batek beti du 	 finitua izanik.

Biz (E,d) .espazio metrikoa; d ditantzia bornatua dela diogu,

E-ren diametroa,	 finitua bada.
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Ikus dezagun adihide baten bidez, nola multzo bat distantzia

batez bornatua izan daitekeen eta beste distantziaz ordea ez:

Adibidea:

Biz	 espazio metrikcel non:

4 x,y	 d(x,y)	 =	 (x-yi	 baita.

Erraz ikusten denez, d delw:oa distantzia bat da:

1) d(x,y)	 =	 lx-yH 0	 '4x,yeik

2) d(x,y)	 =	 lx-y(	 =	 ly-xl	 =	 d(y,x)

3) d(x,y)	 =	 lx-y1	 =	 Ix-z+ z-y1 d(x,z) + d(z,y)

"k,t.	 x,Y,z

Distaetzia bo;tetaz	 =	 sup [d(x,y) / x,y 6 =

= sup t lx-y1	 / x,y41	 =

Beraz d distaetzia ez da bornatua.

Demagun orain d i	aoli;.azioa non d' : TR.R baita.

1	 x#Y
d'(x,y)	 =

O	 x=y

d' ere distantzia bat da:

1) d'(x,y)?.. 0	 -1(x,y

2) di(x,y)	 =	 1	 =	 d l (y,x)	 xy

3) "V'	 =	 1
bada,	 t	 edo	 da,	 bc,raz

d i (z,y)	 =	 1	 dateke,

d 1 (x,z) = 1 edo

Dalabeharrez d'(x,y) � d'(x,z) 4-d'(7,y)

x=y bada,	 d(x,y) = 0 � d(x,z)+ d(z,y) ‹zrIP.

d'(x,y) = 0	 x=y

Eta	 Çd.(W-,) = sup	 ,	 / x,	 112	 = max	 =

eeraz d' ber tua da,
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- Oistantzia batek eragindako

topologia,

- Distantziak topologikoki balio-

kideak.

- Espazio metrizagarriak,
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TbFOLOCaA 

Dista,itzia batek eragindao topolouia

Lehen teman topologia bat definitzeko bi forma i!cusi genituen.

ata inuruneak erabiltzen zituen eta besteak irekia•.

espazio metrikoetan, inguruneen bidez topologia bat

eraiki egingo dugu, eta inguruneak definitzeko distantzia bat

erabili lc o dugu.

:)eagun (E,d) espazio metrikoa.

NipE E, biz	 p-n zentru duten bola irekiren bilduma, erradioa

edozeina izanik. Hau Ua:

	

(P) = tn(P,r)	 r 0

1,'roga de5, agun S(p) delakoa p-inguruneen oinkarri bat dela:

(p)	 �	 tribialki ikusten da.
2)
	

(13 )	 p C B

5(p) , orduan	 r	 non 1:3 = H(p,r) baita. 1.alae-

harrez nola d(p,p) = 0 G r den, p EB(p,r) =

	

k4. B, ,	 S':»(p)	 (p) non	 C B i C\ 113 2	baita.

HaArlin	 nÚn	 =	 p,ri) eta

= B(p,r 2 ) baitira,

bar cleza(;un 11 =	 ). Erraz	 denev.	 (p)
etu

;-)	 --1	 (P) - -=> 3 2	 P ( 1/2 C B l 	q 132	 jq.	 (q)	 13q C 

(	 . Halabearrez . r i_ <= q�, non vd i = ip,r) ) baita.

,iikusagun orain nol, kasu honetan, D i = 1.3-) hartzen banugu,

j rn.larren	 ban betet/cn den, H q	 B(ct, ri-d(p,q))

	

x.c	 1-1-d(P,q))
	

cl(c:,x)K	 p	 )

+d(c i ,x)< r	 d(p,q)	 d(q,x)	 ri<,==>x B(p,ri ) .

honelatan, ba,

(p)	 p	 ,r)	 u	 , )

.L;(b,r-d(,,q)) noa	 1,r-d(p,q))	 B(p,r) bditu.
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Orduan 2)(p) p-inguruneen oinharri bat da; oinharri honen

bidez p-inguruneen sistema bat, lt(p), eraiki ahal dugu:

U(P) = UcE nt,Mp) 9 wcUl

Hau da, U p-ingurune bat da baldin eta soilik baldin B(p,r)

existitzen bada, non B(p,r)CU baita.

p-inguruneak definiturik, bere puntu bakoitzaren ingurune-

ren bat bere barnean daukan multzo bat E-ren ireki bat dela esa-

ten dugu. Hau da, (E,d) espazioan A multzoa ireki bat da baldin

eta soililc baldin	 p E A, B(p,r) non B(p,r)C A baita.

Era honetan (E,d) espazio metrikoan, d distantziak induzitu-

riko topologia bat, ? d , dugu. 2 d , (E,d) espazie metrikoaren topo-

logia metrikoa da.

1. Proposizioa

13'(p)	 ft(p,r) / r	 p-inguruneen oinharri bat da.

Frogapena:

B(p,r) ingurune bat da zeren B(p,r)C 1(p,r) baita.

Beraz froga dezagun B . (p) eta 5Š(p) oinharri baliokideak direla.

V .13(p.r)	 (p)	 -13(p, r/2)	 1(p) 3 -13(p.r/2) c 13(p,r)

B(	 (p)	 3 u(p,r) .2)(p)	 il(p,r) c B(p,r)

au da,	 (p) eta 2, 1 (p) p-inguruneen oinharri baliokideak
dira.

1. Teorema

i3iz (E,d) espazio metrikoa. d-k induzituriko topologiarako

ondoko propietate hauk betetzen dira:

i) Bola irekiak multzo irekiak dira eta bola hertsiak hertsiak.

ii) (E,d) espazio banatua da. 	 da, edozein suzesio konbergen

tek limite bakarra du.

iii) Biz	 11.4 E-n dagoen suzesio aat. iialabeharrez 	 -k

x-erantz jotzen du baldia eta soilik baldinlim d(x n ,x)	 O
n 

bada.
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Frogapena:

i) Biz B(p,r) bola irekia.	 €13(p,r))	 B(q,r-d(p,q))c B(p,r)
lehen ikusi dugunez. Beraz B(p,r) multzo ireki bat da, zeren bere

puntu bakoitzaren ingurune bat behintzat, bere barruan baitauka.

Demagun orain ),(p,r) bola hertsia. Froga dezagun 13(p,r)1

rnultzo irekia dela eta honela i5(p,r) hertsia izanen da.

q E T3(p,r) I 4d(p,q)>r	 d(p,q)-r	 ri >0

Kontsidera dezagun B(q,r1 ) bola irekia.

B(q,r1 )-ren edozein elementutarako, x, d(q,x)	 = d(p,q)-r,

halabeharrez d(q,x) + r <d(p,q) d(p,x) -1-d(q,x)

Beraz r< d(p,x) , eta orduan x ti(p,r). Hau da,

,sfx EB(q,ri ) 	  x

Hots,	 qc b(p,r)	 3 B(q,r1) non B(q,ri )C B(p,r)' baita.

Bonelatan, ba, B(p,r)' irekia da eta orduan B(p,r) hertsia

f.n.g.1.

ii) (E,d) espazio banatua da zeren:

p , cl e E	 B(p,d(p,q)/3), B(q,d(p,q)/3) existitzen baiti

ra non B(p,d(p,q)/3)(-N B(q,d(p,q)/3) = 56	 baita.

iii) Biz	 E. E.

-k x-erantz jotzen du baldin eta soilik baldin

-11-H(x, E )	 r1/4e it•• 	 a iFn>>,.	 xne B(x,	 ) bada; Ilau da,

+fE > 0	 3 n£	 nE	 d(xn,x)<	 ; hots ,

lim d(xn ,x)	 0

Oharra:

Nahiz eta B(p,r) irekia izan eta Np,r) hertsia, 13(p,r)-k

ez du zertan izan behar B(p,r)-ren hertsidura, eta B(p,r) 73(p,r)-

-ren barnea ere ez.

Esate baterako:

Biz (E,d) espazio metrikoa, E infinitua izaaik eta d ondoko

eran definiturik:



y
i(x,x) = 1	 72

d(x,y) = 0 4x,y

Orduan	 17(7,T)	 / d(p,q) < 1	 =	 = 1113 •

15 (P.1) = tg / d(P.q).� 	 E

B(p,1)	 / d(p,q)< 11 =Ipt

B(p,i)	 E = E

Ikusten dugunez, espazio honetan B(p,1) = B(p,1) da, beraz

B(p,1) batera multzo ireki eta hertsia da.

Orain arte	 / rcRI p-inguruneen oinharri bat dela

ikusi dugu, orain (E,d) lehen kontagarria dela frogatuko dugu;

hots, (E,d) delakoan 4.peE p-inguruneen oinharri kontagarri bat
aurki dezakegula.

2. Teorema

(E,d) esDazio netrikoa lehen kontagarria da.

Frogapena:

Ikus dezagun i) 1 13(p,1/n) / nE it‘f 40/1 = S31(p)

ii) . 5(p,1/n) / nE NI—t01/	 b.4(p)

p puntuaren inguruneen oinharriak direla.

Nola B(p,l/n) eta 15(p,1/n) p-inguruneak diren, 554(p),
43'1 (p) eta S5(p) oinharri baliokideak direla besterik ez dugu
frogatu behar.

Tribialki ikusten denez:

i) 41B(Pfr)	 SS(P)	 3 B(p,l/n)	 Z,I(p)	 3 B(p,l/n)CB(p,r)
eta 4B(13,1/n) e	 B(p,r') E ,S3 (P)	 3 13(p,r')CB(p,l/n)

Beraz, 13 (p)	 eta	 (p)	 dira.

ii) ,12),(p) eta S5,4(p) baliokideak balira, 13 (p) eta	 4(p)

ere baliokideak lirateke, zeren i) atalaren arauera 	 13(p) eta
5.2)(p)	 baliokideak baitira.

4

4i3(p,1/n)	 2) (p)	 A 5(p,1/n+1)	 S.,(p) non B(p,i/nri)C

C J(p,l/n) baita.
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-1-3(p,l/n) C 53,(p),	 13(p,1/11) e 2, 1 (p)	 non

B(p,l/n) C B(p,lin) baita.

Halabeharrez 525(p), 5. 1 (p), 2, 1 (p) eta SŠ:(p) delakoek topo-

locia berbera induzitzen dute. Gainera 53,(p) eta .53:(p) p-in-

guruneen oinharri kontagarriak direnez gero, (E,d) lehen konta-

garria da f.n.g.l.

(E,d) espazio metrikoa espazio topologiko lehen kontagarria

izanik, espazio hauen propietate guztiak bete egiten ditu. Aipatu

besterik ez ditugu egingo, frogapenak aurreko temetan daude eta.

3. Teorema

Bira (E,d) eta (E',d') bi espazio metriko eta A E-ren azpimul

tzo bat. Orduan:

i) x A-ren hertsiduran dago baldin eta soilik baldin

x.111C. A	 3 xn	x	 bada.

ii) A multzou hertaia da baldin eta aoilik baldin A-ren cdozoin

suzesiotarako, {x liA , non {xntdelakoak x-erantz jotzen baitu,

x A-n badago.

iii) hiz anikezio bat, f:E	 f etengabea da baldin eta

seilik baldin edozein suzesiotarakojxn Lnon knj-k

x-erantz jotzen baitu, E espazioan, halabeharrez If(x n) -k

f(x)-erantz jotzen du, E' espazioan. Edo lehen leoremaren

arauera:

f etengabeEi da baldin eta soilik baidindix i& E

1111.111 d(xn ,x) = O	 lim d'(f(xn),f(x)) = O bada.
ti

Distantziaktopologikoki baliokideak.

Bira multzo bat, E, eta E -n definituriko bi distantziak

di , d2 , al eta d2 topologikoki baliokideak dira baldin eta soi-

lik baldin d
1-k eta d2-k errespektiboki induzituriko topologiak

berdinak • badira. Hau da,
did2

di eta d2 topologikoki balinsideak izanik sinbolikoki

idazten dugu.
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4. Teorema

Bira E multzo ez-huts bat eta E-n definituriko bi distantzia,

dd
2 * di eta d, d1-k eta d2

-k induzituriko topologiak badi

ra, eta extstitzen bda 1,1?0 non d 2 5 Mdi baita, orduan:

1)	 Edozein suzesio konbergente 2- d topologiarako,	 d to-

pologiarako ere konbergente dateke eia puntu berberantz cz,.tzen.

2,topologia d delakoa baino finagoa da; hau da
ul	 2

2d
2
C d

Frogapena:

1) Biz . acritC E	 x	 x	 halabeharrez, 2. teoremaren araueran

lim cil (xn ,x) = 0 n 0 S1.2 � 1, di 	lim	 (xn,x)

d2 (xn ,x) = 0	 xn ?"--; x2

2) d C	 dela frogatzeko,
d2

- ineuruneak	 - inguru di-d
2 di

rela frogatuko dugu.

Vp€ E, biz U p- 2.d2-ingurune bat. Nola b3 2 (p,r) / r(RI p-in-

guruneen oinharri bat den	 topologiarako 3rGk 3d
2

B2 (p,r)C U.

Har dezagun B l (p,r/lq ) = )
1
x / di (x,p)< r/Nl imultzoa.

Vx CB 1 (p,r/M)	 di(x,p) < r/M	 Mdl(x,p) <r -)d2(x,p

<--.X B2(p,r)•

Hau da, edozein p- 2
d

-ingurutarako, U, existitzen da
2 

p- 2 d _oinharriaren bola bat, B i (p,r'), non B 1 (p,r 1 )c U

1
baita. Beraz definizioaren arauera, U 	 di-ingurune bat da.

Honelatan, ba, 2 2 d2 baino finagoa dela frogatu dugu.di 

S	 5 1/4
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di eta d2 distantziak metrikoki baliokideak badira, orduan

d eta d
2
 topologikoki baliokideak dirateke.

1

Frogapena:

di eta d2 metrikoki baliokideak dira baldin eta soilik baldin

m eta M zenbaki errealak , m,14 > 0, aurkitu ahal baditugu, non

	

mdi šd2 SMdi	baita.

d2 5 Mdi denez gero, 4.teoremaren bidez 	 C
•	 2	 1

da eta gainera di � 1/m d2 ; beraz^ d C .Z A da.
1	 -2

Bi inklusioak kontutan hartuz, Ē =	 dugu. Halabeharrezdi 

di eta d2 topologikoki baliokideak dima.

5. Teorema

Bira E-n definituriko bi distantzia, di , d2 . di , d2 to-

pologikoki baliokideak dira baldin eta soilik baldin E-ren edozein

puntutarako, p, eta VE>o ondoko propietateak beetetzen badira:

i) Baldin existitzen bada, 1, =	 ( C) non di(p,x)4$1

	

i	 i P'	 baita,

halabeharrez d2(p,x)(8,

ii) Baldin existitzen bada, p 2 =Ç 2 (p,C) non d2 (p,x) <Ç2 baita,

halabeharrez d
1 (p,x)<E

Frogapena:

Bira IS 1 (P) = 131(Fte) /C> 0 J	 eta	 3 2 (p)	 i.E12(p,6) /E>

p-inguruneen oinharriak d i eta d2 distantziatarako errespektiboki.

	 2, =Zd 44=> 4 p E
def.	 2

deak dira 	

31(p) eta 36 2 (p) balioki-

i) AlB 2 (1), ) C	 2(P)	 g 131 (p, 1 )	 131(P.Ç1)CB2(P,F)

(ii) V Bi (P. )e b i (P)	 3 B2 (p. 2 ) e .2) 2 (p) 3 B2 (p, gz)c.Bi(p,E)

i) V&?o	
1 

=
1
(p 6) 3 cl i (p,x)<Ç i .=.b d2(p,x)c£

iii) 4/5) o	
=
	 d2 (p,x)<0 2 -="di(p,x)<£.

izanen
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i) 4Ç 1 = Ç(P,) 3 cli (P gx ) <^ 1 (p,x)c€
o	 f.n.g.l.

ii) 2 =	 d2(p,x)(Ç	 di(p,x)<€.

Espazio metrizagarriak

Biz (E, 2) espazio topologikoa. (E, ) metrizagarria da bal-
din eta soilik baldin E-n definituriko distantzia bat, d, badago,

non d-k induzituriko topologia, ? d , eta i berberak baitira.

Hau da 2d

Espazio metrizagarriak, beraz, espazio topologikoak dira eta,

a posteriori distantzia baten bidez espazio metrikoak bihurtzen

dira. Bestalde, espazio 1:,etrikoak, distantziak induziturike topo-

logiaz, a posteriori espazio topologikoak bihurtzen dira.

Xik.mendean zera planteiatu zen:(E,2 ) espazio topologikoa

metrizagarria zen ala ez halegia.

1950. inguruan SMIRNOV -ek eta NAGATA-k erantzun bat eman
zioten problema honi esuazio parakonpaktuak erabiliz.
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- Etengabetesuna.

- Bi multzoren arteko diatantzia.

- Puntu baten eta multzo baten arteko

distantzia.

- Etengabetasun uniformea.

- Distantziak uniformeki baliokideak.

- Distantzien baliokidetasunaren hiru

tipoen arteko arlazioa.

- Isometriak.
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.ETENGABETASUNA ESPAZIO METR1KOETAN

Bira (E,d) espazio metrikoa eta F espazio topolo•ikoa.

Demagun f:E --PF aplikazioa. Orduan:

f xo puntuan etengabea da baldin eta soilik baldin E-ren edo

zein suzesiotarako,	 E espazioan baita, hala-

beharrez f(xn) ----5f(x0 ) F espazioan bada.

F ere espazio metrikoa bada, d' distantziarekin baldintza

hori beste modu honetan ipin dezakegu; Hau da:

f xo puntuan etengabea da baldin eta soilik baldin E-ren edo

zein suzesio,x 1, non lim d(xo ,x0) = O baita (hau da	 xo)
n 

halabeharrez lim d'(f(%),f(xo)) = 0 bada.

Espazio metrikoak lenen kontagarriak direla kontutan hartuz,

emana dugun aurreko definizioa orain inguruneen oinharrien bidez

ematen badugu, beste definizio baliokide bat sortzen zaiguke;

Hau da:

f xo puntuan etenjabea da baldin eta soilik baldin f(x0)-h

zentrua_ duen edozein bolatarako, B(f(x0),E), existitzen bada

B(x0 M non f(B(x0 ,Ç)) C 13(f(x0 ),E) baita.

Hots,

f xo puntuan etengabea da baldin eta soilik baldin

46 >0 3 S=	 (6,x0)	 3 f(B(x0 ,Ç))C B(f(x0 ),E)	 Hau da,

4100	 =	 ,x0)	 3 xs 13(x0 ,ç) 	f(x) E B(f(x0 ),E)	 eta

4
baldintza hau betetzen da baldin eta soilik baldin:

'16>0	 (6,x0) 3 d(x,x0 )<Ç 	 dl(f(x),f(x0))4£	 bada.

f funtzioa E-ren edozein puntutan.: etengabea bada, orduan

f etengabea dela diokegu.
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Bi eleUkcnen arteko distantzia

Bira (E,d) espazio metrikoa eta A, B bere azpimultzo ez-huts

bi. A eta B arteko distantziaren definizioa ondoko hau da:

d(A,B)	 f )1.d(x,y)Stil,:/ x 6 A hyr13

Nahis eta distantziaren izena eduki adibide baten bidez_fro

gatuko dugunez, ez da benetako distantzia bat.

Bira (E,d) espazioa, E atomo bat ez izanik; Esate baterako

E = 61,bt . Har ditzagun A	 eta B =	 multzoak.'(hau da,

A eta B desberdinak baina ez disjuntuak).

Orduan, d(A,B)	 inf d(x,y)	 d(a,a) = 0 eta A B da.
x‘A
ye B

Beraz, d distantzien laugarren propietatea ez da betezzen,

eta horregaitik bi ► izetioren arteko distantzia ez da benetako dis
tantzia bat.

Puntu baten eta mu.etzo baten arteko distantzia.

Bira (E,d) espazio metrikoa, x E-ren puntu bat eta B E-ren

azpimultzo bat, ez-hutsa.

11 x) multzoaren eta B-ren arteko distantzia x eta B-ren arte

ko distantzia deitzen dugu. Hau da,

d(x,B)	 d(txt,B)	 inf d(x,y)
ye B

1.Teorema

Biz (E,d) espazio metrikoa. Orduan:

i) d aplikazioa, d:ExE	 TRO , etengabea da.

ii) Biz E-ren azpimultzo ez-huts bat, A. d A aplikazioa,

dA :E	 , etengabea da.
x	 d(x,A)
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Frogapena:

i) d: E.E
	 aplikazio etengabea dela frogatzen badugu, be

d(x,y)

raren murrizpena ,d:E<E--+Rodelakoa, ere etengabea da-

teke.

Demagun E.E multzoan aplikazio bat, d', non:

d'((x,y),(a,b)) = max (d(x,a),d(y,b)) baita.

Erraz ikusten da, d', E<E multzoan, distantzia bat dela.

Har dezagun	 0. d'((x,Y),(a.b))	 6/2 bada, d'

definizioarea arauera

max(d(x,z),d(y,b))	 6/2 dateke. Hau da,

d(x,a) < E/2 eta d(y,b)	 E/2 .

Nola d(x,y)	 d(x,a)+d(a,b)+ d(y,b)	 eta

d(a,b) c d(a,x) +d(x,y)	 diren, halabeharrez

d(x,y)-d(a,b) t d(a,x)+ d(y,b) 	 6/2 +	 eta

d(a,b)-d(x,Y) 5 d(a,x)+ d(y,b)<	 /2 4

Hau da,	 Id(x,y)-d(a,b)1 < £

Beraz	 E?	 . £/2	 3 d'((x,y),(a,b)).pld(x,y)-d(a,b)k6

eta d:h<E	 etengabea da zeren	 1	 (balore absolutua)

R-ren	 distaatzia baita.

ii) Lehea atalea,1 bezala d A :E	 R eteabea dela frogatuko dugu.

har dit y acun a	 eta x,y+ E .

d(x,a) � d(x,y)+ d(y,a)	 eta infimoak hartuz,

d(x,\)	 inf d(x,a)	 d(x,y) + inf d(y,a)	 da.
aEA	 a€A

Hau da, d(x,A) ;:d(x,y) 4d(y,A) 	 d(x,A)-d(y,A)	 d(x,y)

Simetrikoki eginez	 d(y,A)-d(x,A) s d(x,y) ateratzen dugu,

Bera•, Id(x,A)-d(y,A)1 “1(x,y)

Baldintza hauetan,

o
	

3 Ç= E .d(x,y)<Ç	 lel(x,_ n )-d(y,A)i= ld (x)-dA(y))

Hodelataa, ba, d A ete	 da f.a.g.l.
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Bira (E,d) espazio metrikoa eta E-ren azpimultzo bat, A.

Orduan:

	

x€-	 d(x,A)) = 0

Frogapena:

Hertsiduraren karakterizapen baten bidez:

x EÄ --)-‘13(x,E)	 B(x,e)(1A	 0 & 4kÌO .3a:€A 3 d(x,a )<

	

inf d(x,a)	 d(x,ac)	 d(x,A) = O	 f.n.g.l.
a€A

Etengabetasun unifermea

Bira (E,d) eta (E',d') espazio metrikoak; f:E	 F' apli-

kazioa uniformeki etengabea da baldia eta soilik baldin:

„5 0	 3	 =	 (E.).> 0	 ) d(x,y)<Ç	 d'(f(x),f(y))<E

Hemen, Ç,E delakoaren funtzio bat da eta ez (x,y) puntua-
rena. f soflik etengabea iango baiitz, hori ere (x,y) puntua-

ren funtzioa litzateke,

Tribilki ikusten denez, f uniformeki etengabea bada, orduan

etengabea dateke baina adibide batzuren bidez frogatzen dea bezala,

alderantzizko inplikazioa ez da beti 'cetetzen.

2. Teorema 

Bira (E,d) eta (E',d') espazio metrikeak eta f:E 	 aplika-

zio bat. Orduan, f uniforeki etengabea da balUin eta soilik

baldin E-ren edozein sb/esiotara 	 eta	 non

lim d(xn v',n) = 0 baita, ha]abeharrez lim d'(f(xn),f(yn)) = 0

bada.

Frogapena:

) f uniforr,eki eteaaboa badn, har ditzagun Ix n ,	 bi

snzesio non .11. d(x ,y ) = 0 haita.n ntt
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Orduau	 > 0 3 n,	 d(xn ,yn ) < E'	 n L n&'

f uniformeki etengabea denez gero,

4 ..>0	 3Ç., 0	 ;	 d(xn ,yn )<Ç 	d'(f(Xrd,f(Yn))

= E r	 artuz, -46->	 3?0	 0 )- d(xn ,yn )<	 3,ne

d' (f(xn),f(yn))<E	 41 n	 lim di(f(x,),f(yn)). 0
n

Absurdura eramanez frogatuko dugu.

f unlformeki etengabea e •  balitz, definizioaren arauera

.aE)0 )4o	 (x,y)	 d(x,y)S " cl,(f(X),f(y)):d

lityateke.

= 1/n nA) hartuy , -V n	 (xn,yn) E.E d(xn,yn)4Ç

d'(f(xn),f(Y,)).

Honela	 eta lyn/ suzesio bi,osatualc ditugu non

lirn d(xn ,yn ) = 0 eta (11(f(xn),f(yn))?...	 baita, hipotesia-

ren aurka. Beraz f uniformeki etengabea da.

Distant • iak uniforeki baliokideak

Biz E-n definituriko bi distaatzia d i eta d2.

d ] eta d2 uniformeki baliokideak dira baldin eta soilik baldin

identltate aplikazioa, i:(E,d 1 )	 (E,d2), isomorfiso unifor-

mea bada; hau da, i eta i-1 uniformeki etengabeak badira.

Distantzien balio:ideLaunaren hiru tipoen arteko erlazioa

Bira E ,xdtzoa eta E-n definituriko bi distantzia.

Erraz ikusten denez, d i eta d 2 uniformeki baliokideak badira,,

orth,an d eta d
2 topologikoki	 dirateke, zeren i eta i

uniforeki etengabeak badira, etengabeak baitirakete.

Alderat y izizo inplikazioa ez da betetzen zeren aplikazio eten-

alie bate, ez du zertan uniformeki eteuabea izan behar.
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d i eta d 2 metrikoki balio•ideak badira, orduan 3 m,M non

md i	 Mdi baita. beraz i:(E,d 1 )	 (E,d2) isomorfimo

uniformea da, i eta i -1 uniformeki etenE,abea izanik; ]lau da:

+/E?c)	 vx,yE E	 =	 /m = b(E)	 c(x,y)

d (x y) c nd i (x,y)<	 6. /m2	 -

Hau da, i uniformoki etengabea da.

FfE)0	 Vx,y6 E	 d2(x,y)c6	 di(xtYk 1/1n-c12(x9Y)‹.
4/Inf!ne

Beraz, i-1 uniformoki etengabea da.

Adibideen bide7 ikusi ahal denez, d i eta d2 uniformeki balio-

kideak badira, normalki ez dira metrikoki baliokideak.

Orduan	 baliooidetasunen arteko erlazioak era

honetan idatz ditzakegu:

d i eta d 2 metrikoki baliokideak	 di eta d2 uniformeki balio-

kideak 	 	 d
1 eta d2 topolocikoki baliokideak.

Isometriak

Bira (E,d) eta (E',d') bi espazio metriko eta f:E --)E'

aplikazio bat. Orduan f isometria bat da baidin eta soilik baldin

d'(f(x),f(y)) = d(x,)).

Tribial•i ikusten deney, f	 bada, orduan f isomorfis-

1,;:o uniformea dateke.

E-tik E' gainera o isometria bat bada,o, o dnaA E,d) eta

(E',d') lomeLrikoak direla esate.L d:ogu.
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- Suzesio cauchyarrak.

- Espazio metriko osoak.

- Espazio metriko baten multzo osoak.
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OSOTASUNA ESPAZIO METRIKOETAN 

Suzesio Cauchyarrak

Biz (E,d) espazio metrikoa. x Fnl4N	
suzesioa (E,d) espazioan

Cauchyarra da baldin eta soilik baldin:

VE>0	 n = n(6) ) ‹m,n d(x
m
,x
n

) <

Tribialki ikusten denez, hurrengo definizio hauk eta aurrekoa

baliokideak dira.

txj suzesioa Cauchyarra da
suzeeloa Cauchyarra da

400	 n (€. ) .3-1/ p 0 d(xn p,xr)<
>,^nc

€4=;$'10o	 m,	 n(e ) xn B(x_, ,
"6

4/n ? nE.

I. Teorema

Biz (E,d) espazio metrikoa. Ondoko propietate hauk betetzen

dira:

1) Edozein suzesio konbergente Cauchyarra da.

2) Edozein suzesio Cauchyar bornatua da.

3) Suzesio Cauchyar baten edozein azpisuzesio Cauchyarra da.

4) Biz suzesio Cauchyar bat, . .x nidelakoak azpisuzesio kon-

bergente bat badu, orduan txnr ere konbergente dateke eta be-

raren limitea halaber azpisuzesioarena.

Frogapena:

1) Biz	 suzesioa non xn	x	 baita.

4xm,x,	 d(.xm,xn)	 d(xm,x) 4d(x,xn)

xn	x	 W?0 3 n .€ > 0 ) d(xrn ,x)	 -1( rri ?

xn --> x	 ' >0	 > 0	 /2	 -11 n •;.

n e = max (n 1,	 ) hartzen badugu, bi baldintzak batera betetzen

dirateke. Hau da,
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ki>0	 3:1.> 0	 d(xM ,x) 	 L/2 , d(xn ,x) < d /2	
m,n	 n4

Crduan,E20 3 nE20	 d(xm,xn)<	 + 6/2 = E 4m,n

0eray,	 suzesioa Cauchyarra da.
rt

(2) •iz [x11f suve:sio Cachyar bat. Definizioaren arauera

	

xn € 13( xno , M)	 ii n ?-1-10

max	 	 , d(x	 ,x ), M) hartzen badugu,no-1 no

C B(xn	k,N) datee.o 

3eraz, [xn / suvesioa bornatua da.

(3) hau tribialki ikusten da, veren suzesio batek, Cauchy-ren suze-

sioen definizioa betetzen badu, beraren az,r;isuzesio batek ere

betetven d;:ke.

(4) :Ldra lxj suzesio Cauchyarra eta	 beraren azpisuzesioni
konbercente bat aon	 x

ni

E	 d(x,xm)	 d(x,x,m).1._ d(x,m,x,)

Ìr xi Cauchyarra de,e cero, 3 n 4 non d(xn ,xm )<d/2 baita 4n,m?r1/4

i<T•ouberce te denev cero, 3	 non d(xni ,x)&q2 baita

nm	 har,zen baduu,

VE.,>(:,	 nE	 d(x,x) </2 + 8 /2	 u kdtee.m 

hau da, txš koaberc;eatea da eta berare 	 x, hainn 

Teorera

Dira (E,d) eta (E',d') bi escazio metriko ela aplikazio bat,

f, f:E	 u:liformeki otencabea.

Crduan, • -ren edocin suzesio Cauchyarrcn irudia E i -ren suze-

sio Caucurru (ft.
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fro gapena :

Biz E-n dagoen suzesio Cauchyar bat,	 etaf(xli)j beraren

suzesio irudia.

f uniformeki ete ;abea deaez eero,

VE? 0	 IÇ,=""(E) y d(xn ,xm ) <Ç 	(1,(f(xn),f(x,))

Gainera )Ixnš Cauchyarra da, beraz,

-11g' ) 0	 3 N,	 non d (xn , xm ) cb -4 n,i2

Orduan -41 6)0 3 n6 = n(g ) = n 6	( = (6) baita) 3

(f(xn),f(xin)) <	 fL, -; /16

eta [f(xnij Cauchyarra da f.n.g.1.

f eteneabea ez beste bada, teorema hau ez dateke beti betetzen.

Esate baterako:

Biz f:	 mo

X	 1 / X

suzesioa Cauchyarra da (konbereente delako) eta beraren

irudia,111 suzesioa, erfaz ikusten denez, ez da Caucyrena.

ESPAZIO METRIKO OSOAK

1. Defin zioa

(E,d) espazioa osoa da baldin eta soilik baldin edozein suze-

sio Cauchyar konbergente bada.

Espazio metriko baten multzo osoak

Bira (E,d) espazio metriko eta 1C-ren azpimultzo bat, A.

A osoa da baldin eta soilik baldin (A,d 	 azpiespazio metrikoa

osoa bada.
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"). Teore;,,,.

Biz (E,d) espazio wetrikoa. Orduan oadoko propietateak bete-

tzen dira:

i) Espazio metriko oso baten multzo hertsiak osoak dira.

ii) Biz A E. A osoa bada, orduan A hertsia dateke.

iii) Biz (E,d) espazio osoa, Orduan A E osoa da baldin eta soilik

baldin A hertsia bada.

Frobapena:

i) Bira E-ren azpimultzo hertsi bat, A, E osoa izanik, eta Ì_xnj

suzesio Cauchyar bat non 3(JcA baita.

zA multzoan suesio Cauchyarra bada, orduan E-n eren 
Cauchyarra dateke eta E osoa denez eero,	 xn = x.

Baina A hertsia da, beraz x€ A = A eta	 )(11/

konbercente da A multzoan,

ilonelatan, ba, A osoa da,

ii) Bira A E-ren.azpiwultzo oso bat eta xeK.

A hertsiduraren karakterizapen baten arauera

lim x = x.
n 

konbergente dsuez eero, Cauchyarra da A multzoan. A osoa

izanik,	 konberbente da A multzoan. Gainera nola espazio

metrikoak banatuak diren, suzesio haten limitea bakarra da

etL orduan x e A. Halabeharrez	 = A da f.n.c.l,

iii) i) eta ii) ataleen bidez erraz frobatzen da.

Espazio topolobiuoetan egin dugun bezala, espazio metrikoetan

ere konpaktasun, konexutasun eta abar defini daitezke.

Kasu honetaa, han ikusi genituen teorewaz landa espazio metri-

koetan soilik acertzen diren beste propietate batzu froba daitezke.

ez ditueu he,en ipiniko, gure lana asko luza ez dadin,

baina bibliografian aLertzen direu liburuekin gai hau osa daiteke.

hurrengo tewan espazio metriko bere • i baLzu defiA.tuko ditugu

eta flsien prootetate batzu ikusiko. Espazio hauk espazio normadunak

dirn.
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NA M A R(/	 «EN GA-r,z1 

ES P	 A/t 9/2M A OV/V 1( . 

- Es;)azio normadunok.

- Norma hatek induzituriko distntzio.

I
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ESPAZIO	 )1iNAK

1. Definizioa

Biz E espazio bektoriala (K =1R edo C gorputzaren gainean.

ijaplikazioa, g

	

	 P. , norma bat dela esaten dugu ondoko
x

propietateak betetzen baditu:

1) 11x11	 tÍx€ E

2) lixg= O F==) x=0

3) =1alYxll	 4/),	 11xc E

4) Ilx	 y ll	 II 4 11 v 11 {4x,y € E

1., 2. eta lauu,arrea propietateak besterik ez baditu betetzen, apli-

kazio hori seminorma bat dela diokecu.

(E, g) bikotea espavio normaduna (erreala	 = Qi bada eta

konplexua	 = C bada) deitzen da.

rma bateK induzitnriko distantzia

; -;iz (E,	 espazio nori-adana. E•E multzotik R-rako aplikazio

bat, d, era loaetan defiai dezakeau:

d:E.E	 R

(x,y)

d distaatzia bat dela erraz frogatzen da eta delakoak indu-

zituriko distantzia deitzen da.

bonela (E, g	 espazio normaduna, espazio metrikoa birurtzen

da eta beraz, t.poloaikoa d-k induzituriko topolc,Giaz. Orduan

espazio	 eta etriKoen propielate Gu tiak betetzen di

tu eta beste batu ere bai.

normadun berezi ba zu asko erabiltzen dira Analisian,

espa.io hao, 'laaaeb-ea es , azioak deitven dira.
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2. Definizioa: Banach-en espazioak

Biz (E,	 espazio normadun oat. ij ij delakoak eraeindako

distantziarako E osoa bada, (E, ij) Banach-en espazio bat dela

esaten dueu.

Adibidea:

h	 espazioa non ixij = 1x1 baita, Banach-en espazio bat da.

I	 ' 	 1
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HIZTEGIA: EUSKARA - GAZTELANIA - FRANTSE1M

AKUMULAPEN (PUNTU): 	 acumulaci6n (punto); acumulation (point)

ANALISI 	 analisis; analyse

ANALISI FUNTZIONAL 	 analisis funtzional; analyse fonctionnelle

APLIKAZIO 	 aplicaci6n; application

APLIKAZIO BIJEKTIBO 	 aplicaci6n biyectiva; application bijective

APLIKAZIO ETENGABE 	 aplicacidn continua; application continue

ARKUZ KONEXU 	 conexo por arcos; connexe par arcs

ARKUZKO KONEXUTASUN 	 conexidn por arcos; connexit6 par arcs

AZPIESPAZIO 	 subespacio; sous-espace

AZPIESTALKI 	 subcubrimienta; sous-recouvrement

AZPIMULTZD 	 subconjunto; sous-ensemble

AZPISUZESIO 	 subsucesidn; sous-suite

BALIOKIDETASUN ERLAZIO 	 relacci6n de equivalencia; relation

d'equivalence

BANACH-EN ESPAZIO 	 espacio de Banech; espace de Banach

BANATU 	 seperado(a); s6par6

BARNE 	 interior; interieur

BIDERKADUR ESPAZIO TOPOLOGIKO....espacio topol6gico producto; espece

topologique produit

BIDERKADUR MULTZO 	 conjunto producto; ensemble produit

BIJEKZIO 	 biyecci6n; bijection

BILDUMA 	 colecci6n; colection

BOLA 	 bola; boule

BORNATU 	 acotado(a); born6

DENTSO 	 denso; dense

DERIBATU (MULTZ0) 	 derivado (conjunto); derive (ensemble)

DIAMETRO 	 di6metro; diam6tre

DISJUNTU 	 disjunto; disjoint

DISTANTZIA 	 distancia; distance

ERAGINDAKO TOPOLOGIA 	 topologla inducida; topologie induite

ELKARPIDE 	 correspondencia; correspondance

ERLAZIO BINARI 	 relacifin binaria; reletion binaire



93

ESPERA 	  .esfera; esph6re

ESPAZIO 	 espacio; espace

ESPAZIO METRIKO 	 espacio m6trico; espace m6trique

ESPAZIO TOPOLOGIKO 	 espacio t6pologico; espece topologique

ESPAZIO TOPOLOGIKO HOMEOMORFO....espacio topologico homeomorfo; espace

topologioue homeomorre

ESTALKI 	 cubrimiento; recouvrement

ESTALKI IREKI 	 cubrimiento abierto; recouvrement ouvert

ETENGABETASUN 	 continuidad; continuit6

ETENGABETASUN UNIFORME 	 continuidad uniforme; continuit6 uniforme

ETENGABE 	 continuo(a); continu(e)

EUSKARRI(MULTZO) 	 soporte (conjunto);

EZ-HUTS 	 no vacio; non vide

FAMILIA 	 familia; famille

FIN 	 fino(a); large

FINITU 	 finito; fini

FUNTZIO 	 funci6n; fonction

FUNTZIO ETENGABE 	 funciOn continua; fonction continue

FUNTZIU HERTSI 	 funcion cerrada; fonction fermee

FUNTZIO IREKI 	 funci6n abierta; fonction ouverte

GUTTIKOR 	 decreciente; decroissant

HAUSDORFF-EN ESPAZIO 	 espacio de Hausdorff; espace de Hausdorff

HAZKOR 	 creciente; croissant

HERTSI 	 cerrsdo(a); ferm6(6)

HERTSIDURA 	 clausura; fermeture

HOMEOMORFISMO 	 homeomorfismo; homeomorfisme

HOMEOMuRFISMOEN TIP0.. 	 tipo de homeomorfismos; type d'homeomorfisme

HUTS 	 vacio; vide

INGURUNE 	 entorno; voisinage

INGURUNE OINHARRI 	 base de el.tornos; base de voisinages

INPLIKAPEN 	 implicaci6n; implication

INPLIKAZIO 	 implicaci6n; implication

IRAGAZKI 	 filtro; filtre

IREKI (MULTZO) 	 abierto (conjunto); ouvert (ensemble)

I	 '	 1
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IREKI ELEMENTAL 	 abierto elemental; ouvert elŠmentaire

IREKI-OINHARRI 	 base de abiertos; base d'ouverts

ISOLATU (PUNTU) 	 aislado (punto); isole (point)

ISOMORFISMO 	 isomorfismo; isomorfisme

ISOMORFISMO UNIFORME 	 isomorfismo uniforme; isomorfisme uniforme

ITSATSI (PUNTU) 	 adherente (punto); adherent (point)

ITSATSI (MULTZO) 	 adherente (conjunto); adherent (ensemble)

KONEXU 	 conexo; connexe

KONEXUTASUN 	 conexidn; conexite

KONPAKTU 	 compacto; compact

KONPAKTASUN 	 compacidad; compacite

KONTAGARRI 	 contable; denomerable

LEHEN KONTAGARRI 	 1Q contable; ler denonbrable

LIMITE (FUNTZIOEN, SUZESIOEN)..limite (de funciones, de sucesiones)

limite (des fonctiones, des suites)

LOKALKI KONPAKTU 	 localmente kompacto; localement compact

MAXIMO 	 meximo; maximun

METRIKA 	 metrica; metrique

METRIKO (ESPAZIO) 	 metrico (espacio); metrique (espace)

METRIKOKI SALIOKIDE 	 metricamente equivalente; metriquement

equivalent

METRIZAGAI 	 metrizable; metri£able

MINIMO 	 minimo; minimun

MUGA 	 frontera; frontire

MULTZO 	 conjunto; ensemble

MURRIZPEN 	 restricci6n; restriction

NURMA 	 norma; norme

NORMAOUN 	 normado; norme

NUMERAGARRI 	 numerable; denombrable

OHIZKO TOPOLOGIA 	 topologia usual; topologie usuelle

OINHARRI (IREKIEN,INGURUNEEN)..base (de abiertos, de entornos);

base (d6uverts, de voisinages)

OSAGAI KONEXU 	 componente conexa; composante connexe
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OSAGARRI (MULTZO BATEN) 	 complementario (de un conjunto);

complementaire (crun ensemble)

OSO 	 completo; complet

PARTE 	 parte; partie

PARTIKETA 	 partici6n; pertition

PROJEKZIO 	 proyeccieln; projection

SEMIDISTANTZIA 	 semidistancia; semidistance

SEMIMETRIKA 	 semimetrica; semimetrique

SUZESIO 	 sucesi8n; suite

SLUESIO KONBERGENTE 	 sucesi6n convergente; suite convergente

SUZESIO CAUCHYAR 	 sucesi6n de'Cauchy; suite de Cauchy

TOPOLOGIA DISKRETU 	 topologia discreta; topologie discrete

TOPOLUGIA INDISKRETU 	 topologia indiscreta; topologie indiscrete

TOPOLOGIA INDUZITU 	 topologia inducida; topologie induite

TOPOLOGIKOKI BALIOKIDE 	 topologicamente equi ,valente; topologicament

equivalent

UNIFORMEKI BALIOKIDE 	 uniformemente equivalente; uniformement

equivalent

ZATI 	 trozo; morceau

ZENBAKIZKO FUNTZIO 	 funci6n numerica; fonction numerique
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HIZTEGI: GAZTELANIA - EUSKARA

ABIERTO 	 IREKI

ABIERTO ELEMENTAL 	 IREKI ELEMENTAL

ACOTADO(A) 	 BORNATU

ACUMULACION (PUNTO) 	 AKUMULAPEN (PUNTU)

ADHERENTE (PUNTO, CONJUNTO) 	 ITSATSI (PUNTU, MULTZO)

AISLADO (PUNTO) 	 ISOLATU (PUNTU)

ANALISIS 	 ANALISI

ANALISIS FUNCIONAL 	 ANALISI FUNTZIONAL

APLICACION 	 APLIKAZIO

APLICACION CONTINUA 	 APLIKAZIO ETENGABE

BASE 	 OINHARRI

BASE DE ABIERTCS 	 IREKI OINHARRI

BASE DE ENTORNOS 	 INGURUNE OINHARRI

BIYECCION 	 BIJEKZIO

BOLA 	 BOLA

CERRADO(A) 	 HERTSI

CLAUSURA 	 HERTSIDURA

COMPACIDAD 	 KONPAKTASUN

COMPACTO 	 KONPAKTU

COMPLEMENTARIO(A) 	 OSAGARRI

COMPLETO 	 OSO

COMPONENTESONEXA 	 OSAGAI KONEXU

COLECCION 	 BILDUMA

CONEXION 	 KONEXUTASUN

CONEXO 	 KONEXU

CONJUNTO 	 MULTZ0

CONJUNTO PRODUCTO 	 	 BIDERKADUR MULTZO

CONJUNTO SOPORTE 	 MULTZ0 EUSKARRI

CONTABLE 	 KONITAGARRI

CONTINUO(A) 	 ETENGABE

CONTINUIDAD 	 ETENGABETASUN

CONTINUIDAD UNIFORME 	 ETENGABETASUN UNIFORME

CORRESPONDENCIA 	 KORRESPONDENTZIA
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CRECIENTE 	 HAZKOR

CUBRIMIENTO 	 ESTALKI

CUBRIMIENTO ABIERTO 	 ESTALKI IRE.KI .

DECRECIEN nrE 	 GUTTIKOR

DENSO(CONJUNTO) 	 DENTSO (MULTZ0).

DERIVADO (CONJUNTO) 	 DERIBATU (MULTZ0)

DIAMETRO 	 DIAMETRO

DISJUNTO 	 DISJUNTU

DISTANCIA 	 DISTANTZIA

ENTORNO 	 INGURUNE

ESFERA 	 ESFERA

ESPACIO 	 ESPAZIO

ESPACIO COMPACTO 	 ESPAZIO KONPAKTU

ESPACIO CONEXO 	 ESPAZIO KONEXU

ESPACIO DE HAUSDORFF 	 HAUSDORFF-EN ESPAZIO

ESPACIO METRICO 	 ESPAZIO METRIKO

ESPACIO SEPARADO 	 ESPAZIO BANATU

ESPACIO TOPOLOGICO 	 ESPAZIO TOPOLOGIKO

ESPACIO TOPOLOGICO HOMEOMORFO 	 ESPAZIO TOPOLOGIKO HOMEOMORFO

ESPACIO TOPOLOGICO PRODUCTO 	 BIDERKADUR ESPAZIO TOPOLOGIKO

ESPACIO VECTORIAL NORMADO 	 ESPAZIO BEKTORIAL NORMADUN

FAMILIA 	 FAMILIA

FINA(0) 	 FIN

FINITO(A) 	 FINITU

FILTRO 	 IRAGAZKI

FUNCION ABIERTA 	 FUNTZIO IREKI

FUNCION CERHADA 	  	 FUNTZIO HERTSI

FUNCION CONTINUA 	 FUNTZIO ETENGABE

FUNCION NUMERICA 	 ZENBAKIZKO FUNTZIO

HOMEOMORFISMO 	 HOMEOMORFISMO

IMAGEN 	 IRUDI

IMAGEN INVERSA 	 IRUDI INBERTSU

IMPLMCACION 	 INPLIKAZIO, INPLIKAPEN

INFINITO 	 INFINITU
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INTERIOR 	 BARNE

ISOMORFISMO 	 ISOMORFISMO

ISOMORFISMO UNIFORME 	 ISOMORFISMO UNIFORME

MAXIMO 	 MAXIMO

METRICO(A) 	 METRIKO

METRICAMENTE EQOIVALENTE 	 METRIKOKI BALIOKIDE

METRIZABLE 	 METRIZAGAI

MINIMO 	 MINIMO

NORMA-	 NORMA

NORMADO(A) 	 NORMADUN

NO VACIO 	 EZ-HUTS

NUMERABLE 	  	 NUMERAGARRI

PARACOMPACTO 	 PARAKUNPAKTU

PARTE 	 PARTE

PARTICION 	 PARTIKETA

PRIMERO CONTABLE 	 LEHEN KONTAGARRI

PROYECCION 	 PRUJEKZIO

RELACION BINARIA 	 ERLAZIO BINARI

RELACION DE EQUIVALENCIA 	 BALIOKIOETASUN ERLAZIO

RESTRICCION 	 MURRIZPEN

SEMIDISTANCIA 	 BEMIDISTANTZIA

SEMIMETRICA 	 SEMIMETRIKA

SEPARADO(A) 	 BANATU

SUBCONJUNTO  -	 AZPIMULTZ0

SUBCUBRIMIENTO 	 AZPIESTALKI

SUBESPACIO 	 AZPIESPAZIO

SUBSUCESION 	 AZPISUZESIO

SUCESION 	 SUZESIO

SUCESION GONVERGENTE 	 SUZESIO KONBERGENtE

TIPO DE HOMEOMORFISMOS 	 	 ,HOMEOMORFISMOEN TIPO

TOPOLOGIA 	 TOPOLOGIA

TOPOLOGIA DISCRETA 	 TOPOLOGIA DISKRETU

TOPOLOGIA INDISCRETA 	 TOPOLOGIA INDISKRETU

TOPOLOGIA INDUCIOA 	 TOPOLOGIA INDUZITU, ERAGIN-

DAKO TOPOLOGIA
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TOPOLOGIA PRODUCTO 	  	 BIDERKADUR TOPOLOGIA

TOPOLOGIA USUAL 	 OHIZKO TOPOLOGIA

TOPOLOGICAMENTE EQUIVALENTE 	 TOPOLOGIKOKI BALIOKIDE

TROZO 	 ZATI

UNIFORMEMENTE EQUIVALENTE 	 UNIFORMEKI BALIOKIDE

VACIO 	 HUTS

1,1
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HIZTEGIA: FRANTSEU— EUSKARA

ACUMULATTON (POINT) 	 akumulapen (puntu)

ADHERENT (POINT, ENSEMBLE) 	 itsatsi (puntu, multzo)

ANALYSE 	 analisi

ANALYSE FONCTIONNELLE 	 analisi funtzional

APPLICATION 	 aplikazio

APPLICATION BIJECTIVE 	 aplikazio bijektibo

APPLICATION CONTINUE 	 aplikazio etengabe

BASE 	 oinharri

BASE D'OUVERTS 	 ireki—oinharri

BASE DE VOISINAGES 	 ingurune—oinharri

BIJECTION 	 bijekzio

BORNE 	 bornatu

BOULE 	 bola

COLECTION 	 bilduma

COMPACT 	 konpaktu

COMPACITE 	 konpaktasun

COMPLEMENTAIRE ( D'UN ENSEMBLE) 	 osagarri (multzo baten)

COMPOSANTE CONNEXE 	 osagai konexu

COMPLET 	  	 oso

CONNEXE 	 konexu

CONNEXE PAR ARCS 	 arkuz konexu

CONNEXITE 	 konexutasun

CONNEXITE PAR ARGS 	 arkuzko konexutasun

CONTINU(E) 	 etengabe

CONTINUITE 	 etengabetasun

CONTINUITEUNIFORME 	 etengabetasun uniforme

CROISSANT 	 hazkor

DECROISSANT . 	 puttikor

DNOMBRABLE 	 numeragarri

DENSE 	 dentso

DERIVE. (ENSEMBLE) 	 deribatu (multzo)

DIAME'TRE 	 diametro

DISJOINT 	 disjuntu

DISTANCE 	 distantzia
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ENSEMBLE 	 multzo

ENSEMBLE PRODUIT 	 biderkadur multzo

ESPACE 	 espazio

ESPACE DE BANACH 	 Banach-en espazio

ESPACE DE HAUSDORFF 	 Hausdorff-en espazio

ESPACE METRIQUE 	 espazio metriko

ESPACE TUPOLOGIQUE 	 espazio topologiko

ESPACE TOPOLOGIQUE PRODUIT 	 biderkadur espazio topologiko

ESPHE-RE 	 esfera

FAMILLE 	 familia

FILTRE 	 iragazki

FINI 	 finitu

FERM(e).	 . 	 hertsi

FERMETURE 	 hertsidura

FONCTION 	 funtzio

FONCTION -CONTINUE 	 funtzio etengabe

FONCTION FERML 	 funtzio hertsi

FONCTION OUVERTE 	 funtzio ireki

FRONTIERE 	 muga

HOMEOMORFISME 	 homeomorfismo

IMPLICATION 	 inplikazio, inplikapen

INTE.RIEUR 	 barne

ISOLE- (POINT) 	 isolatu (puntu)

ISOMORFISME 	 isomorfismo

ISOMORFISME UNIFORME 	 isomm4fismo uniforme

LARGE 	 fin

LOCALEMENT COMPACT 	 lokalki konpaktu

MAXIMUN 	 maximo

Mb-RIQUE 	 metrika

ME.TRIQUE (ESPACE) 	 metriko (espazio)

METRIQUEMENT EQUIVALENT 	 metrikoki baliokide

MTRIZABLE 	 metrizagai

MINIMUN 	 minimo

MORCEAU 	 zati
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NON VIDE 	 r 	  	 ez-huts

NORME 	 norma

NORME 	 normadun

OUVERT (ENSEMBLE) 	 ireki (multio)

OUVERT ELEMENTAIRE 	 ireki elemental

PARTIE 	 parte

PARTITION 	 partiketa

12r D5JOMBRABLE 	 lehen kontagarri

PROJECTION 	 projekzio

RECOUVREMENT 	 estalki

RECOUUREMENT OUVERT 	 estalki ireki

RELATION BINAIRE 	 erlazio binari

RELATION D'EQUIVALENCE 	 baliokidetasun erlazio

RESTRICTION 	 murrizpen

SEMIDISTANCE 	 semidistantzia

SEMIMETRIOUE 	 semimetrika

SEPARE	 banatu

SUITE 	 suzesio

SUITE CONVERGENTE 	 suzesio konbergente

SUITE DE CAUCHY 	 suzesio cauchyar

SOUS-ENSEMBLE 	 azpimultzo

SOUS-ESPACE 	 azpiespazio

SOUS-RECOUVREMENT 	 azpiestalki

SOUS-SUITE 	 azpisuzesio

TYPE D'HOMEOMORFISME 	 homeomorfismoen tipo

TOPOLOGIE 	 topologia

TOPOLOGIE DISCRETE 	 topologia diskretu

TJPOLOGIE INDISKRETE 	 topologia indiskretu

TOPOLOGIE INDUITE 	 topologia induzitu, eragindako

topologia

TOPOLOGIE PRODUIT 	 biderkadur topologia

TOPOLOGIE USUELLE 	 ohizko topologia

TOPOLOGICAMENT EQUIVALENT 	 toplogikoki baliokide

UNIFORMEMENT EQUIVALENT 	 uniformeki baliokide
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VIDE 	 huts

VOISINAGE 	 ingurune
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OHARRA

Lån hau burutu ondoren hita batzu aldatzea posible dela pentsatua

iian da. Hitz horik ondoko hauk diras,

Funtzio etengabe 	 funtzio jarrai

Etengabetasun 	 jarraitasun

Etengabe 	 jarrai

Hitz hauen deribatuak ere modu berdinean aldatuko lirateke.
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