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Tapologie inciz ikasi ez duten psertsonek horren berri entzu-
tean, Togsologia zer den galdetzen dute. Apur bat ezagutzen dute-
nek, aldiz, gauza guztiz abstraktu bat dela diote, E£ta batzuek
eta bestesk ez dakite zertarako balio duen.

Topologiaren kontzeptu batzu eta berorien funtzisnamendua
ez beste ezagutzen dutenek, Matematikaren parte hau matematikari-
en apeta bat dela pentsatu ohi dute., Baina ng faltsua dela fro-
gatzeko, dakusagun orsin Topologia nola sortu zen, eta beronen
bilekaera zertarako eta nolakoa izan den.

Matematikan, asnaldidanik zeuden ginharrizko bi kontzeptu:
suzesioen limiteak eta funtzicen etengabetasuna, Jadanik Grekoek
kontzeptu bi hauei lotuta zeud®n zenbait problema kontsiderastzen
zuten. Baina Abel eta Cauchy-k beren lanak egin arte, ezin zen
esan zehazki bi nozio hauk zer ziren.

Bi matematikari hauen ondotik, beste lan garrentzitsu eta
konkretu batzu egin ziren; 3orel-lLebesgueren teoremaren frogape-
na, adibidez. '

Kontutan hartzekoa da, bestalde, garai horretan, lan guz-
tiak [R-n egiten zirela.

XIX. mendearen erdian, Riemann-ek programa itzel bat egin
zuen Matematikaren aurrerapiderako, edo hobeto esan, Analisiaren-
erako. Baina une horretan ezin zen bete programs hori, Matematika-
ren egoera aski aurrersturik ez baitzegoaen,

Hori bete ahal izateko, beharrezkoak izan ziren bai Weiers-
tragss. eta Riemann-en lanak zenbakizko funtzioez, bai Dedekind-en
lana MR-ri buruz, eta, baita ere, Cantor-en lan izugarria.

Baina ez da pentsatu behar gauza guzti hauk egiten ziren
bitartean, Topologia egiten zenik. Mementu horretan beharrezkoak
zitzaizkidn teoremak eta erresultatwuk erabiltzen zituzten, beste-
rik ez; eta gainera, kasu konkretuetarako, ez beste, frogatzen

zituzten teorema horik.



Fréchet eta Riesz izan ziren erresultatu generalak atera-
tzen saiatu ziren lehenak; Fréchet-ek, adibidez, espazio metri-
koak definitu zituen, distantziaren kontzeptuan oinharrituz.

Garai horretan metodo axiomatikoak modan zeuden; horre-
gatik orduan erabiltzen ziren kontzeotu topologikaoetarako hain-
bat axioma zegoen. Hausdorff izango zen axioma guzti horien
artean sistema sinple bat atera izan zuena.

Beraz, Hausdorff-enganaino heldu arte, Topologiaren erre-‘
sultatu batzu erabiliak izan ziren, baina isolaturik, koheren-
tziarik gabe. Beharrei begiratuz erabili ohi ziren soilik, gai-
nera.

Hausdorff-ekin Topologia Matematikaren beste arlo bat iza-
tera heldu zela esan ahal dugu, zeren aurrerantzean, Topologian
egiten baitzen lan, eta ez beste arloetarako erresultatuak lor-
tzeko asmo bakarraz.

Garai horretan ere, Alexandroff eta Urysohn-ek espazio
konpaktuak definitu zituzten; beranduago, Cartan-ek, iragazkiak,
eta Banach-ek, espazio bektorial normadunak ikasi zituen.

Guzti honekin, Topologia mamituz zihoan, baina arlo mate-
matiko gisa, guti gora behera orain ezagutzen dugun bezala, osc
gaztea da Topologia, hirurogei bat urte bakarrik baititu.

Beraz, guk orain Topologia gisa presentatzen duguna urte-
etan zehar landu eta depuratu dena da, Topologia, erresultatu
partikularrak generaldu nahi izatetik jaio zen, Hau da, Anali-
sian erabiltzen ziren teorema ete proposizio aske, behar zirdn
mementuan frogatu beharrean, Topologian lantzen ziren. Horrega-
tik, Topologiak ez du zentzurik Matematikaren beste arlo batzu-
ri loturik ez badago, arlo horietan behar diren tresnen bildu-
ma baita.

Adibidez, Analisi Matematikoan lan egiten duguneen, nor-
malki} IR" espazioak erabiltzen ditugu. Espszio hauek 0so pro-
‘pietate topologiko onak dituzte, normadunak (eta halabehsarrez,
metrikoak) baitira, Espazio normadun generalen propietateak sta
portaera Topologian ikasita ditugunez gero, ez dugu zertan Ana-

lisian berriro ikasi eta aztertu behar; beharko ditugun memen-



tuan asplikatu besterik ez ditugu egingo.

Eta beste horrenbeste Analisi funtzionalean ersbiltzen di-
ren espazio arraroago eta sofistikatuagoekin.

Topologisk, ba, abantail hendi bat eskaintzen digu; teo-
rema bat han fogatuta badugu, kasu partikular guztietan erabi-
1i ahal izengo dugu, sinpleki, textuinguru berria pixka bat az-

tertu ondoren,



LEHEWN GAIA

ESPAZIO TDPOLOGIKOAK.

Topologien eraiketa ingurunsen bidez.

Topologien eraiketa irskien bidez.
- Bi bide hauen baliokidstasuna,

- Ireki eta inguruneen oinharriak,



ESPAZIO TOPCOLOGIKOAK

Ikus dezaqun, ba, nola defini espazio torologikoak; hau
da, =szn dezagun multzo batetako topologia bat zer den,

Har dezagun multzo bat, X; X-en edozein elementutarake, p,
biz QX(p) ondoko propietateak betetzen dituen X-en parteen bildu-

ma bat:
1.1) X e WU(p)
1.2) We ULlp) = pe ! '
1.3) We U(p) » UC Vo= Ve Wlp)
1.4) W Ve fu(,a) - unve Ulp)

1.5) Ue dl(f/ badugu, existitzen da n.-ren ingurune
bat, V, non [e Vell eta Vie% “éi(Q/ baitira,

qqu—ren elementuak p-rén inguruneak direla esaten dugu.
Defini dezagun orain X-en azpimultzoen artean tipo berezi
bat:

1, Definizioa.- A CX multzoa irekia dela esaten dugu bal-
din A bere puntu guztien ingurunea bada. Multzo ireki guztien

multzoa Z, deituko dugu.

Aurreko definizioetan ikusi ahal izan denez, inguruneen
kontzeptua lokala da, puntuei lotuta baitago; irekiek, aldiz,
ideia global bat adierazten dute.

Geroago ikusiko dugungz, topologia bat inguruneen bidez
edo irekien bidez definitu ahal da, prozesu simetriko bati es-
ker, Oso inportante dira teoria honetan bi kontzeptu osagarri
horik,

Froga dezagun orain topolosiak definitzeko oso interes-

garri gertatuko zaiqgun teorema bat:

l. Teorema.- X multzoaren edozein puntutarako ingurune-
-bilduma bana badugu, bildume horiekiko irekiek ondoko propie-

tateak hetetzen dituzkete:



1) P, x irekiak dira.
2) Viel, A, irekia bada, U A, irekia dateke; hau
L& L

da, irekien bildurak irekiak dira,
bed

3) Ay, ... , A irekisk badira, (1A, irekia da-
1 n (24 1
teke; hots, irekiak kopuru finituan ebakitzen

baditugu, irekiak lortzen dituzkegu,

Frogspena

1) Tribialki, § irekia da,
X ere irekia da, inguruneen 1. propietateagatik.

2) Bira {A;);ér irekiak; VeeT , Ai=¢ bada, :g A= b date- .
ke, eta (ﬁ irekia da.

Ua + @  izanik, Jge YA

ter 1 (eI

Biz kasu honetan,re.L{AL . lkusi behar duguna zera
L€

da,‘L/AL p-ren ingurunea dela.
cel
Baina [’EUA; = Jiel; {364;0 =
. le1
= ped, c UA: e A e (M((») (A:, cukia &)=
o Jer

"
3) Bira A cees A D ireki, /] A= ¢ bada, frogatuta
izt

ll
s L)
dukegu. Q’ Ai # ¢ izanez gero, biz peQ{Ai .
v i, p bhori Ai-n izango da, ets Ai guztiak irekiak
direnez gero, p-ren inguruneak izengo dira.

Honelatan, (I1.Y) propietatea (n-1) bider erabi-

liz, NA; G(M(f) dela ikusi ahal izango dugu.
izt

Balia gaitezen orain teorema honetaz topologia bat zer den
esateko.
Leku askotan, multzoen topologiak axiomatikoki defini-

tzen dira, eta gero, propietateak, inguruneak, etab, hortik



10

ateratzen dira, Guk alderantzizko bidea hautatu dugu, iradokiga-

rriagoa delakoan.

2, Definizioa.- Biz X multzoa eta 2 » X-en parteen bildu-
ma bat. % topologia bat dela esaten dugu ondoko baldintzak be-

tetzen direnean:
T.1) P xel
»
T.2) ﬂA">;et ce
" - A 2
T.3) gAY 2 o= Ok e

= iyrA" € Z

Topologia baten elementusk irekiak deitu ohi dira, eta
%) X-en topologia bat bada, (X, E) zeinuaz "X multzoa Z to-
pologiaz hornitua" adierazten da. Hortaz, (X, ) espazio topolo-
giko bat dela esan ohi da.

Adibideak
1) X multzoa badugu, {¢/ X}: 2; topologie dateke.

{X, 2. ) espazio indiskretua ds.

2) f}"(x) ere topologia da. Topologia hau diskretu deitzen
da.

3) X ={o4) bada, 2: 8 {o9,X) topologia da.

(X, %) Sierpinski-ren espazioa da.

OHARRA

Multzo baten puntu guztietarako ingurune-bilduma bana
badugu, eta ingurune horiekiko irekiak kontsideratzen baditu-
gu, ireki horiek topologia bat osotzen dukete, lehen ikusi du-
gunez.

Modu honetan ba, puntuen inguruneetatik topologia bats-
tara pasatu gara, hau da, lokaltasunetik globaltasunera. Goa-

zsn orain kontrako bidea ibiltzera,

3, Definizioa.- Bira (X, Z) espazio topologikoa, sta P,
X-en puntu bat, U C X multzoa p-ren ingurune bat dela esaten
dugu baldin eta soilik baldin U~k p daukan ireki bat bere bar-
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nean badzuka; hau da, orain p-ren inguruneen multzoa 'U(f/ zei-

nuaz adierazten badugu,
. ~ c W
L(m(,o) &) JAe? 3 /CA
Argi dagoenez, puntu bat daukan ireki bat puntu horren

ingurunea izango da, injuruneen azken definizioa kontutan har-

tuz.,

Lehen, inguruneak definitzeko, axioma-sistema bat srabili
dugu (1.1, ..., I.5). Ikus dezagun nola oraintxe eman dugun de-

finizioarekin, axioma horik inguruneen propietateak izango diren.

2. Teorema.- 8iz (X, &) espazio topologikoa. V/tex, ’U{/‘}
delakoak ondoko propietatsak betetzen ditu:
1) xen(p)
2) we A (p) = fe(,( .
>~ ucv = Ve A/(/'/
3) e Mip) o«
a) u/‘/e (\/\(/y/ =) U/)l/e d}(/’/
5) ueVip) = 3V, ré‘/C“ A Uedg) H$6‘/

Gainera, A¢ € & b’/’e A’ Ace W[‘)

Frogapena
1) X irekia denez gero, Vrex, Xedfqv dugu,
2) Ue V(p ﬁ-ﬂ JAel, loeAcu = /4€u-
- { =
3)“6/\)(/”/1«(/((!/i’):}ﬁlegar)éACUCV )
=) 3Ag 2 5 ,06/4Cl/ =)~[/6 V(/‘/
€ B‘f(/ =)

Ac U a
9 e s w IAB B, 7 e o

duf,
(r3) . e C CUN = uav e
= ﬂc:AnB€Z> {’

Ue Ulp) = 34t 9/"/4C"( . Ay Vied =
D IV, pedcd o UOG) oA

5

~—
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Hots, inguruneek lehen definizioan beharrezkosk zituztdn
bost propietateak, 2. definizioarekin ere betetzen dituzte.

Goazen ba, tearemaren azken zatia frogatzera.

Ezkerretik eskuinerako inplikapena ebidentea da, inguru-
neen definizioagatik.

Biz orain bere puntu guztien ingurunea den multzo bat, A.

Honek zera adierazten digu:
Yxed 3\45 Z s X e CA baita,

E ({ V, e 2 , zeren V irekien bilduma baita, eta V = &
Ye

dugu: Beraz, A irekia da, f.n.g.l.

Aurrean ikusten denez, bi bide ezberdin segitu ahal dira

topologia batetamaheltzeko, topologia bat zer den esan eta gero:

1) Puntu guztietarako ingurune-bilduma bana eduki, hau
da, I.1, ..., 1.5 propietateak betetzen dituzten
multzo-bilduma bana, eta beraien bidezlirekiak de-
finitu., Lehen ikusi dugunez, ireki horiek topologia

bat osotzen dute.

2) Espazio topologikoa zuzenean eman, hau da, multzo
bat eta hor definiturikeo topologia bat. Hsu eginez
gero, inguruneak definitu ahal dira, eta ikusi ahal
izen dugunez, definizio horrek ematen dizkigun in-
gurungek 1. bidean erabiltzen genitugn axiomak be-

tetzen dituzte.

Hau dena nahiko simetriko da, baina gauzak guztiz argi
uzteko, edo behintzat)erresultatu on bat lortzeko, segituriko
bi bideek baliokideak izan beharke lukete.

Gure nahi hau bete egiten da, zeren ondoren bi teoremare-
kin frogatuko dugunez, berdina baita bide bat edo bestea har-

tzea, azkensan gauza berberera helduko gara ets.

Aztertuko dugun lehen partea hauxe da;
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. ™
3, Teorema.- (X, 1') espazio topologikoa emanda, V{’fx, Vip)
sortzen zaigu; baina lehen bideari jarraituz, X-en puntu guztien
inguruneen bidez, 2 topologia definitu ahal izango dugqu,

/
Nahi genuen bezalsa, 22, = 2 berdintza dugu.
(2.7 .
Frogapena.~ Dakigunez, Ac¢ V&>V pen, Ac ((/(/”/

Baina lehen definizioagatik, A ¢ 2 & A ¢ 4‘}(17/,Vp € A,

Beraz, A€ ¢ & Ae 2 = 2 = 2’ , f.n.g.1.

4, Teorema.- Biz orain X multzoa. ¥ peX, {I.1), ... (I.5)
propietateak betetzen dituen X=-en parteen bilduma bat badugu,

% topologia eman ahal dukegu, eta (X, 2 ) espazio topologikoa
ukan, Espazio topologiko honen bitartez, ¥ p ¢ X, p-ren inguruneen
multzoa, 'UY/’I, ukan dezakegu. Froga dezagun Vpe€ X, (l((/o/ = 4T(/7/
berdintza dugula. (1.&/-/

Frogapens.- Biz pex; ueV(p/e3 Ae? 5, pehcu.
Baina, A¢? (;J;//Vq en, ae Uls). s
Beraz, Uc V((’}=)p€ AcU » AeMp =.>’U ¢ U(p)  dugula.

Biz orsin,berriz, U¢ U(pJ). (1.5) propietateagatik,
3Véu(r}9p€VCU ~ Vaqev, ue UG)
Biz W = {ycX|Ve 41(7/}, Argi dagoenez, WCV eta p €W ditugu.
Froga dezagun W irekia dela, hau da, Fze W, We ¥(3/ dugula.

Biz z¢ W, Halabeharrez, V¢ 4,((2/. Berriz (I1.5) eplikatuz,

ey 2z cGev o veU(n Vr e
Ww-ren definizioagatik, GCW dugu, eta G z~ren ingurunea
denez gero, W ere z-ren ingurunea izango da.
Beraz, W« 2 , z W-ren edozein elementu ‘sitzen.
Frogatu dugu, ba, Y Ue /U(//, Iwed , pe U,
Honelatan, U ¢ V(r}dugu, nahi genuen legez.
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Guk ikusi ditugun bi metodoak osoc normalak eta erabiliak
izaten dira Topologia aurkeztean, haina ba dago guttienez beste
bide nahiko normala: hertsidurarena; hurrengo gaian ikusiko dugu
multzo baten hertsidura zer den, baina guk ez ditugu hemen topo-
logiak hertsiduraren bitartez definituko, beste metodo bat asur-

keztea oso astuna bailitzateke.

Ingurune eta irekien oinharriak.

Puntu baten ingurunesn oinharriak

Bira 4{(x) x-en inguruneen multzoa eta {E(x) C Q((x).

Baldin A (x)- ém edozein elementuk gutienez {3 (x)-en
elementu bat bere barruan badauka, JZ(X) x-en inguruneen oin-
harri bat dels diokegu.

Bistakoa da puntu baten ingurunme-oinharri bat edukitzea

nahikoa dela puntu horren ingurune guztiak ezagutzeko.

Espazio topologiko baten irekien einharriak

Bira (X, 2) espazio topologikoa eta ¢ -ren azpimultzo
bat, 3 . Espaiio horren edozein ireki {§3-ren elementuren bil-
dura bada, (X, 2) espazioaren ireki-oinharri bat dela esa-
ten da.

Proposizioa.- Biz (X, %) espazio topologikoa eta ¢ -ren
azpimultzo bat, 63 . Honelatan, ondoko baldintzak baliokideak
dira:

1) B (X, 2) espazioaren ireki-oinharri bat da.
2) V0eR eta Vpeop IBe® , pesco.

3) X-en edozein elementuk 53 -ren elementuz osotuta-

ko ingurune-oinharri bat dauka.

Frogapena
(1) =D(2)
Bira 0e 2 etapec0. 1, ataleagatik, O = _\U By » B, B-ren
elementu batzu direlarik,

Halabeharrez, 34, pe‘BA <0, f.n.g.l.
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(2) =(3}

Vxe‘.y., hiz 0/3()() =§ue@l xejs.

65 (x)-en elementu guztiask x-en inguruneak dirsla bista-

kos da,

Dakusagun 03()() x-en inguruns-oinharri ~at dela,

3iz Ue QU (x). Inguruneen nropietateengatik, 3 U irekie,
nan x € 0CU baita. (2) aplikatuz, I B e & 5 xe3 <O,

gta definizioz, B € §$6); bersz, ¥ Ue AL (x) , FIBe ¥§y2 (x) 5

x ¢BCU , Honelatan ba, ()/S(x) Xx-en ingurunesn ginharri bat

da, f.n,qg.1.

(3) =(1)

3iz 0¢ @ ; dakigunez, V xe0, 0 U(x).

3, atalean oinharcituz, 3 Bxe i<, X € BXC a.
Beraz, O = %Bx y, hau da, O "ﬁ-ren elementuren bil-
xe
dura da.

Ikus dezagun orain gero erabiliko dugun definizio hat,

eta berari lotuts dagoen zenbait propietate:

Definizicsa.- Bira multzo ha%, X, eta X-en definituriko

bi topologisa, .z sta 2' . QC 2’ haldintza betetzen beada,

?’ , 2 baino finagoa dela esango dugu.
. . ’ . . .
Proposiziga.- 2 topologia , 2 baino finajoa hada,
V x€ X, x-en 2 -ingurune guztiak x-en Z’—inguruneak dire-

la ebidentea da. B3a dugu ere alderantzizko erresultadu bat:
¥ xeX, I-1, ... I-5 propietateak betetzen dituzten bi mul-
tzo, U (x) eta U (x) (U[:(//U(XIC?(X}) baditugu, bai U {x)
tipoko multzoen bidez, eta baita ere, U(x) tipokoekin toapo-
logia bana defini dezakeqgu: 2 eta 2’ . Orduan, Y xex,
U (x) ¢ "l)‘(x) betetzen beda, 2c 2/ dukegu.

Proposizio honen frogapena tribiala da, inguruneen eta

irekien definizioak kontutan hartuz,
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BIGARREN GAIA

ESPA2IO TOPOLO GIKO BATEN MULTZO

ETA PUNTU OHAR GARRIAK.

- Multzo hertsiak.

- Puntuy itsatsia, Puntu isolatua.
Akumulapen puntua.

- Multzo baten hertsidura.

- Multzo baten barnea,

-Multzo baten muga.

= Multzo dentsoak,



fsnazio t@ipologiko batztan eta multzo irekiez gainera,beste
multzo batzu ere nabarmentzen diraj;Adibidez,multzo baten ingu-
runeak,.Esnazicko multzo bat hautatzen densan beste multzo eta
ountu ugari agertzen dira.Hemen,multzo eta ountu hoien defini-
zio eta prenietateak ikusikeo ditucu,zeren topologiaren kontzep-

tua ulertu eta finkatzeko oinharrizkoak baitira.

Multzo hertsiak, D2finizioa.

A multzo bat hertsia dela esango dugu,bere multzo osagarria,A‘,
irekia denean.,

\
Esnazioko multzo hertsien familia ?; deituko dugu.

Teorema.

S ——
jz Famlllak ondoko pronietateak betetzen ditu ¢

(1B

(Z)Wltren edpzein azpifamiliaren ebakidura,multzo hertsia da.
\_Fllielk ce' :%_‘C\IF“_Q t|
(3) ren edozein azpifamilia finituren bildura,multzo hertsia
da.
rm,...,rnet':, RU -..UF e

Frogapena.-

(1) Pe® —==>F-KeT"'. Bestalde,xeB=—==%'z ¢ez‘

(@ {FfteI} € B (=1 3 ATITIRC E non T M baite =
= el At —i (UA )G'E‘

(3) F, ,...,rv.G (—\ 3 Ai,...,A cC Fu=hiseeesf, =An

LU”'U =a Y ceed s ——)(A N ...I\An)‘ez.g‘
Oharratlkusten dugunez, ¥§ topolugla da.

Puntu itsatsia.,Puntu isolatua,akumulapen puntua.

Bira A E-ren azpimultzo bat,eta xe& E.

Definizioa ¢ x puntuaren ingurune guztiek guttienez E-ren e-

]



(Bistakoa denez).

(2) AC.Bcﬁ—;E? - A bere barnean daukan multzo hertsi bat da-=»
_ RcB.
(3) A hertsia da eta berau,bistakoa denez, A bere barnean du-
‘ten hertsietarik ttikiena da.Beraa,A = A.
(4) A, BEAUB—3F , S AUB —pf UT<TUB L

Ach ,B€Ba3AVBCAUT —FUBCAUB &")mz AUS.
Era berean zera frogatzen da : MU Ui, =" ,U... _“.
(5) A hertsia bada,orduan A bere barnean daukan hertsietarik
ttikiena da=yA = A .
Halaber,_l-\ = A ==33A hertsia da.
Oharra :(4) ordea ezin heda daiteke edozein bilduratara zeren
multzo hertsien edozein bildurak ez baitu zertan multzo hertsia
izan behar.
Gainera propietate honek ez du balio ebakidurarako,nahiz eta
ebakidura finitua izan.
Adibidea : Bira E =R , A=QetaB=191.

A A=R(A=R;B=R baita) _ -
m='_ﬁ= 2 ~-»Beraz, mfAnB;

Inklusio bat dugu soilik : ANBCANSB

Halaber,multzo hertsiek ondoko erlaziocak betetzen dituzte

W, R <40
Q) C Qi

Teorema :

A multzo baten hertsidura,z, eta A-ren puntu itsatsien multzoa
berdinak dira.
T = peE/u(\A $p ¥ u:ifcp)k

Frogapena.-

R =ﬂ'\F hertsia [ Ac_r?g eta {pe efuna+ ¢ Vu:‘i%p ultzoen
berdintasuna fregatu behar duqu.
a) Biz p A-ren puntu itsatsi bat.

—\ — —t
D4 (\ F  hada,orduan pe(n F)l = A .Baina A hertsia denez, A irekia
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da eta halatan, p-ren fngurune,

Bestalde, AC. A eta AN K|= yey AN T‘ = ;f .Beraz p ez zen
AR-ren puntu itsatsia izango,zeren p-ren ingurune I:at,‘,"\| H
existitzen Haita, 'I-\ln A= ﬂ izanik.Hau hipotesiaren aurka
doa.Horrela,pé_A’ .

b) Biz orain pe—A-eta supésa dezagun p ez dela A-ren puntu
itsatsia.Orduan,U,p puntuaren ingurune ireki hat existituko
litzateke, UN A = @ izanik.

Baina Ul multzo hertsia da eta AC U', u#U\g p¢_A—.Hau hi-
potesiaren aurka doa.B8eraz, p A-ren puntu itsatsia da.

Teorema.Multzo hertsien karakterizapena.

Biz = Ac E. Orduan & = AUAY .

Bereziki,A hertsia da baldin eta soilik baldin AdCA bada.
Frogapena,-

AAC A eta ACR beti gertatzen direnez,orduan AU AdCTo

Biz orain xe€ A .
1) x &A bada,orduan,bistan denez,x € A.UAd
2) xiA bada, x A-ren puntu itsatsia denez,ondokoa gertateen
da @
Yuela, un( a -bx) ;;f
Beraz, x€ A C_AUAd
Horrela, A < A UAY =
Bestalde,badakigu A hertsia dela baldin eta soilik baldin
A = A bada. Orduan R = :UAd denez,A hertsia izango da bal-

din eta soilik baldin A'cA bada.

Multzo baten barnea.Definizioa,

Biz ACE.A barnean dauden multzo irekietarik handienari A
©
multzoaren barnea deituko diocgu eta A idatziko.
<
A =Ulu irekiaf ucal
Bistan denez,A beti existitzen da.

Propietateak

il
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o
o [~
(3) A = A
; o
(4) (apB) = ANB
Frogapena,- Hertsiduraren propietatsak frogatzen diren bezala-

tsu frogatzen da.

Teorema.-Eragiketa topologikoen arteko erlazioa.

(-] ——.l
Biz ACEe Orduan,A = A' .

°
Bereziki : A irekia da4g==)A = A bada.

SClli‘a_ﬁ/-\'csl % Orduan, UC A betetzen duten multzo irekiak,
F>A' betetzen duten multzo hertsiak dira. | \

A =U{r')r hertsia, Alc r} = r\llr/r hertsia,A‘cF}] =A
Ikusi dagigun orain bigarren zatiaren frogapena.

A irekia bada,orduan A-ren barnean dagoen irekietarik handie-
na da=>33A = 1 . -

Halaber, A = A mmmbA irekia da.

Definizioa-
8iz ACE .A multzoan dagoen x puntu bat A-ren barne puntu bat
dela esango dugu,ondoko hau betetzen dusnean :

I ueoo ,UC A izanik.

Bistakoa denez 7-\ =&x€ A/x A-ren barne puntua da}

Biz ACE » A-ren muga multzoa hau da @ A= TAAL.

Ondorio gisa, A% beti multzo hertsi bat dela dakusagu.
Halaber t A¥=(aA! r.

Bestalde pe E, A-ren muga puntu bat izango da soilik p-ren e~
dozein ingurunek A eta A -rekin duen ebakidura hutsa ez bada,
Beraz, & =\p»e E/ p A-ren muga puntua da}

Teocrema

Biz AC E , Orduan
- (-]

(1) a*= % - &

(2) "R = ¢
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- o
(3) & = AV ¥
(4) E = AURUA' bildura disjuntua da.
Frogapena.-

- - = - "y | -— ©
(1) A% ANA"'= ANA') = A0A =TA - A

s
(2) A%= T - R R =ff
i

A
(4] — -— — -—
(3) AU = AU (AR ) = RumN( RuthH =A0E =7
. . e
(4) Aust = A*U Az ]
A= pve
e * -} —_—l -
Orduan AU A*VAl = AT UAY = E
©
Beraz, £ = A UAUA' .Bistakoa denez,bildura hau disjuntua

da.
Multzo dentsoak

Definizica.- D = E bada, DCE dentsoa dateke.

D E-n dentsoa izango da baldin eta soilik baldin edozein mul-
tzo irekik D ebakitzen badu.

Frogapena.-

Bira D multzo dentsoa E-n,eta A# f multzo irekia,

Biz ae ACD = E. Orduan a E multzoaren pintu itsatsia da,
Beraz, ¥uedJw UND +;§

Bereziki, A D # ﬁ; A a-ren ingurune irekia baita.

Demagun orain edozein multzo irekik D multzoarekin duen eba-
kidura ez dela hutsa eta biz xe« E.

¥Ucho3n irekia non xe ACU eta AND § f baita===y xeD
Beraz, xeD ch—anE = E .
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( R,¥o sespazio tepologikoan.

&, oinharrizko topologia deituko dugu.

&, =<{(a,b)/ a,be R%

A A A A A M
04) | Tedl | wi) {oA} | 10 ia]
odd | Tegl | (o4) | dotk [ Ton) | &
Wtaen |GHURy|  F okt | fop |
2y | {2} & {2} g | &
Z Pl & z g | o
@OV To2Juisy opuwd) | d6,1,23) | To,2] g
¢ 8 % = R | R
) ( R,Ty) espazio topologikoan.
eskuineko topologia deituko dugu.
: TR
A A M A8
Co] ;Zf (o2A] | (0] (09077 |(2o0)ultpy
Tom |(0,) A W | (=98] |(0)
e & (-0, D | oo 47 | G d) e aerh
{ | & | (%) |re6] | (-%9)  fogduigd




FNRURGARREN  GAIA

ESPA2/0 TDPOLO GIKOEN _ARTEKD

FUNTZ2I0AK .

- Sarrera.

- Aplikaziosn sailketa topologiko globals.

- Aplikaziocen sailketa topologikeo loksla.

- Etenggbetasun globalarsn karakteriza-
penak,

- Aplikazio etengabeen propietateak.

~ Adibideak,
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1. Sarrera )

{x.%) estruktura topologiko batetan, alde batetik X muitzb suskarria eta
bestetik irekien’ familiek osatzen duen &,topologia bereiztu bshar ditugu.
Arrazol ‘hunengatik( X, %) eta (Y. &) bi estruktura topologikoen gonbaraketa
egiterakoan, X eta Y multzoen elementusn artekov erlazio edo elkarpide batez
.hasi beharko dugu, non a posteriori €,eta &,tonologick parte hartu beharko
baltute. '

Dakigunez bi multzoen arteko elkarpiderik interesgrrrienak aplikezioak
’dira. Har dezagun orduan F:,'X multzotik Y multzorako anlikazio bat f: X—Y

'Zeln eratan erlazionatuko da f aplikazica &.eta &, topologiekin?

‘Hau bl eratera ggin daiteke: lokalki eta globalki.
.= btokalki: X multzotik puntu bat hartuz, bere irudia Y multzoan kontsideratuz
eta puhtu bien inguruneek kontutan hartuz,
-‘Globélki: €. e_ta' &, tdéoingien irekiak hartuz.
Bai inguruhgak eta bal irekiak multzo euskarriaren zatiak direnez,'ezin‘go
dugu f: X ;bY ap;ikazioa hartu, baizik eta ondokoen eplikazioren bat hartu
bgfqarko “dugu: ) ‘ :
TP (X)—T(Y)  edo £ P () TX)
. Apikazio bl hauk htméla definj.turik daude:
P AP (X) = F(A)=] F(x) / xeApT (¥)
8P (Y) — F"(B)=1t'x¢x /f(x)e a‘,a‘?(x)
Bogora dezagun laburki funtzio hauek betetzen dituzten propietateak:
8 f: §°(x) —> CF(Y) aplikazioak betetzen dituen propietateak:
- Auc Ba = F(A)= F(A).
~F(AUA)= F(A)UF(A).
-FlanAcr(A) 0 £(A).
~Fla-A>r(a) - £(A)

VA, A (X)
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5% TPX) — 9 (X) eplikezioek betetzen dituen propietatesk:

B.eB,=s f (B) < f:J(B,).
£'(Bwad= £ (8)u F'(8).
F(r.nr)= 7(8) n¥'(8).
£ (8-8)= £7(8) - £ (B).
F(e)=[7(8)] .

Aplikazioen sailketa tonologiks globala

Bira (X.&,) eta (Yv.&§ espazio topologiko bi sta f: X —»Y aplikazio bat.

Ondoko kasu hauk eman daitezke:

1)

2)

3)

Y espaziocaren ireki bakoltzaren irudi inbertsua, X espazioaren ireki bat da,
halegia: VA<2, f (A)eZ.
F"(B‘)=[F"(B)J', VB8 &9°(Y) propictateaz baliatuz, aurreko propietatea eta
ondokoa baliokideak dira: Yespazioaren hertsi bakoltzarem irudi inbertsua
X espazioaren hertsi bat da, helegia: VY Ce¥, £ (C)e B
Hauetariko propietateren bat betetzen denean ( bestea berehala beteko da,
baliokidesk baitira) f: X —»Y aplikazioa, etengabea dela esango dugu. -
X espazioaren ireki bakoitzaren irudi zuzena, Y espazioaren ireki bat da,
hots: £ (A)« Be, VA< &s. edo:
f: A€BacT ()= F (AleBucs T{Y).
Kasu honetan f aplikazioa irekia delz esaten da. .
Kontutan har dezagun(f '): f denez', f aplikazioa irekia izatea eta © “*apli-
kazioa etengabea izatea baliokideak direla.
X espazioaren hertsi bakoitzaren irudi zuzena Y’ espaziocaren hertsi bat da,
hots: F(C)éZJ',VC€'6.'L ado:
f: Celic F (X)) — f(C)et =P (Y).
Kasu honetan f aplikazioa hertsia dela esango dugu.

Pentsa dezakegu, aplikazio ireki eta aplikazio hertsiaren kontzeptuak
baliokideak direla, baina hau gehienetan ez da gertatzen, zeren f(A‘) eta

1] - [
E’(A)]ez baitira berdinak izaten. (f bijektibo bada, orduan £(A)=[f(a)].)
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4) Aurreke hiru kasosn konbinaketak eman daitezke, hots: aplikazio ireki eta
hertsia_k, aplikazio ireki eta etengabeak,b aplikaiio hertsi eta etengabeak,.
- edo hiru kasuak batean.
Oso garrantzitsua da aplikazio bijektibo, ireki eta etengabearen kasua,

baina kasu hau geroageo aztertuko dugu sakonki.

3. Aplikazigen sailketa topologiko lokala
Bira, lehen bezala,, (X,3) eta (Y.3.) espazio topologiko bi, f: X —> Y anli~

kazia bat, xspuntua, X espaziparen puntu konkretu bat eta f (x) bere jrudia Y
espazioan,

Ondoko kasu hau eman daiteke:
'- f (x§ puntuaren U ingurune bakoitzaren irudi ihbertsua, x,puntuaren inguru—
ne bat da, halegia:

F"(U)eU (%, Vuel [F(X.)] edo:

7t uUfF(]AY) — FU)eU (e P (x).
Kasu honetan f aplikazioa, x,puntuan etengabea dela esaten da.

Gero ikusikeo dugunez, apiikaziu etengabe eta puntu bakoitzeman aplikazio

etengabearen kontzeptuak baliokideak direla frdgatukn dugu,

4. Etengabetasun globalaren karakterizapenak

TEOREMA,~ Bira (X,L) eta (Y.2) espazio topologiko bi eta 3 X —Y aplikazio

bat. Ondoko pronosizicak baliokideak dira:

‘1) £ aplikezioa etengabea da, hots: f"(A)c&.} VA€ G

2) vy espazioaren hertsi bakoitzarem irudi inbertsua X espazioaren hertsi bat
da, hots: F"(C)é&_.'v. Vi< Za

3) Y espazioaren oinharri baten multzo bakoitzaren irudi inbertsua, X espazio-
varen ireki bat da.

a) r apiikazioa, Xo X espaziecaren puntu bakoitzean etengabea da, halegia:
Vx.eX, V Utﬂﬁ’(xﬂ , .f—‘(U)e'U(x.)

5) WxeeX, vUf(Q]=3vel (x4 / Flvlzu.

6) f(l‘\)cm , VAcX )

7) F(Blef(B). vy



(1) =>(3) :

(3) =>(1) =

(1) =>(8) : |

§2) =>(s) :

(5) =>(8): B

(6) =(7) :
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Gogora dezagun F’J(B‘)=[F"(Bj]‘ dela, eta hemendik frogatu nahi
gx?.nuerxa.~ »

Her dezegun 93+ & e, E.topologiaren oinharri bat 1zanik.

f aplikazioa etenga‘bea denez Y espazioceren ireki bakoitzaren
irudi inbertsua X espazisaren ikeki bat izango da, cta bereziki

95,, oinharriaren irekien irudi inbertsuak X espazicaren irekiak
izango dira .

Biz 2= TeY espazicaren oinharri bat,eta suposa de‘zaguny
£ B) e &..VB « 3a dela. ‘
Kontsidera dezagun A, Y espazioaren edozein ireki bat.

B, oinharri bat denez, A= H:B* izango da,non {Ba/Ael ({4({3«
baitago, halabeharrez f’.‘(A)= £7( ,\‘.LB,): &F"(B,) &z ' ‘
zeren P(Ba)«®.. VAL baita. \

Demagun x.c.X> puntu bat eta kontsidera dezagun Y espgzioan fxqg
bere irudia. Biz Uel [F(x.]]. » ' ‘
Inguruneen’ definizicaz , 3 A« ®a non f(xd € A=U baita, halabehar-
rez  xeef (A)e F-J(U) ETa £ (A), % espazicaren irekia denez, -
halabeharrez £ (U)elU (x3. ‘

Honela f aplikazioa X espazioaren puntu bakoitzean etengabea dela
frogatu cfugu. ) ‘ '

Demagun U¢UD(XJJ eta kontsidera dezagun V= f-‘(U)éU()Q (4.> pro-
pietatea betetzen delakn];

Argi dago f(V}eU dagoela eta honela S. prﬁpietatea betetzen da.
iz Ae=X eta p A puntu bat. F(p]gm betetzen dela froga-
tuko dugu, UNF(a)#P ., vUeU[P(p)] dele ikusiz,

Har dezagun Uo;'U[f(p)] 5. propietateagatik: 3 Vet (p) non
f(V)}eU beita. . '

peA duelako , orduan g#4(ANV  izango da, eta hamendik:

#4 F(a0V)e F(V)NF(A)cUNF(A)AF, halabeharrez: f(p)«F(A).
Demégun BeY eta A:F"(B); Daldiounez F(/’\}ém dago eta

" hemendik  F{A)ef(A)= F[F'J(B)Jzaﬂf(ti)ca; Orduan:

FB)-Acf [F(A)Jef(B)e
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TeY wmullzo hertsi bat, 7. proviptatez betetzen dencz:

.

e (M) 7)) (2 hertsic doloke)
(3 .

Ne=r (7Y » »iaten boti Zotoisen da etc propistate bi haue~

R

. e ot s K] ] s
tatik: ¢ (2)=F"(2) izengo da,hots, Y copazioarsn cdozein hertsisren
iruci inbortsua, X espaziocarzn hertsi bat da, hots, f aplikazioa
etenrabea da,

€. Aplikazia ctongobogn propictateak

Demcgun X, Y eta Z hiru espazin topologiks. Ondolko propictateak betetzen
civra:

f1) f cte 7 aplikazioak, Fil —>Y; g:¥—>2 eiengaboak hadira, gef:X—F a—
nlikezina, ctengabea de, hots, bi zplikazio ctengoheoen konposaketa apli-
kazio ctencabe bat dateke.

(2) F:2t =V aplikazioa etengoboa bade cta Ae=lt, X espazioaren azpicspazioa bada
orcduan Fa:A-2»Y, f aplikazicarzn A azpiespaziorako murrizpena eteﬁgabea
datecke. .

(3) fiX—>Y aplikazioa ctengakea bada, eta f{X) espazioc eragindeko topologiaz
kontsideratzen badugu, orduan f, :X —sf(X) aplikazioa etengabea dateke.

Frogapena

(1) pakigunez (g.f').; fog™ da.

Demagun A, Z espazioaren ireki bat, frogatu nahi duguna zera da:
VA E, (g-‘;")ﬂ (A) = B~ duele,
Hipotesiz: VA=&Z: g [A)=Zy ota vA&2v, f‘-‘(A)‘s Z.~ dugu.

Har dezagun orduan Z espazioeren A edozein ireki

(gof‘)-(.f\)=(f-":g")(A):F"[g"(ﬁ.]] eta 5 (A} & Z¢  deenez,orduan
F"[g"(A)]éE,«. . Eta honela frogatu dugu nahi genuena,

(2) Biz f:X—>Y aplikazio etengabea. Kontsidera dezagun f, :A—>Y aplikazioa,
non f, =F/A baita, .
Biz B, Y espazinarem multzo ireki bat. F:(B):F'J(B)n A denez eta ¥ (B),
X espazioarcn ireki bat dencz f‘:(B]nA, E4 topologiaren ireki bat
izango da.

Esan dezakegu orduan f, aplikazioa etengabea dela.

(3) £(%) espazioaren irekiak, BN F(X) eratakoak dira, non B« v baita
Har dezagun F;‘(an'()()) multzoa
£, (8n £(x))=F"(3n £(:))=F"(R)A %=F"(7)5



£ (2) multzo ireki bok da, zeren seharrnz:

» bodta, hals

2 dela frogatu dugu honcla,

6.Adibidealks
Tkus ditzagun orain adibide serrantzitsu hatzus
(1) Har ditzegun orcin A eta Y ospezio toneologike hi. Edezein oplikazio kons-

tante TiX—>Y, non T(x)=y, VxeX baita, aplikazio etentabea da

prexien
Y espazio topologikcaren artean bi posibkilitate douds: alde batetilk yenun-
tue beren barnean daukaten irek:‘lak daude eta bestetik beren barncon y,pur-
tua ez daulkatenck.
- Har dezagun A<&v non y.<Abaita.
‘F.J(A)=X , hzlegia bore irudi inbertsuz X gspezic csom do, X espozion noski
irekia izanik.

~ Demagun orain B=&v non veoed 3

Kasu honetan F"(ﬂ)=¢ « &, holegia B ire inbertsua mulizo
huisa da eta dakigunezz mulizo hau ireki bhat da,

(2) Bira (X,&) eta (X.&) ospazio topologilko hi,multze suskarria herbora dutenalc
eta kontsidera dciagun it —> X anlikazio identitatea: i(x)=x V¥V xeX,
Ondoko posibkilitate hauk eman deitezke:

a) i:X —X etengabea izatea.

Zer esan nahi du honek?
arenca

-
i enlikazioa izateagatik: VA<®, i (A< Ba $fA)=A=& . de,

hots, VA& Ze halabeharrez A=&s , halegia

b) 1:X—>X aplikazioa irekia izatea, hots, VA«&., il \éga beina

1(A)=A =&, hots, VA& &Ls halabgharrez A< &e hots

c) i:% —X aplikazioa, ez ctengahea cta oz

relkia izaotea, kasu honoton

1

ezin ditzakegu %oeta & topologiak gonbara,fz dira gonbaragarrialk,
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LAVRGARREN GAI A

HOMEOMOR FISMOA k

- Sarrera,
- Definizioa.
- Homeomorfismoen karakterizapenak,

- Homeomorfismoen tipoak.
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1. Sarrera

Aurreko teman aplikazio etengaihoak aztertu ditugu.Aplikazic ctengabecn ar-

tean badaude Lotzu oso intcresearrizls direnak:"honoonor

Hauk lzango dira arain aztertulo ditugunak eta berehala iikusiko
/

zio topologilko gonbaratzerakoan, nolalin corrsnt

o

Pentsa dezagun bi espazio topologilko dugulz (L&) eta (V.2) 2t o ate
s

tzo suskerrien artean T aplikazio bijekiibo bat dagosla i —Y,

P (2) =T (¥]), eta £ :GF¥)—97() aplilozin olkerisids

=it
izango dire ota geinzra bhate besteaircn inbertsua.

Aurreko teman ikusi dugu nolako propictatoal: botod

hauek, baina f aplikazioa bijektiboa denez, ondnko hiru propi nauik

1

telko dira:
Flanad=r(A)nr(ay
FlA-A)= F{A)-F(A) VAL As =G (x)

+e(R)=[r(A)T
Cogora dezagun nornalld hau dolo portatzon,
- FLAMNA) « P2 N FLA
(* ') () (D VA;A@éC))(x)
- flagado FlAd-F(a)
baizilk.

Suposa dezagun halaber T eplikezina etengabea cta irekia dela, ado ba

.k g
dea dena: 7 cta f eplikazioak etengaheak dircla,

tzon dituzlon anplilkazio i

ore

1lioki-

Pentsa dezangun egoera topologiko aso on bateten geudela, zeren bijekzio bat

2

dugu, ez hakarrik multzo euskerrien arteon, baizike cte Gopologien orte
Baldintza hauetan, X espazioaren cdozein propistate tonologikoz, Y cs
y f v 9 1)

propietate topologikoa izango da eta alderantziz,

2. Definizioa

an e,

pazinoron

Demagun f:X—Y aplikazio bijektibo bat. f eplikezio "au eiz 7 i cplila-

zioak etengabeak badira(edo baliokidez dena, T aplikazios etengabea eta

bada) f homeomorfismo bat'dela esaten da ota honcla idozten: FiiEY

irekia
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o~

A sta Y espazio topologiko bl homeonorfock direla ssange dugu eta X= Y idatzi

beren artean honcomorfismo bat definiturik bodogo.

3. Honeomorfismoen lorckterizenoensk

Ikus dezagun orain homcomorfismoeik beti betetzen dituzten propietate batzu:
TEQAZVA- Biz Til—=Y , X ete Y espazic topologikoen arteiko aplikazio bijekti-
ba bat. Cndoko propietateak baliokideak diras
(1} * apilikazioa, homeonorfismoz ca.

(2) £ aplikezioas, etengabea eta irekia da,

(3) t aplikazioa, etengebea cta hertsia da.

(a) f(A)=F(A) VA< X

Frogapena

(1)2=>(2) f anlikazina homeomorfismo izatcak, f eta f oplikazioek etengabeak
diresla suposatzen du.
f aplil@zioa irekia izatea eto f"aplikazioa etengabea izatea balioki-
tidak dirensz,frogatu dugu nchi genuenc.

(2)e=>(3) Hemzn frogatu behar duguna zera da: f aplikazioa irekia dela baldin
ota seilik baldin f aplikazioa hertsia bada. )
£ aplikazioa bijektibto cenez: (&)=[f(a)]’ VA< Za.
eta hemendilk frogatu nahi genuena.

(3) =>(4) f etengapea denez, halabeharrcz F(A)=F(3).
A<}, halabeherrez f(A)ef(3), eta f(R) multzo hertsia da, zeren f a-
plikazioca hertsia haita.
reuan F(A)e=F(A), zeren definizioaz F(A) multzoa, F(A) bere barnean
duten hertsietatik txikiena baita. Zta hamendik:
£(X)=F(a)
F(A)=f(A)

(8) =(3) orain r(A)=F(A), WAe! <ele suposatuko dugu.

=> 4 (A =z (a)]

#{A)=F(#), halabeherrez F{A)=F(A) VA<l izango da eta hau_bal-
din eta soilik baldin f aplikazioa etengabea bada gertatzen da,

Har dezagun grain A< mulizo hertsi bat. A hertsia delako A=A ger—
tatuko da sta kasu honetan F{A)=F(A)=F(A) dugu sta }TA) multzo hertsi

bat da, hots f aplikazioa hertsia da.
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4. Hemeomorfismoen tipoak.

Kontsidere dezagun hemen, espazio topologikeo guziien klasea, Ikus dezagun
nola klase honetan homeomorfismoa balickidetasun erlazio bat den:

- , 2eren i aplikazio identitatea homeomorfismoa baita (i: XE'X)

- Suposa dezagun X eta Y espazioak homeomorfoak direla: X ZIY; halabeharrez
f aplikazio bat egongo da, non f homeomorfismo bat izango bajta f3 X ;'Y;
hots £ aplikazioa ere homeomorfismoa izango da, £ 1Y =X eta honela Y eta X
espazioak homeomorfosk izango dira: Y = X , esate baterako:

- Suposa dezagun X eta Y homeomorfozk direla, eta gauza berbera Y ega Z espa-
zioentzat: X Y eta Y ¥z ; halégia f eta g aplikazio bl egongo dira, non
 eta g homeomorfismoak izengo baitira: f: X ¥ Y , gr YFZ .

Usoaerraza da, bl homeomorfismoen konposaketa heste homeomorfismo bat dela
'ikustea; hots, g.f X eta Z espazioén arteko homeomorfismoa da, gef: X :fZ;
eta heméndik X eta Z espazioak homeomorfoak izango dira: X ¥ Z.@&ue baterako:

X=Y TzoxT2
(x¥ .|

Baliokidetasun erlazio honek, espazio topologlko guztien klasea, klase dis-

Juntuetan zatitzen du.

Klase disjuntu hauk‘homeomorfismnen tipoak deitzen ditugu.

Honela, homeomorfismoen tipo bet, propietate topologike berberak dituzten
espazio topologikoek osatzen dute, eta espazio topologiko bl homeomorfismoen
" tipo ezberdinetakoak badira, batek nahitanahlez besteak ez duen propietate
topologikoren bat edukiko du,

GEhienetanvoso zajla gertatzen da egpazic topologiko bi homeomorfoak direla
frogatzea, zeren horretareko bien arteko hpmeomorfismo bat aurkitu behar baitugu.
Askoz errezagoa izaten dg; espazio topoleogiko bi homeomorfoak ez direla fro-
gatzea eta hau egiteko batek, beéfeak ez duen propietate tcpoloéikoren bat ba

duela frogatzea nahikoa izaten da.
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BOSTGHARREN  GAIA

SUZ2ESIOAK ESPAZIO TOPDLO GikoETAN

- Suzesioen definizioa,
- Suzesio baten limitea,

- Hausdorff-en espazioak.

Espazio lehen kontagarriak,
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sLARSTOMN, BOLPAZLIC TU: OLUGLWGITAN

Suresio bat defiaitzeko er du egitura tepol:.gikorik beliar.

Nefinizioa

Bira multzo bat, E, eta N zenbaki aaturalen nmi.ltzoa zero ken-
duz, N-tik ¥ multzora doan edovein apli.azio bat, L~ren suresio

bat dela diogu eta ix idatzi.

1’1§ ne

Suzesio baten limitea

Lirnitearen kontzeptuait ez luke esannahirik edukiko, E multzoan

topologia bat suposaturik ez balego.

Definizioak
Bira {xntneNC E, E, espario topologiko bat irvauik, eta E-ren
puntu bat, a.
(1) a puntua X, suzesioareun linita dela diogu eta X, —a edo
%i& xn = a idazten, a-ren edorein ingurunetarako, U, existitzen
bada zenbaki natural bat, n,, non ¥ zng X, e U baita.
¥u ¢ U (a) dnyeN 3 ¥noang Xn € U

(2) a puntua ixnt suzesioaren limitea da, a-ren edovein ingurune-
tarako, U, ia suzesioaren elenentu guztiak U-n daudenean; hau

da, ez daudenak kopuru finitu bhat direncan.
Vu ¢l (a) Kard ixn [/ x, ¢ U§ € N

(3) Era berean a-ren oinharrizko inguruneen bidez ere, limitea de-

fini daiteke:

Vu eSb(a) An e W 5> ¥n rn,  x e U

{ue B(a) Kard{x, / x_ € U }e ¥

"
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Definizio iiauk baliokidea dira.

Teorema

Bira awnpinultzo bat, A, (A<ih), I espario topologiko bat ixa-
niik eta ixnk A-n dagoen edozein suresio bat.
ixn} suzesioaren puntu limite guztiak A-ren hertsiduran daude,
Hau da:
ixnk cr o« x —»x = x¢€i

Baina alderantzirkoa, ordea, ez da beti gertatzen,

Frogapena:

. Biz x-en edozein ingurune bat, U,
Hipotesiz x, -— x dugu eta limitearen definizioareun bider:

Ju e U (x) In et non  ¥noang x, €U baita,

Eta {anCA dagoener:
¥oe U (x) UNA £ ¢ == x¢i

« Demagun orain, alderantzizko propietatea betetzen ez duen adibide
bat.
Ziz zenbaki errealen multzoa, R, eta kontsidera ditzagun
¢ = {BC;R / B vDB' kontagarriak } topologia eta A = R-]0{multzoa.

A multvoa irevia izateagatik, A = R eta O€ A erlazioak betetzen
dira.

Ordea, ez dago suresio bat, {xd, non {}n}CR-tOf eta
xn<—a O baitiraj; zeren, nahiz eta 1xnr suzesioaren elementueta-
rik bat ere R-ﬁxé} multzoan ez egon, multso hau x-en ingurune
bat baita.

Espazio topologikoetan suzesio batek puntu limite bat baino
gehiago eduki dezake.

Adibidez E multzo batetan topologia indiskretuarekin, E~ren
eleientu guztiak puntu limiteak dira edozein suzesiotarako, zeren
E multzoa puntu bakoitzaren ingurune bakarra baita.

Hausdorff-en espazioetan, ordez, suzesio batek ezin du limite
bat baino gehiago eduki, Bestalde, R eta Analisian erabiltzen di-

ren espazio gehienak illausdorff-enak direnez, dakusagun zointzu
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iton Cie nolaso prosiccatcar beloel. v aitiy ten,

vetinisioa

iy espavioc t pologiko bat, K., E-ren edorein eleeatu desher
dinetarnke, x, v, (x#y) haier: ingurune disjuntu batzu, U < f(x)
eta V & ! (y), existitven direnecan, k Lonatua edo i{tau-dorfi-en es

pazioce ede 1, espazio bat dela csaten dugu. Hau da:
<

“X,y: E x£y U (%) AV o (y) TLounv =

Adibider, espario dishretuaix beii banatusl. ivaten dira,
Yropietatea

Hausdorff-en csparic batetan atomo guztisk multzo hertsiak
dira.

Frogapenas

iiira hausdorfi-en espazio bat, k&, eta X beraren puantu bat.

Dakusagun nola )x["multyo lhertsia den, zeiren honela (x| wultzo

irekia dzango baita.

Yy ({xS‘ , I espaxzio banatua denez gero, y puntuaren ingurune
bat, U, existitvzen da, non x U ingurunean cz baitago.

Honelatan, ba,
vy o xl? LU U (y) > U cx)!

Qrduan, {xﬁ' multzo hertsia da eta beras, x multvzo irekia,

Teorewa

liausderfi-en espazio batetan suzesio batek limitea badu,

liwite hau bakarra dateke.

Frogapena:

Teorvema hau avsurdura eramanez frogatuko dugu.
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Bira E Hausdorff-en espazio bat eta ixnk beraren suzesio bat.
Suposa dezagun a eta b puntual:, ixn! suzesiocaren limiteak direla
agb izanik.

E banatua denez denez .ero, U ¢ WU(a} eta V ¢ U {b) inguruneak

existit-en dira non UNOV = f baita.

Hestalde, x, -..,a eta X, - b ditugunez, "linitearen definirioa
ren hiden: )
]nu , nve N non xnc u ¥n zn, eta x € V ¥n 0, baitira.
dau das
X“é vAv ¥Yn: :'\(nu,nv)

Jaina hau absurdua da, zeren hipotesiaren araueru UAnV = ¢

baitugu,

kasgal honen lehengo teoreman jadanik zera ikusia dugu, E
espazio topologiko bat denean eta A beraren azpimultzo bat, ondoko

propietatea betetrzen dela:

zxn_‘CA AX, =X =3 xeA
ordea, adibide bate. ikusi dugunez, propietate honen inbertsua
e, da beti egia inaten.
Bestalde, espazio lehen kontagarriek pronietate hau betetzen
dute., Espazio haul interesgarriak dira, ve¢ren R eta espazio ..etri

ko psuztiak lehen kontagarriak baitira.

Definizioa

Ispazio topologiko ba etan, edozein elementutarako bere ine
guruneen oinharri kontagarri bat existitzen denean, espazioa

lehen kontagarria dela diogu,

Ikus ditzagun orain honeiako espaziotan, muitzo irekia, itertsia
eta hertsiduraren propietate karalkteristiko batzu; eta halabey-.

etengabetasunarena ere,

Aslotan, prenietate karakteristiko hauk, definizio gisa

eaten dira Analisian eta BUD mailan,
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Teorema

(1) Bira espazio topologiko eta lehen kontagarri bat, E, eta A
beraren azpimultzoa,
X, A multzoarekiio elementu itsatsia da, baldin eta soilik
baldin, A-reun barnesa existitzen bada suzegio bat ixnj N

xn__gx izanik, Hau da:

XQZ(.<_—,_(;;;§{anCA 5 X - X .

(2) Bira £ espario topologiko eta lehen kontagarria eta rCli
avpimaltyzo bat.

P multzo hertsia da, baldin eta soilik baldin, F-n dagoen

edozein suzesiotarako,ixns, beraren puntu limitcaik F-n badaude.

Hots:

F CE multzo hertsia <:=$V{xnch N X X ey XEF

(3) Bira E espazio topologiko eta lehen kontagarri eta A beraren
azpinultzo bat,
A multzo irekia da, baldin eta soilik baldin, E-ren edozein
suzesiotarako {xnk, non X beraren puntu limitea baita eta
A-n baitago, existitzen bada zenbaki natural bat n, non

x_ A-n baitago ¥r1&n°. Hau da:

AC E irekia (;gixnicE 3 Xp—>X €A -_-=>£ln° > Xp €A 4n>,n

Frogapenak:

(1) == ) Biz x ¢A., E lehen kontagarria denez, x-en inguruneek,
guttienez, oinharri kontagarri bat lUn / n=1,2 ....f

dute, - .

Defini dezagun Vn = C!Ui 4n .

Vn x-en ingurune bat da, zeren x-en inguruneen ebaicidura
finitu batetik sortu baita, eta }V_ / n = 1,2 vend !
ingjuruneen oinharri kontagarri bat da, Un oint.arrizko
ingurunea izateapatik edozein un-tarako
Gainera, V12>V2:>...... ) VnD cveaa erlavioak betetzen
dira Vn—ren definizioaren bidez.

Bestalde, A definizioz:

¥n ‘ Vn[\Af?‘@p]anVnhA ¥n

[¢]



(2)

(3)

=)

=)

=)

)
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Era honetan , suzesic bat, {xng aursitu dugu non X, —x
baita Vl > V2 D aeee D Vn) seeee erlazioak betetzen
direlaiio.

Iliusi dugunew "aix

n]CA A X, - X == X €A " propietatea
auz

espazio topologiko -tiex betetzen dute.

Bira I'<E, F multzo hertsi bat eta {xn‘&cE aen X —> X
baita.,
Aurreko propietateagatik x¢F eta F hertsia denez F = F

ditugu; hau da, xe€¢ 1 .

Suposa ditzagun. FCE eta ondoko erlazioa:

1xnjc1“ > x,-»x =3 x F.

F hertsia dela ilkusi nahi dugu, hau da, F = F dela.

Biz xc F eta (1). propietatearen bidez:
gixn]C F oA x, —x

eta hipotesiaz:

xe F.

Honelatan, ba, FCF dugu eta FCTF beti egia denez

F=F berdintza atera dezakegu,

Bira multzo ireki bat, A, eta suzesio bat lxnj sy hon

{x“k C A eta X, -—»>Xx €A erlazioak osotzen baititu,

A multzo irekia denez eta A-n dagoenez, A multzoa x-en

ingurune bat daj; bestalde, x ixnk ~-ren limitea denez:

]noe N > x€ a‘ -Vn>,no
Alderantzizko propietatea f‘rogatzeko, har dezagun balioki-

detzaren eskuineko erlazioa hipotesi gisa. Hau da,

2 .
Xa — X ¢A _—.;Elno) xnsA -!fn,no

A' hertsia dela ikusiz, A irekia dela frogatuko dugu.
Kontsidera dezagun suzesio bat, )_xnj , {xn_t CA' eta

X, —X izanik. x puntua A-n egongo balitz, hipotesiaren
bidez:



lionelatan, ba, }x,lk ot Ladng Z‘:X]j Al=ren suresio bat
dener, x puntua A' sultroan ejon behar duela ateratoen du,
18, L.

Liauw dis

ixn!CA' £X s X B Xe &'

eta (2,). propietateagatik A' wmultroa liertsia da.

Teorena

Kontsidera ditraguil espazio topologiio bi, Il eta I, U Jehen
koata arria izanik eta funtzio bat, £, [l — i,
Era honetan, f eten, abea da b-oldin etc sojlii baldin EReron

edorein suzesiotarako, {xnj , X —= x haldin bada, f(xn) > f(x)

n
badugu F espaziocan., llau da:

16 —» T, eteugabea &= (xn-w,x, E espaziocan — f(xn). - f(x),

I espavioan ).
Froganena:

=) Suposa devagun, f:ll — F, funtzio etenpsabe hat,
Eteagabetasunaren definizioaren bide.:
Yu <WU(f(x)) L) e U (x).

Har dezagun suzesio bat )‘xn}cE non X --» X baita.
Honelatan,. ba,

-1,
Ing 3 x ¢ f (v) ¥y nzn

u
eta £ aplikatuz:

f(xn)e U Ynyn, = f(xn) - f£(x) .
¢=) Suposa dezagun, orain, ondoko erlazioa betetven delas

X, — x E espazioan N f(xn) emp £(x), I es=

pazioan,
f etengabea delz ikusi nahi dugu, hau da,
~1,.. .
Yu ¢ U(e(x)) » 77 (u) <Y (x)
Kontsidera dezagun U ¢ U (t{x)) f(x)-en edovein ingurune

bat.
Uei{(r(x)) — s34 irekia, ACPF > f(x)e ACU =

3x e r‘l(/\)c = 1(v)
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lidnotesiamn:

n

eta .\ irelkia denez:

3 1, > f(Xn)t-‘ A dnzn
lionelatan, ba,
: -1 ,
{lecf () ¥ nzng

eta (3). nropietalear.n bidews:

f_l(,/\) irekia da.
liau da,

Ty e U (x)
al

zeren x¢ £ H(A)C T U) baita.

X —sxerTHA) o p(x) oo £(x)en



SEIGARREN CGAIA

AZPIESPARIO TOPOLO 6/ KOALK.

- Definizioa,

- Propietateak.
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Eman ditzagun espazio topologiko bat, (X, ), eta X-en
edozein azpimultzo bat, P.

P azpimultzoan edozein topologia kontsidera dezakegu, nos-
ki, baina 2, topologiarekin erlazionaturik dagoen topologia bat,

QP , aztertuko dugu, berarén interesagatik.

Definizioa

Bira espazio topologikeo bat, (X, 2), PCX, eata
29 ={AAP | Ac¢RY familia.Zp -k P multzoan topologia bat
definitzen du, eta QP' P-n X-ek eragindako topologia edo topo-
logia induzitua deitzen da; (P, ?P), aldiz, azpiespazio topolo-

gikoa.

Oharra
Askotan, "X espazio topologikoa"™ edo "P azpiespazio topo-
logikoa" esaten dugu, "(X,Z) espazio topologikoa®" edo "(P, Z.)

azpiespazio topologikoa"™ esan nahian.

Adibideak
a) Bira multzo bat, X, topologis diskretuarekin ( edo indiskretu-
arekin), eta beraren azpimultzo bat, P. Qrduan, ZP P-ren to-

pologia diskretua (edo indiskretua) da.

b) Biz zenbaki errealen multzoa, R, ohizko topologiarekin, sta
kontsidera dezagun zenbaki naturalen multzoa, N. N R-ren azpi-
multzo bat da, eta R-ren ohizko topologiask N-n induzitzen- duen
topologia,gm, topologia diskretua da.

Adibide honetan ikus dezakegunez, (p, ZP) azpiespazioaren
multzo irekiak ez dira normalki irekisk (X, 2) espaziosn, zeren
N-ren atomo guztiak, {n$ , irekiak baitira (N, ZN) azpiespazioan,

baina ez R-ren ohizko topologiareko.

Propietateak

Bira espazio topologiko bat, (X, 2) eta (P, ZP), beragen
azpiespezio bat. P multzoaren puntu ete azpimultzo guztiak,ha-
laber, X-enak dira.

Honelatan, ba, biz P-ren edozein azpimultzo bat, A,

Adibidez, A-ren hertsidura 2 topologian edo- 2? topologian



kontsidera dezakegu, hau da, s edo R--

eta abar.
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i berdin Ad edo Ai ’

Nolako erlazioak diren multzo bikote hauen artean ondoko

teoreman azter dezakegu.

Teorema

Bira (X, ) espazio topologiko bat, eta beraren azpiespazio

bat, (P, QP).

(1)

(2)

(3)

(4)

(X, ) espazioan, multzo irekien edozein oinharritara-
ko, ® , 83, =({BAP] Be ) familia irekien oinharris
da P azpisspazioan,

Biz p¢P. P azpiespazioarsn multzo bat, V, p-ren ingu-
runea da, baldin ets soilik baldin X espazioan p-ren

ingurJebat, U, existitzen bada, non V = U N P baita:
Vel (p1 & JueUUlplyv=uner.

Bira p€ P eta p-ren inguruen ocinharri bat, J&(p), X
espazioan. Era honetan, er(p) =4 B0 P’ B € JZ(D)s

familia ip-ren ingurdﬁn oinharri bat da P azpiespazioan.

Demagun P-ren azpimultzo.bat, A. (ACP)

P azpiespaziocan A multzoa hertsia da baldin eta soilik
baldin existitzen bada multzo hertsi bat, F, X espazio-
an, non A = F N P baita. Hau da:

V ACP, A hertsia da P azpiespazioan & JF hertsia
X espazioan , A = F AP,

(5) Biz ACP; orduan, A o™ RAOP eta Ag= Adﬁ P berdintzak
batedzen dira.
° ° ® »
(6) Biz ACP; era honetan, APc PORA sta AP C AP
erlazicak aurkitzen dira.
Frogapens

(1) Biz multzo ireki bat,A, P ezpiespazioan.

A myltzoa-

B NP multzoren bildura bezala ipin daitekeelsa ikusi

behar dugu, B e 3 delarik;
a)?p azpiespazioan irekia denez gsro, A = Aln P a Al € & = ‘

’JS m‘»J\W‘\

=

A:AlnP ata AI-A(;/IBA non BAeﬁ bajta >
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= A = = (U P = U (B dugu,
D A= ApnP = (LB )aPp ,\5;(*')9) ugy

Honelatan, ba,
A= U(B aP) non Bec K baita, hau da,
Ael A A

g’jp-.- (B AP|Beql) familia P azpiespazican multzo irekien

oinharri bat da.

$2) Biz p ¢P eta eman dezagun P azpiespazioan p-ren ingurune bat,
v;(ve Q(P(p)},
Definizioz, J Apt QP non peA,cV baita, eta, bestalds,
A,=AAP dugu, Ac¢ 2 izanik; hau da, pe A QO PCV,
Honelatan, ba, pcA eta Acd Ac U(p) eta AUV = Uc /Z((/-:/
Azkenez, V = UNP dela ikusiko dugu:

UOaP = (AVVINP = (AAPYU(VAP) = (AAP)V YV = V.

ver Anfc v

(3) Biz {l(p), p-ren inguruneen . oinharri bat X espazioan. Kon-

tsidera dezagun ﬁP(P) = g BAP|Be B(p)y familia.
2. puntuarengatik, Bc¢P ¢ Ml’(p)’ hots, o’ZP(p) ¢ /up(p).
Dakusagun orain BAP inguruneak'oinharrizkoak direla, hau

da, yve Uip), I BAPe ¢I,(p) non BAPcV baita

Ve Uip) G V=UNP A UeU(p) & V=UAP. I Be Blp)

Oj(p/nt'ul«.
peBcU = peBAPCUANP =V,

(4) Biz ACP eta A multzo hertsia P azpiespazioan.
A multzo hertsia P-n = A= P - A irekia P-n (=
E© P-A2UAPArUe & Pao(P-A)=2P-(UNP)apyed &
S A=PN (UANAP)=aP A(UTUPT) =P NN U° eta U° hertsia X
aspaiioan, zeren U ¢ 2 baita.
(%) Lehenik ikus dezagun AP- A NP betetzen dela,
—Af, =N {FcP [F hertsia 2, -n . AcF) v
=0 SF0p)F* hertsia 2 -n.AcF) =

=[ﬁ$r' [ ¢- hertsia 2 -n . Acr'ﬂnp =4 AP,
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Bestalde, Ag =adn P berdintza froga dezagun.

pead @ VA (RAGRS) 4BV Ve Ulp) ¢

S WAPYN(A-(py ) AR |, VUe M (p) &

@ UA(A-spy) AP , YUl (p)= pEAdA pe P& peAd(lP,
A-Spycp ree
(6) Biz AcP eata guk frogatu nahi duguna, A 1P C AP erla-

zioa da.

> °
A npPCA (zeren A C A baita)

(-] (-4

AApPe2p (zerem A ; R -n,irekia baita)

o o
Beraz, definizioaren bidez, A 1 P C Rr
Ikus dezagun orain, A?(:A*O P nola betetzen den.

Ay =4, 0 (?_.—A‘)P (;(Knp) N(P<ANP) =
=(AAF A AP C@RATY NP =& 0P,
P-Acx-A=A'
Jegrema
Bira X espazio topologiko bat eta P, beraren azpiespazio
bat. Honelaten, ba, P-ren edozein azpiespazio, (], X-en azpies-

pazin bat da.

Frogapena
Bira (X, 2 ) espazio topologiko bat, (P, 2,) beraren azpi-

sspazio bat, eta (Q, QPQ), P-ren azpiespazioa,

Q ¢X erlazio betetzen denez gers, (X, ) espazioarekiko
(q, ZQ) azpiespezioa kontsidera dezakegu,

Ikusi behar da QQ~ = 2?& berdintza betetzen den ala ez,

Ac.'ZPégm». ADT « Ae QP =

(D A=A N0« A = A 0P & AzeZ )

1
— (€
& A= AMP AQ « Azsz
(= A=A, NP o A c2 & A2,
@ce .

Propietatea

Espazio topologiko bat Hausdorff-ena bada, beraren azpi-

sspazio guztiak ere Hausdorff-enak dirateks.,



Frogapena
Eman ditzagun Hausdorff-en espazio topologiko bat, £, eta

beronen azpiesnazio bat, A.

Bira x, y € A, x A4 y izanik.

E Hausdorff-en espazios denez gero, J U e M (x} « Ve (y)
non UNVafd baita;

Baina aurreko teorema baten arauera, A/ Ue¢ 4a(x) A ANV eﬂa(y)

ditugu, eta,
(ANU) N(AAVY) = Aa(UANnV) =P

Beraz, A azpiespazioa ere Hausdorff-ena da
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2AZPIGARREN  GAA

BIDERKAD/R E£SPAZIO TOPoLOGIKOAIK

~ Definizioa.

- Propietateak.
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BIDERKADQ ES géé! TDPDLUGIKOAK

ERTZSSTIIRZS TEZTIZIIT

Espazio hauk erabat premiazkoak zaizkigu, zeren adibidez,
R-ren topologiatik abiatuz, askao interesatzen baitzaigu ﬁ" sspe-
zioen topologiak ikastea, Beraz, orain egingo duguna zera izango

da: espazio topologiko batzu emands, (E,, 2, i=1, ...n, n £y
Y]

multzoan definitu ahal den topologia berezi bat ikasiko dugu; glﬁ-
zak gehiegi ez konplikatzearren, biderkadura finituak ez beste
ikasiko ditugu.

Bira (El, 2‘), oo (En, QL) espazio topologikosk. Dakigunez,
Ei multzeoen biderkadur multzoa honela defini daiteke:

ﬂ E; = { (%15 coex) | ¥ i=1, ...;, x; € By &

r] E multzotik E. multzoetarako aplﬂkazio interesgarri ba-
tzu dafinxtu ahal dira-

Pyt n. Es = &

.(xl, ..xn) A—— x;

Aplikazio hauk projekzioak déitu ohi dira, eta

i, A -1 e
Vi, A;CE. badugu, P} (Ag) = EgxvEg (* ALXEy jx ¥E.  ste

PIl(ﬂl)ﬂ-" N F;I(An) = ﬂl"“K An berdintzak dituzkegu.

Kontsidera ditzagun orain Pi projekzio guztiak etengabeak
et
direneko n,Ei multzoan definituriko topologiak; ba dago guttie-
[
nez honslako topologia bat: diskretuas. Topologia hauetarako,

By i 8" By

kia izanik, irekiak dira; orduan, multzo hauen sbakidura finituen
bildurak ere irekiak izange dira. '
Honelatan, ondoko gauzak fragatu ahal dira:

'"-'En multzoak, Ui multzoa Ei espazioan ire-

- goiko tipoaren multzoen ebakidura finituen bildurek to-
pologia bat osotzen dute, '

- topolog;a horretarako projskzinak stengabeak dira.

- propietata hori (projekzioak etengabeak izatea) duten

topologien artean, surresan definitu dugun topologia,tti-
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kiena da. Topologia hau ?i topologien biderkadura dela esango

dugu. Gainera, Ei espazioen irekien biderkadurek, hau da, Uf'"'On

"

multzoek, Di irekia izanik, 11 Ei espazioaren ireki~-oinharri bat
izq

osotzen dute.

Espazioc_hauen zenbait propietate

—_—————

1) Bira Vi=1, ...n, A CE,. Ordusn, A;x xA = A xR

2) Projskiioak etengabeak, suprajektiboak eta irekiak dira.
3) IlEi egpaziocaren suzesioc bat konbergentea da b.s.b, projekziocen

bidez lortzen ditugun Ei-ren suzesioak konbergenteak badira,

Ei espazioan v i=l, ...n3 hau da,

d (xln OO-Xn)-<~'—'=> X:“ —_—D X

(x] <) €
Xop easX . . espa-
1 ° n P i weee 1074

zican V i=l, ...n.

4) Biderkadura topologikoa elkarkorra da, hau da, A, B eta C hiru
espazio topologiko badira, Ax{(BxC) eta (AxB)x (C espazioen

artean definitu ahal den splikazio kanonikos:
(a,{(b,c))} ~~~— ({a,b),c)

homeomorfismo bat dateke.

5) Biderkadura topologikoa trukakorra da, hots, A eta B bi espa-
zio topologikc izanik,
€ AxB —— BxA aplikezioa homeomorfismo bat da.

(x,y) ~—= (y,x)

6) Biz ( rlai. 2) bikotea (Ei' ) espazioen biderkadura topo-
cxf
'logikoa.
Biz (F, 2) beste espazio topologiko bat.

F-tik 11 E, -rako aplikazio bat definiturik badugu, aplika-

fee 1
zio horten izena f izanik, f etengabea da b.s.b. Pi° f eten-

gabea bada, Vi-l, o ells
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20RT21 GARREN  GA/A

ESPAZ210 KONPAKTV Al ETA

_ESPAZIO  KONEXVAK

- Espazio konpaktuak,

- Espazio topologikc baten multzo
konpaktuak,

- Aplikazioc etengabeak eta espazio
konpaktuak.

- Espazio konexuek.

- Multzo konexuak.

- Espazio topologiko baten osagai konexuak.

- Arkuzko konexutssuna,
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TN, GAIA ESPAZI0 KONPAKTUAK ETA ESPAZIO KONEXUAK

Bai honetan espazio topologiko moeta bi ikusiko ditugu: espazio
topologiko konpaktuak eta espazic topologiko konexuak.

Multzo konpektuak eta multzo konexuak R-n o0so garrantzitsuask eta
erablliak dira, hori dela ta Topologian eragin handia izan dute, batez
ere konpaktuak. ‘

Multzo finituen hainbat propietate multzo konpaktuetan betetzen di-
ra eta askotan multzo kompaktuak multzo finituak beszala kontsideratu ahal

dira, beraz hor datza espazio hauen garrantzirik nabarmenena.

Espazio konpaktuak

Bira E multzo bat eta {A c};‘IE—ren azpimultzoen familia bat.
%A; = E bada, [_Aij“lf‘amilia E-ren sstalki bat dela esaten dugu.
AAd),y familia E-ren estalki bat izanez, I,CI existizen bada, non E -i\‘Jx‘A;
baita, orduan [lA‘}ivI;' iA;}‘.q familiaren azpiestalki bat dela diogu.
Adigei hauk emanik, orain espazio topologikoei dagozkien sstalkiez mintza-
tuko gara.

Bira (E,%) espazio topologiko bat eta jA}, E-ren estelki bat. A; Vie1,

(54

topologiaren ireki bat densan, 1LA‘_} E-ren estalki ireki bat dela diogu,

Jigx
Definizioa

(E,%) espazio topologiko bateten, sdozein sstalki ireki batetatik azpiss-
talki finitu bat atera badezekegu, orduan E espazioa konpaktua deitzen dugu.
Kéraktierizapena

E konpaktua da, baldin eta soilik baldin E-ren ebaketa hutsa duen hertsien
edozein familia batetatik, azpifamilia finitu bat, ebaksta hutsa duena, ate-
ra badezakegu.

Eragapeng

- Bira E konpektua eta I\F,-j E-ren sbaketa hutsa duen hertsien familia bat.

(el
Froga dezagun orain &F‘-}‘,Hf‘amiliatik sbaketa hutsa dusn azpifamilia finitu
bat atera dezakegula.

&F‘.}iu E-ren hertsien familia bat denez, {Ft' 1 E-ren irekien familia bat da.
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= K ‘ b ! = FC‘ = E
Q Fi ¢ B (i\]' [ ) b=t ¢ > .L-J‘I' da,
Beraz, fLF;'j .1 E-ren estalki ireki bat da eta E konpaktua izanez, existitzen

L]
da azpiestalki finitu bat {F/]7, non U F' = E beita.

€1

(‘) F; =E = (C) Fg')'; T - NF - ¢ da eta honela karekterizapenaren
izy "~ Es -

propietatea betetzen da.

- Biz {F,j‘.eI hertsien edozein familia bat karakterizapenaren propietatea

betez eta froga dezagun £ konpaktus dela.

lLFi}.‘ex hertsiren familia bat denez, S_FL-'}“_I irekiren familia bat da.
N\F, =@ denez, JF! =E da.

6Ll ‘EL

Honela, &F;‘}fa E-ren estalki ireki bat osotzen du.

{F;j(ﬁ familiatik {Fl yeoese ,F,\} familis finitu bat atera dezakedu non

LY a
[\ F: -¢ baita, beraz U' F:- = E da, eta honela E. konpaktua da, zeren edo-
[$2°% s "

zein estelki ireki batetatik, &F;'}[GI halegiae, azpiestalki finitu bat ate-

ra baltezekegu.

Propietsteak

E espazic konpaktu hatetan, propietate hauk betetzen dira.

1- Herteien edozeirn suzesio guttikorren ebakidura, multzo ez-huts bat da.

2= E-ren parte infiritu guztiek akumulapen punturen bet dute.

Erogapgne

1-Biz F 5 F, 5..... LoD L E-ren hertsien suzesio bat, beraz
¥

E n, non ‘Q Fag = Fap 40 baita ( n,e..... <ne ).

QIF; = ¢ balitz, orduan ezpifemilia finitu bat atera genzake non é Fa;= 4
baita, baine hau ez da posible, beraz QF; ;tyf da. f.n.g.l. _

2- Biz A E-rern parte infinitu bet.

A parte infinitus denez, beraren berrgan parte numerayarri bat existitzen
de, edibidez suzesit bet, biz jx, | CA m x.# x,¥n # m suzesio hori.

Har dezagun A, = {x,\,xnﬂ, ........ } multzos .

{lTnjm‘hertsien suzesio guttikor Da4t de, beraz 1 propietatea kontutan
harturik B = Q”K,, t P ca.

Dakusagun orain B-ren puntu guztiak, A-ren akumulapen puntuak direla .
Bira VaéB, U a puntuaren ingurune bat. Orduan ae'—/:n Yot eN =

UNA, ¢ Yne N da.
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Baina ix,y suzesioan @& gai bat gehienez izan daiteke, hau da x, = &
flaen) - ' o '

zeren x| -ren puntuak desberdinak dire.
Beraz (U -{a}) NA,# # ¥n>n, = (U -{al ) NA+ P da.eta orduan a B

A-ren akumulapen puntu bat da.

Espazio topologiko bhaten multzo konpaktuak

Definizioa

Biz E espazio topologikoa. E-ren azpimultzo.bat A, E-k A-n seragindako
topologiaz konpektua bada, orduan A E-n konpaktua dela diagu.

Definizio honen ondoric gisa, espazio topologiko batetan edozein parte fi-
nitua konpaktua da,

Proposizioa

A, E espazio topologikoaren azpimultzo bat, konpaktua da, baldin ste soilik
baldin A-ren edozein estelki ireki batetatik, non irekiak E-n baitaude, az-
piestalki tinitu bat atera ahal bada.

Erogapena

- Bira A E-ren multze konpaktu bat eta &05}“1 A-ren estalki ireki bat non
A0}, E-n irekiak beitire.

Kpntsidera dezagun {Q;AA}“I familia. Familia hau A~ren estalki ireki bat da
eta A konpaktua denez &D;nAﬁ:l azpiestalki finitu bat atera dezekegu., Beraz
ﬁDJ;JA-ren estalki ireki finitu bat da.

- Alderantziz: Suposa dezagun A-ren edozein estalki ireki batetatik, non 1i-
rekiak E-n baitaude, azpiestalki finitu bat atera ahal dela.

Biz l0:nAlieI, U;e?} A azpiespazioaren estalki ireki bat, orduan ﬂpthA—ren
estalki bat da, non D;éz fi¢I baita. Orduan hipotesia kontutan harturik
&O;S:IA—ren azpiestalki finitu bat existitzen da, beraz EO;GA};; A-ren es-
talki finitu bat da. Honela A konpaktua da.

Adibideak

Ikus dezagun orain espazio konpaktuen adibide batzu:

1- Edozein espazio finitu bat topologia diskretusz konpaktua da.

2- R topologia ohizkoaz ez da konpaktua, zeren “-n,n)l neN} R-ren estal-
ki ireki bat da, baina estalki honetik ezin dezakegu atera azpiestalki fini-

turik,
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Dakusagun orain hertsien etes konpaktuen arteko harremanak espazio topologi-
koetan, ondoko proposizioaren bidez.

Proposizioa

Biz (E,¥) espazio topologiko bat

1- E espazio konpaktua bada, orduan E-ren edozein azpimultzo hertsi bet
konpaktua deteke.

2- € espazio banatua bada, orduan E~ren edozein azpimultzo konpaktu bat
hertsia dateke.

Erogapena

1- Bira F, E-ren azpimultzo hertsi bat, eta {Og lie I, D;éz } F-ren es-
talki bat Orduan {0;]i¢T, O.¢¥UF" E-ren estalki ireki bat da zeren
F* irekia baita. E konpaktua denez {Ddi;JF' E-ren azpiestalki finitu bat
da; eta FNF~ = ¢ denez, {DL: F-ren azpiestalki fimitu bat da, beraz F
konpaektua da.

2- Bira E benatua.sta A E~n konpaktua. Dakusagun A irekia dela eta honela
A hertsies dela frogatua egonen da.

Biz y ¢A". E banatua denez, Vx €A existitzen dira U,, Vx X eta y-ren
ingurune bi non U,NV, = Pbaita

ﬂuxlxe A} A konpektuoren estalki ireki bat da, orduan {UXL,....,UXﬂg
A-ren azpiestalki finitu bat atera dezakeyu. Kontsidera dezagun V =ij U(ﬁ
V y-ren ingurune irgki bat da, VAU, =¢ i=1l,. .,n da eta

vinac vaflu,,) = ‘_k:Jl (U M) = @ =VCA da,

Honela A" beraren puntu guztien ingurune bat da, eta hau irekien karakte-
rizapen bat denez, A° irekia da.

Ofndorica

R-ren azpimultzo konpaktuak, beraren azpimultzo hertsi eta bornatuak dira.
Beraz, Ya,bcR [é,b] tartea R-n konpaktua da.

Hau kontutan harturik, R-n hain erabilis den Borel-Lebesgue-ran teorema,
ikusi ahal dugu.

Borel-Lebesgue~ren tecrema

Biz £ R-ren azuimultzo bornatu eta hertsia. E-ren tarte irekien edozein

estalkitatik azpiestalki finitu bat atera daiteke.
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Aplikazio etangabeak eta espazio kanpaktuak

Teorema

Bira (E,Z) espazio topologiko konpaktua eta (F,Z') espazio topologikoa.
f: E —>F aplikazio etengabea bada, orduan f(E) konpaktua da.
frogapeng

Biz A0i),, F(E)-ren estalki ireki bat. f etengabea denez {F"(D;)}id E=ren

estalki ireki bat izango da eta E konpaktua denez {FJ(Oﬁ)} E-ren azpi-

"
"::
estalki finitu bat existitzen da.

Beraz {qu--'-v%} f(E)-ren estalki finitu bat da, halabeharrez f(E) kon-
paktua da f.n.g.l.

Ondorioca

E konpaktu, F banatua =ta f:£ —>F bijekzio etengabea badira, orduan

f homeomorfismo bat dateke.

Frogapena

Hipotesis f bijekzio etengabea da, orduan homeomorfismoa dela ikusteko f
hertsia dela frogatzea aski izango da.

Biz ACE hertsia E:kéi£§kh/?\Q konpaktua ‘rg_'i‘;mf(A) konpaktua F-n F_;bqam.

=>f{A) hertsia F~n => f hertsia da.

Ondorina

Bira f: E —> R etengabea eta E konpaktua, orduan f E-n bornatua dago eta
beraren maximoa eta minimoa hartzen ditu.

Frogapena

f(E) konpaktua da zeren E konpaktua ete f etengabea baitira. F(E)C:H kon-~

paktua, halabeharrez f(E) R-ren azpimultzo hertsia eta bornatua da, beraz

Ax,, x,€E non f(x,) = Max f(x) eta f(x,) = min f(x) baitira.

xeE

Espezio lokalki konpaktuak

Definizioa
Biz E espazio topologiko bat. E-ren puntu guztiek ingurune konpaktu bat ba-
dute, orduan E lokalki konpaktua dela diogu.

Argi ikusten denez E konpaktua bada, halabeharrez lokalki konpaktua dateke.
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Baina orain ikusiko dugunez ezin da egin alderantzizko arrazonamendua.
Dakigunez R ez da konpaktua, baina bail lokalki konpaktua zeren ¥xech
£>0, [xo-€ yXo+E] tarte hertsi eta bornatua R-n konpaktua baita sta
X, Puntuaren ingurune bat da.

Proposizioa

Bira E lokalkl konpaktua ete banatua -, eta F E-ren multzo hertsi bat.
Orduan, F lokalki konpaktua da.

Fragapeng

Biz x F sta U E-n x-en ingurune konpaktu bat. £ danatus ' eta UCE
konpaktua direnez, U hertsia da. Beraz UNF hertsia da eta UOFC U non
U konpaktua baita, orduiem UNF U-n konpaktua da eta baita ere E-n eta F-n,

UNF F-n x-en ingurune bat da eta honela F lokalki konpaktua da.

Espazio konexuak

Intuitiboki (0,1] U[2,5] multzosk "zati" bi ditusla sta [0,1]
multzoak'zati®bat bakarrik duela esaten dugu. Ideia intuitibo hau nola-
bait zehatzagoa gera dadin koneksutasunaren kontzeptua ematen da.

A,, A, espazio topologikc baten parte bi, bi hertsi disjuntuen barnean
badaude, ssparatuak daudela kontsideratu ahal dugu. Kontsiderazio honen
ondorio gisa definizio hau dugu.

Definizioa

E espazio topologiko batetan, ez bada existitzen E~ren partiketa batere,
ez-huts ez diren multzo hertsi bitan, orduan E konexua dela diogu.
Formulaz baliatuarik hau zera da:

E konexua bada ezin dezakegu idatz inoiz E = FVF, non FNF, = #,
FF# 4F, eta F,, F, hertsiek baitira,

Aurreko definizioa emanik ondoko definizio baliokideak ditugu:
Proposizica

Biz E espazio topologiko bat; hortaz ondorengo propietatesk baliokideak
dira:

1- E konegxua da.
2- Ez da existitzen E-ren partiketa bat ez-huts ez diren multzo ireki bitan.

3- E-n batera hertsi ete irekiaek diren multzo bakarrak §5 eta E dira,
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Frogapena )

1=2: Absurdura eremanez, suposa dezagun E = 0,U0, dels non 0,10, ¢ &

eta 0,,0,€% baitira.

Ordusn ¢ = 0;N0; ata 0U0; = E da non O], 0} E-ren hertsi ez-hutsak
baitira, baine hau E konesxua izatearen aurka. lihoake.

2=3: Absurdura eramaneg, suposa dezagun E ¢ A % 4 , E-ren multzo hertsi-
eta ireki bat dela. Orduan {A,A'} E-ren bi ireki ez-hutsen partiketea bat da
ata hau hipotesiaren aurka lihoake, .

3 =1: Apsurdura eramanez ere, E konaxua ez balitz € = FUF, idetz gqqug!{. y
non FNF,=f , F, @+ F, eta F,,F, hertsiak baitira. Beraz F, ado,‘ F, E-ren.
multzo hertsi sta ireki bat da, ﬂ -z eta E-z desbardina, sta !iau _hipotesi~

aren aurka lihoake.

Multzo konexuak

T N A W
E espazio topologiko baten multzo bat A, E-k A-n eragindako topolegiaz ko-
nexua bata, orduan A konexua dela diogu.

Multzo konexuen propietateak

.

Biz E espazio topologikoaj hortaz ondoko propistateak betetzen dira:

1- Biz @ E-n konexua, A8 4§ eta A(\B'4{ beda, orduan ANB's @ dateke.
Frogapena

éUB"UB‘ = E da eta gainera bailketa hau disjuntua da. A(\B‘- balitz, or-
duan 1Lé I\‘A, B"nA} A-ren bi multzo ireki e‘ta ez-hutsen partiketa bat ¥tiza
teke eta hau A konexua izatearen aurke lihoake. )

2- Biz &A;}[‘I E-ren konexuen familia bat. .'Qx Ac ¥ ¢ bada, orduan A = :‘QI A
konexua dateke.

Frogapena

Bira 0,, 0, E~ren ireki bi, non A = QU0, eta O,N0, = }25 bajitira. A konexua
dela frogatzeko O,-ek eda 0,-ek hutsa izan behar du. Ikus dezagun hau ho~-
rrela dela:

A -.'\ZJIA;:;Vi, A;N0, eta A)N0, A;-n.irekiak dira eta Yie1 A;'konaxua denez
hauetariko bat multzo hutsa da. Beraz A; 0, edo O,-ren baqnean ’dago.‘ -

[\Ac#}é denez, guttienez existitzen da puntu bat, x,, non x,€A; Vi1 baita.
el

Eman dezagun x,€0,, orduan A;CO, VieI, eta 0, =@ da. Bgraz A konexua da.
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3- A konexua bada, A ere konexua dateke,
&

Frogapena
Bira O,, 0, E-ren ireki bi non A = 0,U0, eta 0,N0,=# baitira. Orduan
A = (0,AA)U(0,0R), 0,0A, B,NA A-n irekizk eta (0,0A)N(0.0A) = @ da.
A konexua denez O,NA multzoak edo 0,0A multzoak multzo hutsa izan behar
du, Suposa dezagun O,0A =¢ dela, A, A-n dentsoa denez 0,=# izan behar du.

Honela A konexua dela frogaturik dago.

Orain aplikazic etengabeen eta konexutasunaren arteko harremanak ikusiko
ditugu.

Teorema

Bire E espazio topologiko konexua, F espazio topologikoa eta fi:E ——>F
aplikazio etengabea. Orduan f(E) konexua da.

Frogapena:

Biz A ¥{E)-n multzo ireki eta hertsi bat..f etengabea denez f*(A) E-ren
multzo ireki eta hertsia da eta £ konexus denez Fi(A) = ¢ edo f*(A) = E
da. Baina f(f*(A)) = A eta orduan A = edo A = ¥(A) da. Honela f(£) ko-
nexua da,

Espazio topologiko baten osagai konexuak

Bira E espazia topologiko bat eta xe¢ E, x barnean dituwn multzo guztien
bildura x-en osagal konexua deitzen da ete C(x) idatzi.

C(x) wultzo konexu bat da, zeren ebakidura ez-hutsa dituen multzo konexuen
bildura baita.

Beraz ET;T ere konexus da,

Definizioz C(x), x bere barnean duen parte konexurik handiena da, eta ho-
rrela C(x) = Ef;j da. Opdariotzat hau dugu: Osegai konexu guztiak hertsisk
dira.

Defini dezagun E-n erlezic binari hau: x,nx, E-ren azpimultzo berean badaude.
Erlazio hau baliockidetasun erlazio bat da eta erlazio honek deterwinatzen
dituen klaseak E-ren osagai konexuak dira,

Arkuzko konexutazsuna

scsizomszomssssemons
Biz E espazio topologiko bat. ¥ al,azeE,&x“x;] R-ren terte hgrtsi bat eta
1l ] ——> & aplikazio etergabe bat existitzen badira non Fix) = a, eta

f(%) = a, baitira E arkuz konexva dela diogu.
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f(lw%,«:7) konexua da eta arku a,a,irekurri eta @8, idatzi ohi da.
Teorema

E arkuz konexua bada, kaonexua dateke.

Eragapena

Biz a €k. E arkuz konexua denez, YxcE JaxcE.

£ = \Usax da, hau da: E ebaketa ez-hutsa dituen multzo konexuen bildura

X€E
da, beraz E konexua da. f.n.g.l.
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BEDERNTRIGARREN GA/A

ESPAzio METRIKOAK .

- Distantzia.

- Bola irekiak, hertsiak, Esferak.
- Distantzia metrikoki baliokideak.
- Azpiespazio metrikoak.

- Espazio metriko baten multzo

bornatuak.



BSPALIC o IRIKOAK

farrera

Lspazio metriKoen ikontzeptua 1906, urtean Fréchet emana
izan rven, gero liausdorff-ek zabaldua izaniic,
0ls XIXK. neundean erabiltzen ziren espazio gehienak espazio
metri.oak diren, definizio hou denbora hartan egiten zenfﬁatema-

ti-an aurverapen handiua suposatu zen.

conelatan, ba, distantziaren Lontvzeptu abstrantu bat
erabiliz, espario hauetan epiten ziren Analisicren teorema
schienas nnturalki edo era erravzago batetan irteten zirela fro-
catu vuen Fréchiet-ek,

Distaiitziaic bete behar zituen nrorietateak, nalisian

era. iltzen wiren espazio . ehienalk kontveptu nuaen barruan bile

o hartu viren; ers lonetsn, teoria orokor bat eginez, espazio

Iihuen teoria partikular justisk atepako lirateke, iasu banoi-

espazic wetrikoen teoria ez oveste aplikatuz,
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Multzo batetan definituriko distantxzia.

+
Biz multzo bat, E, ez-hutsa. Demagun aplikazio bat, d:ExE——w—émc

non d-k ondoko propietateak betetzen baititu:

1) d(x,y) >0 ¥(x,y) ¢ Ext

2) d(x,y) = d(y,x) ¥x,y eE Propietate simetrikoa.

3) d(x,y) ¢ d(x,z)+d{z,y) «=x,y,s€E Desberdintza triangularra.
b) d(x,y) = 0 &= x =y ¥x,y ¢E

d aplikazioa, kE-n definituriko distantzia edo metrika bat

dela diogu eta d{x,y) zenbakia x eta y-ren arteko distantzia da,
lLehen hiru propietateak ez beste betetzen badira, d semidis-

tantzia edo semimetrika bat dateke.

(E,d) bikotea, espazio metrikoa deitzen dugu eta nahasketa-

rik sortzen ez bada, (hau da, d distantzia emanda badago aurretik),

£, ez beste espazio metriko dela diokegu,

Bola irekiak, hertsii. eta esferak

Biz (L,d) espaziu metri.oas. I'eraren barruan uult.o berezi

batzu era honctan defini ditzaiegu:

ﬁ(xo,r) = {x ¢ / d(xo,x)< r? r2>0

B(xo,r) Xo-il zentrua eta r erradio duen bola irekia iranilk,

B(xo,r) =[x €./ a(xo,xjs rf r2o

non#B(xqy,r) Xxo=n zentrua eta r erradi. duei b.la hertsia baita.
AN

$(xg,r) = tx CE / d(x0,x) = v} r. 0

eta S(Xo,r) Xo=-it zentrua eta r erradio duen esfera dela diogu.

Erraz ikusten denes, E(%xgaT) = B(xgrr) = B(xg,r) da,
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Distantzia mentrikoki baliokideak.

Demagun I multzoan definituriko bi funtzio daudel ., d1 eta
d,. dy eta d2 metrisoki baliokideak dira baldin eta soilik baldin
bi zenbaki erreal, m,i. >0 , aurkitu ahal baditugu, non x,y ¢E

desberdintza haux betetzen baitira:

md, (x,¥) s dy(x,¥) ¢ Md, (x,y)

l. Proposizioa
E~n definituriko distantziaren multzoan, WV\-n, baliokide~-

tasun metrikoa baliokidetasun erlazio bat, R, da.

Frogapena:
. P. erreflexiboa:

¥deMM 4m,M =1 non md<d¢Md , Beraz dRd .
« P. simetrikoa:

¥dy,dacim , baldin djRd2 bada,

3 m,M non mdy < dzsﬁd1 baita. Orduan:

dy € l/m'dz
= Halabeharrez, 3 m' = 1/M , M' = 1/m non
dy 2 1/M dy
m'dy ¢ dy ¢ M'dy baitira., Beraz dgRd, f.n.g.l.

. P, iragankorra:

Bira dl’ d2, d3 E-n definituriko hiru distantzia non

d Rd, |

172

j baita. Orduan:
d2Rd3

1 iy lig, }:l, My mnon mydy & dy (hijdy  eta mpdp ¢ ch £ Madp baitira.

: ¢ . .
Halabenap?ez myd; € d, $1/m, ¢ Mz/m2 d, ¢ MlMZ/mZ d,

M,d.,. Beraz d,Rd

. be=-
1Mpdy 1Rdq eta p. iragankorra be

liau da, mzmldli d3 <M

tetzen da,
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AZPIESPAZIO METRIKOAK

Bira (E,d) espazio metrikoa eta E-ren azpimultzo bat, A,
ez-hutsa. Demagun d“ aplikazioa, d|A:AiA————+m: non dlA ’
d-k eragindako aplikazioa, AxA multzoan baita.

Tribialki ikusten denez, djy » A multzoan definjituriko dis=
tantzia bat da, zeren d-ren propietate berberak betetzen baititu.

Beraz (A,d A) bikotea, (E,d) espazio metrikoaren azpiespazio bat
dela diogu,

Espazio metriko baten mulfzo bornatuak.

Bira (E,d) espazio metrikoa eta A beraren azpimultzo bat,

4+
Demagun R -ren azpimultzoa, U, ,non:
1

A
D, = )Ld(x,y) eRY / (x,y)¢ A»Af’ baita,

a) DA multzoak, R -n suprerioa badu, A bornatua dela diokegu eta
gd(A) = sup D, = sup d(x,y) A-ren diametroa da.

Xy¥)e AxA
b) D\-k ez badu R-n supremorik, A ez dateke bornatua , beraren
diametrea *+°© izanik. Hau da:
% A) = v
)
Komenioz <gd(¢) = 0 «d. Beraz ¢ E-ren multzo bormatu bat
da,

Gainera, A = Laf bada, Sd(A) = sup d(a,a) = 0 dateke.
HalabeharTez:

Biz ACE . S(A) = 0 baldin eta soilik baldin A =;6 edo
A = {at bada.

ACE finitua bada, bornatua dateke zeren:

Dy = [d(x,y) / x,ve¢ Af finitua bailitzateke eta
multzo finitu batek beti du maxiioa, finitua izanik.

Biz (E,d) espazio metrikoa; d distantzia bornatua dela diogu,
E-ren diametroa, g:d(E), finitua bada.
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Ikus dezagun adibide baten bidez, nola multzo bat distantzia

batez bornatua izan daitekeen eta beste distantziaz ordea eu:

Adibidea:

Biz (R ,d) espazio metrikoua non:

¥ x,y d(x,y) = |{x-y| baita.

Erraz ikusten denez, d delaioa distantzia bat da:

1) d{x,y) = (x-y[2 © ¥x,ycR
d{x,y) = [x=y| = ly-x| = d(y,x) ¥x,yeR

3) d(x,y) = tx=y| = [x-z+ z=y| ¢ |x-2]4(z-y] = d(x,2) + d(2,y)
i x,y,z€R

Distantzia hounetaz EA(KP\) = sup )Ld(x,y) / x,yeRf =

= sup |lx=y| / x,y ek} = o

Beraz d distantzia ez da bornatua.
. . RS ;
Demagun orain d' apli .azioa non d': RR —> Fo baita.

_ 1 x£y
d?! (le) =

o X=y

d' ere distantzia bat da:

1) d'(x,y)20 A x,ye R

2) d'(x,y) = 1 = d'(y,x) V¥x,ye xfy

3) ¥x,yeR xfy W' (s =1
x#y bada, ¥ z¢R  x#z edo y#z da, beraz d'(x,z) = 1 edo
d'(z,y) = 1 cdateke.

Lalabeliarrez ' (x,y) € d'(x,v) +d'(=z,y)

x=y bada, (l‘(x,y) = 0 ¢ d(x,z)+ d(z,y) Yzl
Wy dt(x,y) = 0 &> x=y

Eta €d.(lP\) = sup {d‘(x,y)/ x,yémk = wax io,lj

!
[

dgeraz d' bLorn tua da.
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FAMARGARREN  GArA

FSPA2I0 METRIKOEN T0Polocrsh.

- Distantzia batek eragindako
topologia,

- Distantziak topologikoki balio-
kideak.

~ Espazio metrizagarriak,



Eopa/sll

Distaat ia batek eraginda-o topologia

Lehen teman tovologia bat definitzeko bi forma ikusi genituen.
ata< in;uruneak erabiltzen zituen eta besteak ireiiak.

‘Orain, espazio metrikoetan, inguruneen bidez topologia bat
eraiki egingo «dugu, eta inguruneak definitzeko distantzia bat
erabiliico dugu.

venagun (i8,d) espazio metrikoa.
¥p¢ E, biz ©(p), p-n zeutru duten bola irekiren bilduma, erradioa

edozeina izanik, Hau da:

® (p) = {B(psr) / re® riro0}

I'roga devagun B(p) delakoa p-inguruneen oinharri bat dela:

1) B (p) #¢  trivialki ikusten da.
DYV TS (p) D pEB

Baidin B¢ ®(p), orduan 1r <%  non B = #(p,r) baita. nalave=

harrez nola d(p,p) = 0< r den, p€B(p,r) = . fL.n.5.1,
3) ¥py, Bt D(p) = 53 5D (p) non BC0 By  baita.

faldin : ¢Ronon 1, = s(p
caldin LA.ZL\’D\p) bada, irl,r2 non 1y -(p,rl) eta

iy
i, = B{p,ry) baitira,
liar dezagun B = 2(p, wmin irl,rgk). prraz iqusten deuner .. ¢ ¥ (p)

ete 3¢ nlr\ Lo oe

4) i € B (p)eey by s p By by a¥a ey 35,¢ ¥ (q) > g CDp,
Dieohy € B (») . Halabeiarrez 1 rlE(R nen By = J(p,ry) baita.
valhusagun orain nolsz, kasu honetan, ©y = Do hartzen badugu,
Jou, arren

rapietate huu vetetron den, By = B(a, z=alp,q))

v

izanii,
+ xe B(a, rl—ri(p,q)) ¢ dla,x) < rl-d(p,q) &=
i 0(0) +a(0,x) < 1) = dex) ¢ a(pya) » dlarx) TP € Blpory).

iionelatun, ba,
4ol e B () b (pyr) L (r) < Fac ()
\)Y‘E

V(e r=d(n, g noa  Lia,r-d(p,q)) C s(p,r) baite.
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Orduan §>(p) p-inguruneen oinharri bat daj; oinharri honen

bidez p-inguruneen sistema bat, U (p), eraiki ahal dugu:

W(p) =1LUCE /3vwed(p)s weul

Hau da, U p-ingurune bat da baldin eta soilik baldin B(p,r)
existitzen bada, non B(p,r)C U baita.

p-inguruneak definiturik, bere puntu bakoitzaren ingurune-
ren bat bere barnean daukan multzo bat E-ren ireki bat dela esa-
ten dugu. Hau da, (E,d) espazioan A multzoa ireki bat da baldin

eta soilik baldin ¥pe¢ A 31B(p,r) non B{p,r)C A baita.

Era honetan (E,d) espazio metrikoan, d distantziak induzitu-
riko topologia bat, ¢
logia metrikoa da.

q» dugu. 2 (E,d) espazio metrikoaren topo-

1. Proposizioca
Pr(p) = lﬁ(p,r) / r 70J p-inguruneen oinharri bat da.

Frogapena:

B(p,r) ingurune bat da zeren B(p,r)C L(p,r) baita.

Beraz froga dezagun R'(p) eta B(p) oinharri baliokideak direla.

¥p(p.r)€®(p) 3 B(p, v/2) € B'(p) > B(p.r/2) ¢ B(p,r)

¥B(p,rje®(p) I B(p,r) ¢B(p) > B(p,r) c B(p,r)

ilau da, > (p) eta 2'(p) p-inguruneen oinharri baliokideak
dira,

l. Teorena

Biz (E,d) espazio metrikoa. d-k induzituriko topologiaraiko

ondoko propietate hauk betetzen dira:

i) Bola irekiak multzo irexkisak dira eta bola hertsiak hertsiak,

ii) (E,d) espazio banatua da. ilau da, edozein suzesio konbergen
tek limite bakarra du.

iii) Biz ixﬁ nely E~n dagoen suzesio wat. lalabeharrez ixng =i
x-erantz jotzen du baldi. eta soilik baldin lim d(xn,x) =0
bada.
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Frogapena:

i) Biz B(p,r) bola irekia. ¥q eB(p,7), 8(a,r-d(p,q)) ¢ B(p,7)
lehen ikusi dugunez. Beraz B(p,r) multzo ireki bat da, zeren bere

puntu bakoitzaren ingurune bat behintzat, bere barruan.baitauka.
Demagun orain B(p,r) bola hertsia. Froga dezagun B(p,r)'
multzo irekia dela eta honela B(p,r) hertsia izanen da,
q e B(p,r)' &= d(p,q) > re> d(p,q)-r = 73 >0
Kontsidera dezagun B(q,r;) bola irekia.
B(q,ry)-ren edozein elementutarako, X, d(a,x) ¢ Ty = d(p,q)-r,
halabeharrez d(q,x) +r<d(p,q) ¢ d{p,x) +d(q,x) .
Beraz r<d(p,x) , eta orduan x ¢ B(p,r). Hau da,

¥xeBla,r;) == xe€B(p,r)’

Hots, « qe¢ B(p,r)® 3 B(q.rl) non B(q,rl)c B(p,r)' baita.
Honelatan, ba, B(p,r)' irekia da eta orduan B(p,r) hertsia
f.n.g.l.

ii) (E,d) espazio banatua da zerent

¥ p,qa¢E , B(pya(p,a)/3), B(a,d{p,a)/3) existitzen baiti
ra non B(p,d(p,a) /3)n B(q,d(p,q)/3) = $§  baita.

iii) Biz \xnk achf E-

vnﬁ-k x-erantz jotzen du baldin eta soilik baldin

¥B(x, ) Inge N s ¥n> ng x € B(x, € ) bada; lau da,

(E>O 3 ngeN A ng Ofd(xn,x)<e ; hots ,

1im d(x,,x) =0
n

Oharra:

Nahiz eta B(p,r) irekia izan eta B(p,r) hertsia, B(p,r)-k
ez du zertan izan behar B(p,r)-ren hertsidura, eta B(p,r) B(p,r)-
-ren barnea ere ev. A

Esate baterako:

Biz (E,d) espazio metrikoa, £ infinitua izanik eta d ondoko

eran definiturik:



d(x,x) 1 72

d(x,y) = 0 ¥x,y x#y

Orduan B{p,1) = {q / d(psq) <1 S = ipj = %pj .
B(ps1) = la / a(pra)c2f -k
B(p,1) = la / alpsa) <1 { =}p}

—_—

B(p,1) = E = E

Ikusten dugunez, espazio honetan B(p,1) = B(p,1) da, beraz
B(p,1) batera multzo ireki eta hertsia da.

Orain arte iB(p,r) / remj p-inguruneen oinharri bat dela
ikusi dugu, orain (E,d) lehen kontagarria dela frogatuko dugu;
hots, (E,d) delakoan #p¢ E p-inguruneen oinharri kontagarri bat
aurki dezakegula.

2, Teorema

(E,d) esnazio metrikoa lehen kontagarria da.

Frogapena:
Ikus dezagun 1) iB(p,l/n) / nelN -{Ojf =\Bl(p)
14) }5(ps1/n) / ne N-otf = Bi(p)
p puntuaren inguruaeen oinharriak direla.

Nola B(p,1/n) eta B(p,1/n) p-inguruneak diren, B (p),
31(p) eta $(p) oinharri baliokideak direla besterik ez dugu
frogatu behar,

Tribialki ikusten denez:
i) 4B(p,x) ¢ B(p) 3 8(p,1/n) € B(p) > B(p,1/n) cB(p,r)
eta 43(p,1/n) ¢ H,(p) 1 B(p,r*) € $(p) > B(p,r')c B(py1/n)

Beraz, 1D (p) eta 5, (p) balickideak dira,
, .
ii) B (p) eta B(p) baliokideai balira, [ (p) eta 3::(;;)

ere baliokideak lirateke, zeren i) atalaren arauera R (p) eta

$,(p)  vpaliokideak baitira.

¥i(p,1/n) € By (p) 15(p,1/n+1) € B/ (p) mon B(p,1/nr1)C
< 3(p,1/n) baita.
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¥ 8(p,1/n) €®(p), 3IB(p,1/n)c B (p) non

B(p,1/n) € B(p,1/n) baita.

Halabeharrez ©(p), %'(p), 9.(p) eta ® (p) delakoek topo-
logia berbera induzitzen dute. Gainera H,(p) eta 8,(p) p-in~
guruneen oinharri kontagarriak direnez gero, (E,d) lehen konta-

garria da f.n.g.l.

(E,d) espazio metrikoa espazio topologiko lehen kontagarria
izanik, espazio hauen propietate guztiak bete egiten ditu. Aipatu

besterik ez ditugu egingo, frogapenak aurreko temetan daude eta.

3. Teorema

Bira (E,d) eta (E',d') bi espazio metriko eta A E-ren azpimmul

tzo bat. Orduan:

i) x A-ren hertsiduran dago baldin eta soilik baldin

izxnkc A 3 x, — X bada.

ii) A multzoa hertsia da baldin eta soilik baldin A-ren cdeomein
suzesiotarako, kxn§ , non kxnfdelakoak x-erantz jotzen baitu,

X A-n badago.

iii) Biz ap.ikazio bat, f:E — E' , f etengabea da baldin eta
seilik baldin edozein suzesiotarako,[xnj,non {xnf—k
x-erantz jotzen baitu, E espaziocan, lLalabeharrez lf(xn)j -k

f(x)-erantz jotzen du, E' espazioan, Edo lehen leoremaren

arauera:
f etengabesa da baidin eta soilik baJdin.th}C B 3
1im d(x,,x) = 0 = lim a'{f(x,),f(x)) = 0 vada.

Distantziak topologikoki baliokideak.

Bira multzo bat, E, eta E-n definituriko bi distantziak
dl' d2.

lik baldin dl-k eta d2

berdinak badira,., Hau da,

Qy eta d2 topologikoki baliokideak dira baldin eta soi-
-k errespektiboki induxzituriko topologiak
1y =t

4 "4z
d. eta d, topologikoki balioikidear izanik sinbolikoki

1
d1~4d2 idazten dugu.
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4. Teorema

Bira E multzo ez~-hute bat eta E-n definituriko bi distantzia,
d,,d_, 2 eta 2 d,-k eta d,-k induzituriko topologiak badi
172 d d2 1 2 2
ra, eta ex%stitzen bada M 20 non dz < Mdl baita, orduan:

1) Edozein suzesio konbergente 2—d topologiarako, to-

2
d
pologiarako ere konbergente dateke e%a puntu berberantz gotzen.

2) Zd topologia .2, delakoa baino finagoa da; hau da
1 2

?dzc Zdl

Frogapena:

1) Biz {xn§c19 > %, S
1

»1:111 dl(xn,x) =0 ~ 0 Sdz gl\;dl -3 1rjim Z~.(!l(xn,x) = Q Y

. Halabeharrez, 2, teoremaren arauera

=1im dp(x,,x) = 0 &= x, ?Tx fom gk
2

2) Zdz C zdl dela frogatzeko, Zdz- inguruneak 2, - inguru di-

d1

rela frogatuko dugu,

Ype E, biz U p- Z.dz-ingurune bat. Nola sz(p,r) / re‘iRJ p-in-

guruneen oinharri bat den ed topologiarako Jrek >

2
By(p,r)cu.
Har dezagun Bl(p,r/M) = ﬁx / d;(x,p) < r/MJmultzoa.

¥x ¢By(par/M)  dy(x,p) ¢ T/M (= Md (x,p) ¢{T =>dy(x:p)<Tes

<=)XGB2(p,r).

lau da, edozein p- Zd -ingurutarako, U, existitzen da
2

P- Zd -oinharriaren bola bat, By(p,r'), non Bl(p,r‘)c uU
1
baita. Beraz definizioaren arauera, U %d' ~ingurune bat da.

Honelatan, ba, 2 d Zd baino finagoa dela frogatu dugu,
1 2
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dl eta d2 distantziak metrikoki baliokideak badira, orduan
dl eta d2 topologikoki baliokideak dirateke,

Frogapena:

dl eta d2 metrikoki baliokideak dira baldin eta soilik baldin
m eta M zenbaki errealak , m,M> 0, aurkitu ahal baditugu, non

md, € d2 s Md baita,

1 1

d, < Md, denez gero, lW.teoremaren bidez 2 cz izanen
2 1 a d, d,
da eta gainera d; ¢ 1/m d, ; beraz 'édl C 2 4y da,

Bi inklusioak kontutan hartuz, < 4.= ?;d dugu, Halabeharrez
1 2

d, eta d, topologikoki baliokideak dima,

5. Teorema

Bira E-n definituriko bi d istantzia, dl’ dz. dl' d2 to=-
pologikoki baliokideak dira baldin ea soilik baldin E-ren edozein
puntutarako, p, eta ¥£>0 ondoko propietateak betetzen badira:

i) Baldin existituzen bada, <°l = %1(p,£) non dl(p,x)‘g:L baita,
halabeharrez dz(p,x).(f_

. 1i) Baldin existitzen bada, %2 =g2(P»E) non dz(p.x) <‘gz baita,
halabeharrez dl(p,x)<€
!

Frogapena?

Bira .Bl(p) = }Bl(p,g) /E?Ox eta ﬁz(p) = )_BZ(P)E) /€2 OJ'

p-inguruneen oinharriak dl eta d2 distantziatarako errespektiboki.

d, ~d, ﬁf‘:, 2d1 =2d2 —> {pcE Sﬁl(p) eta 52(p) balioki~-

deak dira =
? 1) ¥B,(p0 )¢ B,(p) 3B (pS,) ¢ B,(p)> nl(p.ﬁl)csztp.s)}
1) ¥ By (ps Je ®,(p) 3 By(ps6,) € B ,(8)> B,(py§,)eBy(pE)

% 1) ¥€>o0 3& gl(p,E) > dl(p.X)<€l=-s d,(pyx)<g }

11) Y630 1%, = $,(p.€) 5 dp(pex)<S , 5 ay (Pax)<E
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s 650 i) 3€_1 = gl(PvE) E dl(P!I) <g-1 %>d2(p'1)<€f.n.g.l.

ii) Zg 2 =g2(pv&) > dz(p!x)<< 2 = dl(p,x)<e

Espazio metrizagarriak

Biz (E, 2) espazio topologikoa. (E, 2 ) metrizagarria da bal-
din eta soilik baldin E-n definituriko distantzia bat, d, bédago,‘
non d-k induzituriko topologia, Zd, eta ¢ berberak baitira.

Hau da Zd =¢ )

Espazio metrizagarriak, beraz, espazio topologikoak dira eta,
a posteriori distantzia baten bidez espazio metrikoak bihurtzen
dira., Bestalde, espazio metrikoak, distantziak induziturike topo-
logiaz, a_posteriori espazio topologikoak bihurtzen dira.
X{X. mendean zera planteiatu zen:(E, ¢ ) éspazio topologikoa
metrizagarria zen ala ez halegia.
1950, inguruan SMIRNOV -ek eta NAGATA-k erantzun bat eman

zioten problema honi espazio parakonpaktuak erabiliz,



77

HAMA L KA GARREN GALA

ETENGABETASUNA

ESPAZIO METRIKOE TAN

- E£angabetasuna.

- Bi multzoren arteko distantzia.

- Puntu baten eta multzo baten arteko
distantzia,.

- Etengabetasun uniformea.

- Distantziak uniformeki baliokideak,

- Distantzien baliokidetasunaren hiru
tipoen arteko erlazioa,

- Isometrisk.
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ENGABETASUNA ESPAZIQ METRIKOETAN
T ——ee

Bira (E,d) espazio metrikoa eta F espazio topologikoa.

Demagun ftE —— F aplikazioa. Orduan:

f x, puntuan etengabea da baldin eta soilik baldin E-ren edo
zein suzesiotarako,}xnk,non X, —Xo k espazioan baita, hala-

beharrez f(xn) ——f(x,) F espazioan bada,

F ere espazio metrikoa bada, d' distantziarekin baldintza

hori beste modu honetan ipin dezakegu; Hau da:

f X, Puntuan etengabea da baldin eta soilik baldin E-ren edp

zein suzesio,{xnk

’

non lim d(x,,X,) = O baita (hau da =x, — x,)
n

halabeharrez 1lim d'(f{x,),f(x,)) = O bada.
n

Espazio metrikoak lehen kontagarriak direla kontutan hartuz,
emana dugun aurreko definizioa orain inguruneen oinharrien bidez
ematen badugu, beste definizio baliokide bat sortzen zaiguke;
Hau da:

f x, puntuan etengabea da baldin eta soilik baldin f(xo)-n
zentrua. duen edozein bolatarako, B(f(xo),e), existitzen bada
B(xo,%) non f(B(xo,g)) C B(f(xo),E) baita.

Hots,

f x5, puntuan etengabea da baldin eta soilik baldin

veyo 36
¥ey0 1316%

6 (e4x,) 2 £(B(x,,5)) ¢ B(£(x,),€) . Hau da,

S (e 1X4) > xeB(xo,g) = f£(x) ¢ B(f(xy),€) , eta
B .
baldintza hau betetzen da baldin eta soilik baldin:

veso  36=F (e,x)) > alx,x))<S = ar(r(x),f(x,))<€ bada.

f funtzioa E-ren edozein puntutan: etengabea bada, orduan
f etengabea dela diokegu,
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Bi mylbzoren arteko distantzia

Bira (E,d) espazio metrikoa eta A, B bere azpimultzo'ethnts
bi., A eta B arteko distantziaren definizioa ondoko hau dat

d(4,B) = inf 1Ld(x,y)eii’x;/ X6A A Y6 B}

Nahig eta distantziaren izena eduki adibide baten bidez,frg.'
gatuko dugunez, ez da benetako distantzia bat. V

Bira (E,d) espazioa, E atomo bat ez izanik: Esate baterako
E = la,b! . Har ditzagun A =lal eta B = )a, b} multzoak (hau da,
A eta B desberdinak baina ez disjuntuak)
Orduan, d(A,B) = inf d(x,y) = d(a,a) = O eta A ¢ B da,
X ¢A ’
ye B
Beraz, d distantzien laugarren propietatea ez da betetzen,
eta horregaitik bi Mulﬁ!oren arteko distantzia ez da, benetako dis
tantzia bat.

Puntu baten eta mulftze baten arteko distantzia.

Bira (E,d) espazio metrikoa, x E-ren puntu bat eta B "E-ren

azpimultzo bat, ez~hutsa,

ﬂx} multzoaren eta B-ren arteko distantzia x eta B-ren arﬁg’
ko distantzia deitzen dugu. Hau da,

,

d(x,B) = d({x{,B) = inf _d(x,y)
ye B

l.Teorema

Biz {E,d) espazio metrikoa. Orduan:

b}
i) d aplikazioa, d:ExE —> % , etengabea da.

ii) Biz E-ren azpimultzo ez-huts bat, A. d, aplikazioa,

A
d,:E RS
X > d(X,A)

y etengabea da.
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Frogapena:
i) d: Exg —R aplikazio etengabea dela frogatzen badugu, be
(x,y)+— d(x,v) '

raren murrizpena ,d:E<k —— R: delakoa, ere etengabea da=-

teke.,
Demagun ExE multzoan aplikazio bat, d', non:

d'((x,y),(a,b)) = max (d(x:a)’d(va)) baita.
Erraz ikusten da, d', ExE multzoan, distantzia bat dela.
liar dezagun € > 0, d'((x,y),(a,b)) ¢ € /2 bada, d'
definizioaren arauera
max(d(x,z),d{y,b)) ¢ €/2 dateke. Hau da,
d(x,a) < £/2 eta d(y,b) <«&/2 .

Nola d(x,y) ¢ d(x,a) +d(a,b)+ d(y,b) eta
d{a,b) ¢ d(a,x) +d(x,y) +d(y,b) diren, halabeharrez

& eta
£ .

d(x,y)-d(a,b) ¢ d(a,x)+ d(y,b) ¢ &€/2 + &/2
d(avb)‘d(le) < d(a’x)+ d(y'b) < 6/2 + <‘:/2

Hau da, [da(x,y}=d{a,b)| <&

Berar ¥€,0 15 = £/2 5 a'((x,y),(a,0)) S=la(x,y)-d(a,)|<E
eta dibExl —3 R etengabea da zeren ' ‘ (balore absclutua)

R-ren ohivko distantzia baita.

ii) Lehen atalean bezala d\:};‘ — R etenpabea dela frogatuko dugu.

liar ditvagun a e\ eta x,y¢ E

d(x,a) < d(X,}').+ d()‘,a) eta iunfisoak hartuz,
d(x,\) = inf d(x,a) ¢ d(x,y) +inf d(y,a) da,
aeA aer

Hau da, d(x,A) ¢ d(x,v) + d(y,\) =2 d{x,1)-d(y,r) ¢ d(x,¥y)

Simetrikoki eginez  d(y,A)-d(x,A) ¢ d(x,y) ateratzen dugu.
Beray, ,d(x,l\)-d(y,A\), (d(x,y)
Baldintza hauetan,

¥E, 0 3I=¢ >d(x,y) < § = ]d(x,w\,)-d(y,;\)I: ’d\(x)—di\(y)i <&

lionelatan, ba, d\ eteunaven da f.oeg.1.
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Bira (E,d) espazio wetrikoa eta E-rTen azpimultzo bat, A.

Orduan:
x€hA s d(x,A) =0

Frogapenas

Hertsiduraren karakterizapen baten bidez:

x € A & {B(x,¢) B(x,&)NA £ # 90 Facea > d(x,a )& &
(= inf d(x,a) ¢ d(x,a.) <& ¥ &€& d(x,A) =0 fen.g.l,
acA

Etengabetasun uniformea

Bira (E,d) eta (E',d') espazio metrikoak; f:E — E' apli-

kazioa uniformeki etengabea da baldin eta soilik baldin:

fero 36 = 6 (€)7 0 > dix,y)<S = ar(£(x),r(y))<e

Herien, g',é delakoaren funtzio bat da eta ez (x,y) puntua=-
rena., f soilik etengabea izanzo talitz, ¢ nori ere {x,y) puntua-

ren funtzioa litzateke,

Tribialki ikusten denez, f uniformeki etengabea bada, orxrduan
etengabea dateke baina adibide batzuren bidez frogatzen den bezala,

alderantrizko inplikarioa ez da beti tetetzen.

2, Teoremna

Bira (£,d)} eta (£',d') espazio metrikoak eta f:iIb — k' aplika=~
zio bat. Orduan, f uniforreki etengavea da baldin eta soilik
baldin E-ren edovein suresiotara’o x| eta {y/ non
1iw d(x,,y,) = 0 baita, halabeharrez 1w d'(f(xu},f(yn)) = C

bada.
Frogapena:

=> ) f uniforneki ctengabea bada, har ditzagun {xng, iynfc B bhi

suvegio non l1i.n d(x = O Laltea
Y ( nryn) € @
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Orduan ¥ &' > ¢ 3 nEl > d(xn,yn)< &t ¥nyz no

f uniformeki etengabea denez gero,
¥ero 3520 5 a(x,,v) <5 = at(£(x,),f(y,)) <€

% = &' hartuz, ¥€>0 3%70An&),0>d(xn,yn)<g fnzn, =

— d'(f(xn),f(yn))<€ ¥ nzn = lim d'(£{x ), f(y,))=0

¢&==) Absurdura erananer frogatuko dugu.

f uniformeki etengabea e, balitz, definirioaren arauera
1650 2450 T(x,y) e Bk > d(x,y)<d 2 a'(£(x),f(y)) 2¢

litratele,

% = 1/n" n#0 hartur, 4¥n 3 (xn,)'n)cE‘E 9d(xn.yn)<§ -
ar(f(x) 1y ) pe -

Honela }xnf eta {yn} suzesio bi osatuak ditugu non
lim d(xn,yn) = 0 eta d'(f(xn),f(yn))zé baita hipotesia-
n

ren aurka. Beraz f uniformeki etengabea da.

Distantziak uniforieki baliokideak

Biz E-n definituriko bi distantzia d1 eta d2.

d, eta d, uniformeki baliokideait dira baldin eta soilik baldin
tdentitate aplikazioa, i:(l:,dl) — (19,d2), isomorfisrio unifor-

mea badaj hau da, i eta i"! uniformeki etengabeak badira.

Distantzien baliokidevasunaren hiru tipoen arteko erlazioa

Bira E irultvoa eta E-n definituriko bi distantzia.

1

Lrraz ikucten denez, d, eta d2 uniformecki baliokideak badira,
=1
orduan dl eta d2 topologikoki balioiidea: dirateke, vcren i eta i

uniforieki etengabeak badira, etengabeak baitirakete.

Aldera:ntzizico inplikazioa ez da betetzen zeren aplikazio eten-

Jaue bates e: du vertan uniforiiesxi eten;abea izan behar.
v
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dl eta d2 metrikoki baliokideal badira, orduan 3 m,M non
md, £ d, ¢ Md, baita. Beraz i:(E,dl) —— (E,d,) isomorfismo

uniformea da, i eta :i._1 uniformeki etengabeai: izanikj; llau da:
e
¥&r0 ¥x,y ¢ E 1% = EM=5@E) » d‘(x,y)<g =3
=> d2(x,y)5 Mdp (x,y)¢ M. E/M =&

Hau da, i uniformeiki etengabea da.

Y20 ¥x,y¢ B 5 d_(x,y)<% = m.g

2 = =D dl(x,y)i 1/m'd2(x1Y)<

< Ymmé€ =€

=1 . .
Beraz, i unifornieki etengabea da.

Adibideen bider ikusi ahal denev, dl eta d2 uniforimeki balio-

kidealk badira, normalki ez dira metrikoki baliokideak,
Orduan dista:tvien balio-idetasunen arteko erlazioak era

honetan idaty ditrakegu:

=

&

dy eta dp wmetrikoki baliokideak

dl eta d2 wniformeiti balio-

kidealk ::?> dl eta d2 topologikoki baliokideak.,

Isometrialk

Bira (¥,d) eta (E',d') bi espazio metrikc eta f:E > Bt

aplikazio bat. Orduan f isometria bat da haidin eta soilik baldin
d'(f(x)sf(Y)) = d(x’}') JU:x,y(—E
Tribialsi ikusten dener, f isovctria bada, orduan f isororfis-
no uniformea datele,
E-tik E' gaineralo isowmctria bat badago, o duan (B,d) eta

(E',d') isometirikoak direla esute.. Jugu,
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DSOTASUNA EsPAZI0 METRIKpETAN

- Suzesio cauchyarrak.
- Espazioc metriko osoak,

- Espazio metriko baten multzo osoak.



85

OSOTASUNA ESPAZIO METRIKOETAN

Suzesio Cauchyarrak

Biz (E,d) espazio metrikoa. {xnk el suzesioa (E,d) espazioan
Cauchyarra da baldin eta soilik baldin: :
¥€0 3ng=n(€) 5 ¥mnzn = d(xm,xn)<£
B i .
Tribialki ikusten denez, hurrengo definizio hauk eta aurrekoa
baliokideak dira.

; {xn§ suzesioa Cauchyarra da &P %0 In; = n(c) a-i s‘ :/,'Se d(xn?p,xn)<
ixnk suzeaioa Cauchyarra da &=)%0 Ing = n(€)> x, < B(x y€)
. €

¥n 2 ng .

1, Teorema

Biz (BE,d) espazio métrikqa. Ondoko propietate hauk betetzen
dira:
l) Edozein suzesio konbergente Cauchyarra da,
2) Edozein suzesio Cauchyar bornatua da,
3) Suzesio Cauchyar baten edozein azpisuzesio Cauchyarra da.
u) Biz suzesio Cauchyar bat, };nk. lxnfdelakoak azpisuzesio kon=-
bergente bat ®Badu, orduan [xnx ere konbergente dateke eta be-

raren limitea halaber azpisuzesioarena,

Frogapena:

1) Biz ‘?nk suzesioa non x -— x  baita,
¥xyn, Xy d(xm,xn).s d(x,,x) +d(x,xn)
X, —> X &= ¥E0 g n} >0 >.d(xm,x) ¢« €/2 ¥Ymzny
Xp — x e ¥E50 1nt >0 3 dixy,x)<¢/2 Vnny

ng = max (n'e ,ng )} hartzen badugu, bi baldintzak batera betetzen
dirateke, llau da,
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¥EL O dng >0 5 d(xm,x) < &f2 d(xn,x) « ¢ /2 ¥m,n 2 ng

('rduar\x,\ié)O Ings0o 2 d(xm,xn)< &j2 + &2 =¢ 4m,n;n€

Derayw ixns suzesioa Cauchyarra da.

(2) Liv {anSuzpsio Ca. chiyar bat. Definizioaren arauera
* Ing » x, € B(xno, M) ¥ nzng

AT

N = max {d(xl,xno),......, d(xno_l,xno), M} hartzen badugu,
2xnk C B(xno,N) dateke.
Ueraz, {x j suzesioa bornatua da.
n
(3) Hau tribialki ikusten da, veren suzesio batek, Cauchy-ren suze-

sioen definizioa betetwen badu, beraren azgisuzesio batek ere

betetren dike,

(h) wira lxnj suzesio Cauchyarra eta {xn.} beraren azpisuzesio
K . i

Konboergente bhat non

Vx ¢ alx,xy, ¢ d(x,xnm); d(xnm,xm)

lXJ Cauchyarra de-e: gero, dn, non d(x,,x,) <¢/2 baita ¥n,m 2z n,
ixnﬂgknnherge te denez gero, 3 i; non d(xni,x)kc/Z baita

gie iE

.
Berar, n, %»i; harizen bodugu,

VESG ¥ ng d(x,x”) <&fz +&/2 Amzng dateke.

liau da, {xnﬁ wonbergentea da eta berare: linitea x, hain ruzen

2, Teorera

Bira (£,d) eta (B',d') bi esnazio metriko ela aplikazio bat,
£, fli — 2 unitormeki etengabea.
Crduann, F-ren edorein suresio Cauchyarren irudia E'-ren suze-

sio Cauclivarra da,
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Frogapena:

Biz E-n dagoen suzesio Cauchyar bat, ixnj, etaif(x“)f beraren
suzesio irudia.

f uniformeki etengabea denez gero,

Voo 15-5(6) 5 alugxy) <6 = a4 (2(xy), £x,)) <

Gainera {xng Cauchyarra da, beragz,

)&% Anm oz ng

Orduan #&0 In, = nE) = ng (% = § (&) baita) >

o0 3 ng non d(xn,x

m

> d'(f(xn),f(xm))<é ¥ ny 2o

eta {f(xn)j Cauchyarra da f.n.g.l.

f etengibed ez beste bada, tcorema hau ez dateke beti betetwen.
Esate baterako:

” . + .
Biz f.lRo w’———alRo

X e 1/x

il/n& suzesioa Cauchyarra da (konbergeute delako) eta beraren

irudia ,lnj suzesioa, eriraz ikusten denez, er da Cauciiyrena.

ESPAZTO0 METRIKO OSOAK

l, Definizioa

(E,d) espazioa osoa da baldin eta soilik baldin edozein suze-

sio Cauchyar konbergente bada.

Espazio metriko baten multzo osoak

Bira (E,d) espazio metriko eta K-ren azpimultzo bat, A.
A osoa da baldin eta soilik baldin (A,d A) azpicspario metriicoa

osoa bada,
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3. _Teoreuy

Biz (E,d) espavio metrikoa. Orduan ondoko propietateak bete-

tzein dira:

i) Espazio metriko oso baten multzo hertsiak osoak dira,
ii) Biz A E. A osoa bada, orduan A hertsia dateke.
iii) Biz (E,d) espazio osoa., Orduan A E osoa da baldin eta soilik
baldin A hertsia badd.

Frogapena:
i) Bira E-ren arpimultzo hertsi bat, A, E osoa izanik, eta an}

xnch baita.

ixnj A multzoan suzesio Cauchyarra bada, orduan E-n ere

suzesio Cauchyar bat non i

Cauchyarra dateke eta E osoa denez gero, J lim X, = X
n-
Baina A hertsia da, beraz x€ A = A eta kxnj
konbergente da A multzoan,

llonelatan, ba, A osoa da.

ii) Bira A I-ren azpimultzo oso bat eta x eA.
A hertsidureren karakterizapen baten arauera 3 ixnch >

lim x = x.
n n

ixnf konbergente denez gero, Cauchyarr; da A multzoan, A osoa
izanik, {xnf konbergente da A wmultzoan. Gainera nola espazio
metrikoak banatuak diren, suzesio baten limitea bakarra da

ete orduun x € A, Halabeharrez A = A da f.n.g.l.

iii) i) eta ii) ataleen bidez erras frogatzen da.

Espazio topologiioetan egin dugun bezala, espazio metrikoetan

ere konpalktasun, konexutasun eta abar defini daitezke.

Fasu honetaa, han ikusi genituen teoremaz lsnda espazio metrie-
koetan soilik agertzen diren beste propietate batzu froga daitezke,
Guix e ditugu hewmen ipiniko, gure lana asko luza ez dadin,

baina bibliografian agertzen direu liburuekin gai hau osa daiteke,

flurrengo teuian espazio metriko berezi batzu defi.ituko ditugu
eta Laien propietate batzu ikusilko., Espazio hauk espazio normadunak

dira.
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HAMA [RVRGALREN GAA

ESPAZi0  MORMADUNAK.

- Fsnazio narmadunak.

- Norma hatek induzituriko distantzia,
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ESPAZIO NORMADUNAK

1, Definizioa

Biz F espazio bektoriala [K =R edo € gorputzaren gainean.

| \aplikazioa, | |[:E — R , norma bat dela esaten dugu ondoko
x v x|

propietateak betetzen baditu:

1) dxl»o0 ¥xe E
2)  xfl= 0 & x=0
3} b o= x| Yre K ¥xeE
LY syl oedxl vl ¥x,yen

1., 2. eta laugarren propietateak besterik ez baditu betetzen, apli-

Kavio hori semincerma bat dela diokegu.

(8, I |) bikotea espario normaduna (erreala [K = Il bada eta

konplexua i = € badu) deitrzen da.

worna batek induzituriko distaantzia

biz (L, HU) esnazio noriiaduna. EsE multzotik R-rako aplikario

bat, d, era honetan defini dezakegu:

d:E~}i ——— R

(x,y) = lx-yl

d distantzia bat dela erraz frogatzen da eta delakoak indu-

vituriko distantzia deitzen da.

iionela (E, | ) esrazio normaduna, espazio metrikoa bihurtzen
da eta berar, tupologikoa d-x induzituriko topolougiaz. Orduan
espario to.,ologinoen etz ietrioen propietate gu tiak betetzen di
tu eta beste batiu ere bai.

Espazin noruadun berezi bua-zu asko erabiltren dira Analisian,

espacio hauvit, Sanacl-en es arzioak deitren dira.
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2. Definizioa: Banach-en espazioak

Biz (E, | |) espazio normadun vat. | || delakoak eragindako

distantziarako E osoa bada, (E, | |) Banach-en espazio bat dela
esaten dugu,

Adibideas

i, b ) espazioa non | x| = |x| baita, Banach-en espazio bat da.
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HIZTEGIA: EUSKARA — GAZTELANIA - FRANTSESA

AKUMULAPEN (PUNTU) ;...........scumulacién {punto); acumulation (poiht)
ANALISI,,...0veverncnnvannss ..analisis; analyse

ANALISI FUNTZIONAL ,.,......... analisis funtzional; analyse fonctionnelle
APLIKAZIO, ,....v0veveevese....aplicacién; application

APLIKAZIO BIJEKTIBO,.,... vee..8plicacidn biyectiva; application bijective
APLIKAZIO ETENGABE....,.......aplicecién continua; application continue
ARKUZ KONEXU , . ,.v0veveenvess.sCONBXD POr &rcos; connexs par arcs

ARKUZKO KONEXUTASUN,,,........conexidn por arcos; connexité per arcs
AZPIESPAZIO...................subespacic; sous-sspace
AZPIESTALKI,,....0veveeeessss Subcubrimiento; sous-recouvrement
AZPIMULTZD , ... ..uuveueseeseso.8Ubconjunto; sous-ensembls

AZPISUZESIO ., . ... vecssseesesss .8Ubsucesidn; sous-suite

BALIOKIDETASUN ERLAZIO,,..,.. .relaccidén de equivalencia; relation

d“sgquivalence

BANACH-EN ESPAZIO. . ....... ....espacia de Banach; gspace de Banach
BANATU,,....... tevsseeserness Separadao(a); séparé
BARNE . ......... veecevusesess.interior; intérieur

BIDERKADUR ESPAZIQ TOPOLOGIKO,...espacio topoldgico producto; espace
topologique produit

BIDERKADUR MULTZOD,.......... . .conjunto producto; ensemble produit

BIJEKZIO........... weeerenes..Diyecciéng bijection

BILDUMA,,.....cevvvseseeessss.coleccidn; colection

BOLA.....covevnnn resesasesans bola; boule
BORNATU . ... iie e vnnas ...acotado(a); porné
DENTSO......0vv.vveeeesness..adenso; dense

DERIBATU (MULTZO).............derivado (conjunto); derivé {ensemble)
DIAMETRO ., .. veveeenencecssess .didmetro; diamétre
DISUUNTU....esvrrnreennssenes disjunto; disjoint
DISTANTZIA,, ... vviiviinnnnnans distancia; distance

ERAGINDAKO TOPOLOGIA..........topologfe inducida; topologie indulte
ELKARPIOE. ... . vevseseessen.s..COrrespondencia; correspondance

ERLAZIO BINARI.....cvc... .....relacién binarie; relation binaire
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ESPERA ....eeveveeesess....8sfera; esphérs .
ESPAZIO......c0occveen.. ... .e5pacio; espace

ESPAZIO METRIKO,...........e8pacio métrico; espace métrique
ESPAZIO TOPOLOGIKO....... ..espacio tépologico; espace topologique

£SPAZI0 TOPOLOGIKO HOMEOMORFU,...espacio topologico homeomorfo; espacs
topologique homeomor {e

ESTALKI.....oon0vnee. ..s...Cubrimiento; pecouvrement

ESTALKI IREKI......... .....cubrimiento abierto; recouvrement ouvert

ETENGABETASUN....4v.s0essq..CONtinuidad; continuité

ETENGABETASUN UNIFORME.....continuidad uniforme; continuité yniforme

ETENGABE. .o vrvevenn veesvecontinuo(a); continu(e)
EUSKARRI(MULTZ0)...........soporte (conjunto);
EZ-HUTS,........ wissssersse.oNO vacio; non vide
FAMILIA,............ ves.sss.familia; famille
FIN....ovvenn. eeeaaaans ...fino(a); large

FINITU...vvevevennsonsoassafinito; fini

FUNTZIO. . oo vnnvonanss ..funcién; fonction

FUNTZIO ETENGABE....... ....funcidn continua; foncticon continue
FUNTZIU HERTSI....... .+»...funcion cerrada; fonction fermée
FUNTZIO IREKI,.v0unecoceeea funcidn abierta; fonction ouverte
GUTTIKOR,.....ovvvuu-uss ...decreciente; décroissant

HAUSDORFF-EN ESPAZIO.......espacio de Hausdorff; espace de Hausdorff

HAZKOR, . ... ihvnnenernns .creciente; croissant
HERTST.......v..... eeve....cerrado(a); fermé(é)
HERTSIDURA. . ... cvveues.. ..clausura; fermeture
HOMEOMORFISMO. ... 0voevenne .homeamorfismo; homeomorfisme

HOMEOMURFISMOEN TIPO....,..tipo de homeomorfismos; type d homeomorfisme

HUTS.......... cesresscases .vacio; vide

INGURUNE............ S, entorno; voisinage

INGURUNE OINHARRI.......... base de eLtornos; base de voisinages
INPLIKAPEN. ... vevvennnn v.e.implicacidén; implication
INPLIKAZIO........ veesess.implicacién; implication
IRAGAZKI..,..... eeesessses.filtro; filtre

IREKI (MULTZO)....eoun..... abierto (conjunto); ouvert (ensemble)
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IREKT ELEMENTAL..... cerasene ..abierto elemental; ouvert elémentaire

TREKI-CINHARRI................base de abiertos; pase douverts

ISOLATU (PUNTU)....... veuve...@islade (punto); isolé (point)

ISCMORFISMO ...svvenvnses veeso.isomorfismo; isomorfisme

ISCMORFISMO UNIFORME..... ve.e.isomorfismo uniforme; isomorfisme uniforme
ITSATSI (PUNTU).vvrvroenanenns adherente (punto); adherént (point)

ITSATSI (MULTZO)..............adherente (conjunto); adherént (ensemble)

KONEXU. s e ivvevesanesaseanesss CONBXO; cONNEXS8

KONEXUTASUN. .o ovevirennnesnne conexién; conexité
KONPAKTU. .. e0ew™ vereseseesesssCOmpacto; compact
KONPAKTASUN. . ..oveenennnn. ....compacidad; compacité

KONTAGARRI.....ccoveesessesss.cOntable; dénombrable
LEHEN KONTAGARRI........... ...12 contable; 1¥° dénonbrable
LIMITE (FUNTZIOEN, SUZESIOEN)..limite (de funciones, de sucesiones)

limite (des fonctiones, des suites)

LOKALKI KONPAKTU......... .....l0calmente kompacto; localement compact

MAXIMO....... teeassrnsessnenssmAximo; maximun

METRIKA....... Creresirenereann métrica; métrique

METRIKO (ESPAZIO).......... ...métrico (espacio); métrique (espace)

METRIKOKI BALIOKIDE.......... .métricamente equivalente; métriquement
equivalent

METRIZAGATL, ... veuvcuse veeess.metrizable; métrizable

MINIMO...ovvrvnnns veveeresess.minimo; minimun

MUGA........ PP eeernens frontera; frontidre

MULTZO.......... censaaes ...se..cOnjunto; ensemble

MURRIZPEN. ...cvvineinenerannn .restriccidn; restriction

NORMA . i inriveraenrrencnnasns norma; norme

NORMADUN. .. vvvvevnconensses . ..normado; normé

NUMERAGARRTI. . .vvvvnnerenrnane numerable; dénombrable

OHIZKO TOPOLOGIA........ ve....topologia usual; topologie usuelle

OINHARRI (IREKIEN,INGURUNEEN)..base (de abiertos, de entornos);
base (déuverts, de vcisinages)

USAGAT KONEXU......... ...s..+-COmponente conexa; composante connexe
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OSAGARRI (MULTZO BATEN).......complementario (de un conjunto);
complementaire (d‘un ensemble)

0S50, ...0eevecevesssenrressess.cOmpleto; complet

PARTE. . everivvnuonsans e....s.parte; partie

PARTIKETA..... vevesssassasssssparticidng partition

PROJEKZIO..... teeeeeraeeensssproyecciin; projection

SEMIDISTANTZIA..... veeseeeees.5emidistancia; semidistance

SEMIMETRIKA. .o vvvvaeeveennen ..semimétrica; semimetrique

SUZESIO..oevsevnrnns eereessseesucesidng suite

SUZESTIO KONBERGENTE. .......... sucesidn convergente; suite convergente

SUZESIO CAUCHYAR., .......v.ovuns sucesidn de’ Cauchy; suite de Ceuchy

TOPOLOGIA DISKRETU..vuvecveons topologia discreta; topologie discrete

TOPOLOGIA INDISKRETU......... .topologie indiscreta; topologie indiscrete

TOPOLOGIA INDUZITU.....ecvvnus topologia inducida; topologie indulte

TOPOLOGIKOKI BALIOKIDE........ topologicamente eguivalente; topologicament
equivalent

UNIFORMEKTI BALIOKIDE.......... uniformemente equivalente; uniformement
equivalent

ZATI........ cessranene cesesssstrozo; morceau

ZENBAKIZKO FUNTZIO............ funcidn numérica; fonction numérique
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HIZTEBI: GAZTELANIA ~ EUSKARA

ABIERTD ©vcvvrvnnnnnnannnn fermeneeceae «+..IREKI

ABIERTO ELEMENTAL........... R veeees... IREKI ELEMENTAL
ACOTADDO(A) ettt tererrerreneaennnsasocenennes BORNATU
ACUMULACION (PUNTU) ........................ AKUMULAPEN (PUNTU)
ADHERENTE {PUNTO, GCONJUNTO)............,...ITSATSI (PUNTU, MULTZO)
AISLADD (PUNTO).vreerrvenervannnnecvnnns ... ISOLATU (PUNTU)
ANALISIS «.n.usevnn.. e, «ev..ANALISI

ANALISIS FUNCIONAL....... Ceeeeenarans e ANALIST FUNTZIORAL
APLICACION,....... Ceeeneeeraeaaas seeeee.. APLIKAZIO
APLICACION CONTINUA. ...vvvrurnnnnernnans ...APLIKAZIO ETENGABE
BASE....... R e e et aeee e aaaas OINHARRI

BASE DE ABIERTCS v.vevrevvrenvnnnns ves.....IREKI OINHARRI
BASE DE ENTORNOS ....... e veeece.a.. INBURUNE OINHARARI
BIYEGCION. ... ovvvrnrnnnnnnn. weseaeases... BIJEKZIO

= freierases cereeese....BOLA
CERRADG(A)..... eerereeaas s ...HERTSI

CLAUSURA. .. ..vevns. e e aiieana HERTSIDURA
COMPAGIOAD: + s e i enevennnnnnnsenss ,........KDNPAKTASUN
COMPACTO. v v vervenenrvnnnnns Cereiaes vee.n.. . KONPAKTU
COMPLEMENTARIO(A)..eevvennnvnnnn., R . .OSAGARRI

COMPLETO. e v eeennnnneerennns veeeens Ceeenaas 0s0

COMPONENTE "EONEXA. .. ... R faeraeeea, .. .OSAGAT KONEXU
COLECCION. weuvevnnennn. R 1 3 1 1.
CONEXION. s v vvvuenroenvennnnss Cereaeees +eeee o KONEXUTASUN
CONEXD:- e vvvuovunaneenrsnnnnns teseeranoesess . KONEXU
CONJUNTG . v e e evnensns Ceriieseierseaaaea.. MULTZO

CONJUNTO PRODUCTO. - vt e e vemeeivvennnnenans .BIDERKADUR MULTZO

CONJUNTO SOPORTE. .vevveavevenavunnsesnss.. MILTZD EUSKARRI

CONTABLE. ..... R ceieean ceteveneens..  KONTAGARRI
GONTINUC(A)..... eveeenees e Cereean .. .ETENGABE

CONTINUIDADS 4 uvvnnan.. e, . .ETENGABETASUN
CONTINUIDAD UNIFORME. .. .evvrmnrnenrvnnnns . .ETENGABETASUN UNIFORME

CORRESPONDENCIA. o v vevnseereeeeennnennnsns KORRESPONDENTZIA
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CRECIENTE . . teurerrersorcassnsnrrocrneenss «HAZKOR
CUBATMIENTO. . s e s esennenneennonnsanennsn s ESTALKT
'CUBRIMIENTO ABIERTO. . vuennerenesnsnsnnrs s JESTALKT TREKT,
DECRECIENTE. -+ v vs . auevesnsnensennnsnssss GUTTIKOR
bEuao(cuNJunTo)............................Dsnrso (muLTZ0)
DERIVADO (CONJUNTO)..0euuvcevnnnsonssesesrs..DERIBATU (MULTZO)
DIAMETRO...0onennescnnvensessvossoscasssssDIAMETRO
DISJUNTO. . eurrerernsnansansosasascanssssss DISJUNTU
DISTANCIA. +uvvunesrnsenneeonncnneensssnns DISTANTZIA

ENTOH“U............ ...... ceseecssansenssses INGURUNE
ESFEHA......... ............. Ceerrerrions ... ESFERA

ESPACIO. ccvrivrenrncrnenrans cerrecesoene.. ESPAZIO

ESPACIO COMPACTO........... e senreranen .ESPAZIO KONPAKTU

ESPACIO CONEXD..vvvvnrvnsenenannrennennn. ESPAZIO KONEXU
ESPACIO DE HAUSDORFF........... vesereeesss HAUSDORFF-EN ESPAZIO
ESPACIO METRICO....ccvnvvvrennccaccocncnans ESPAZIO METRIKO
ESPACIO SEPARADD. .. e0cevrevsnennnsseseas . EBPAZIO BANATU
ESPACIO TOPOLOGICO......e.vveevenee-sse...ESPAZIO TOPOLDGIKO

ESPACIO TOPOLOGICO HBMEOMORFO..............ESPAZIO TOPOLOGIKC HOMEOMORFO

ESPACIC TOPOLOGICO PRODUCTO................BIDERKADUR £SPAZIO TOPOLOGIKO

ESPACIO VECTORIAL NORMADO..........c.e.....ESPAZIO BEKTORIAL NORMADUN

FAMILIA. o veevnrnnoreansocannacnaan e FAMILIA
FINA{O)..... Ceeenas e et ve...FIN

FINITO(A) v vreriinnnenenns e, ...FINITU

FILTRO. v v vrecvvnennenas ettt IRAGAZKI

FUNCION ABIERTA. .0veveroronnnnosrannearennns FUNTZIO IREKI
FUNCION CERRADA..... et veee e FUNTZIG HERTSI
FUNCION GONTINUA.....evevrenrnnnn e FUNTZIO ETENGABE
FUNGION NUMERICA...... e e ZENBAKIZKG FUNTZIO
HOMEOMORFISMO. + v v eeverrrnenennns Cieeeaes . . HOMEOMORF 1SMO

IMAGEN. .t veutevrenevnennnsnnnssanesssanss .  IRUDT

IMAGEN INVERSA. . ..ovvevvnvnnans eevervee.s.. IRUDT INBERTSU
IMPLECACION. o vvvvnerrerenrmannnnnnensns .. » INPLCIRAZIO, INPLIKAPEN
INFINITO...vhuuunnn terescsenesaennansnesas s INFINITU



INTERIOR. .o evvvvnnnennnnnn Cveneannee veen .o .BARNE

ISOMORFISMO. .. .. ceeees e aiaraae, . . ISOMORFISMO
ISOMORFISMO UNIFORME. .. ..ceuuerorosans .....ISOMORFISMO UNIFORME
MAXIMO. .oovvunnnnn. Crrrereeaeennes eeveeos MAXIMO
METRICO(A).eerrveenennnn. e veves. METRIKO
METRICAMENTE EQUIVALENTE. . vuureonneennneers METRIKOKI BALIOKIDE
METRIZABLE........ e .............;..METRIZAGAI
MINIMO......... s teeeeee.. MININO

NORMAR . v e v veemennorennenonerensssanoenas .NORMA

NORMADO(A) . - vvevveinnnen weeasecasssessesesNORMADUN

NO VACIO. e .ueeeorovenrvneneanns ceenneeeeas EZ-HUTS
NUMERABLE -+« « v vareesnnrrrcnnnns e v« .. .NUMERAGARRI
PARACOMPACTO. 40 v vvnnnnansnascancss ceeeeann PARAKUNPAKTU
PARTE. . .uevenucrsnnnnnanss tesesecuecassses PARTE

PARTICION vuvvvivvnsrvnasonnesan eeevaees.sPARTIKETA

PRIMERQ CONTABLE..... e Ceeeeaeeas ....LEHEN KONTABARRI
PROYEGCION. ... . ceanes ceees vemseessensas.s . PRUJEKZIO

RELACION BINARIA.......... frrrreeveaan. . .EALAZIO BINARI
RELACION DE EQUIVALENCIA..... weeseseer.es. BALIOKIDETASUN ERLAZIO
RESTRICCION. .+ 2 vstennsenenrennnacoancennans . . MURRI ZPEN
SEMIDISTANCIA. . ... Ceensecanetieaare e BEMIDISTANTZIA

SEMIMETRICA. . svsvvneccarsooesnnanssassssa-s SEMIMETRIKA
SEPARADO(A)...... eeereeseans rrereeeas ...BANATU

SUBCONJUNTO. v ws v ssansraranenueeersnsssass AZPIMULTZO
SUBCUBRIMIENTO. ... vviveunnnreneesnnenan. AZPIESTALKI
SUBESPACIO..evvu... eererresaseearsaseasse AZPIESPAZIO
SUBSUCESTON. v v evvevnrenrenoenensnsenennsss s AZPISUZESIO

SUGCESION. . cvereroerercvosssvoarsansonses ..+ SUZESIO
SUCESION CONVERGENTE...... teerseessanses.. SUZESIO KONBERGENTE
TIPO DE HOMEOMORFISMOS...... seesnsenns. oees HOMEOMORFISMOEN TIPO

TOPOLOGIA. . vevevsenssooareesanssanssessssas JIUPOLOGIA

TOPOLDGIA DISCRETA. . vvvvrnerereenvaonrnnsn . TOPOLOGIA DISKRETU
TOPOLOGIA INDISCRETA... ceeesssenesssssss.. TOPOLOGTA INDISKRETY
TOPOLUBIA INDUCIOA...vuuesvasvasaneessnsss TOPOLOGIA INDUZITU, ERAGIN-

DAKO TUPOLOGIA
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TOPOLOBIA PRODUCTD....vvvuoavossonsseesss....BIDERKADUR TOPOLOGIA
TOPOLOGIA USBUAL. sovvereereervonoesrsnensnsss.OHIZKO TOPOLOGIA
TOPOLOGICAMENTE EQUIVALENTE..... veosesessssss TOPOLOGIKOKI BALIOKIDE
TROZO. . tevearenvsseancennsascsnsaveasneaoqgeessZATL

UNIFORMEMENTE EQUIRALENTE....¢e0-vevennn e+ UNIFORMEKT BALTIUKIDE

VACIO...... PN LTI



HIZTEGIA: FRANTSEZA- EUSKARA

ACUMULATION {POINT)......ovevvveverrernnsss.  akumulapen (puntu}
ADHERENT (POINT, ENSEMBLE)......... Cereenees ..itsatsi (puntu, multzo)
ANALYSE s 1vvennessanncscarsocassanasnaransesscanalisi

ANALYSE FONCTIONNELLE..eveseeuveoaccsasansers analisi funtzional
APPLICATION. ..0vvvnnecrecsruneusansonsnssssnss aplikazio

APPLICATION BIJECTIVE....ovvveocncavess ve.s...aplikazio bijektibo
APPLICATION CONTINUE....ovvvevevnnannasnsanens aplikazio etengebe
BASE....coviven.cusn csresssaseneceasat s nene . .oinharri

BASE D'OUVERTS ....cuvevnvene eereeeen vesesesssireki-oinharri
BASE DE VOISINAGES .......... ceeriaseneae + e+ o .ingurune-oinharri
BIJECTION. .. .vcvreenvrccnsarensennsnssesasses.bijekzio
BOHNé........................... ..... eeseeseosbornatu

BOULE..... cerarens ereeaerraeenens evisnenesssbola
COLECTION. .. ovvrrrvnorncnnoncnnnonnans Verssa..Dilduma
COMPACT..vcevnnnens ees e eanauaneaae e e e konpaktu

COMPAGITE wuvvverrvinrenenannn Cecencenne [ konpaktasun

COMPLEMENTAIRE ( D°UN ENSEMBLE)............_..0sagarri {multzo baten)
COMPOSANTE CONNEXE. « v v seunvusnneessnnsnsessn. O88gai konexu
COMPLET . evvvnncnsconannss coesannrn.an sca-ses.s.080

CONNEXE. s ovcvnvsvnoncarancossancasuncsssasaessskONRXU

CONNEXE PAR ARGCS..vcvcerevnns-rosnsssanasessss8rkuz konexu

CONNEXITE. sueuvvnsenvovessonnaccsnnsracsne .+ » « KONEXUtasun

CONNEXITE PAR ARGS..........,.......}......:..arkuzko konexutasun

CONTINU(E)........ tesesiesecaisisnes sasae....EtENgabE

CONTINUITE. .. vvvnrerunnn beceren-ens ereceeans . .etengabetasun
CDNTINUITé:UNIFDRME............... ....... .....2tengabetasun uniforme
CROISSANT, v e evvernvocsacnsse saseeseeessnesssshazkor
DECROISSANT . vty ernnnrrnnnnnn. e . .guttikor

DENOMBRABLE. ...... Ceeterea e et+eenese. numeragarri

DENSE. .... P sisesssesesssesesdentso

DERIVE (ENSEMBLE)......... teteseriuveseniass..deribatu (multzo)
DIANETRE....... ceerannee ettt eev...diametro
DISJOINT...vvvunas .......;.... ............. ...disjuntu

DISTANCE......... cemenes eeneeenenaan veessees.distantzia
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ENSEMBLE. ¢ vvuauavnesnnssscsasssnsncnceesessMiltzo

ENSEMBLE PRODUIT...cousansevsssesosssssesssobiderkadur multzo
EGPACE. soesveenesnnvnssnsssconanannssesesss B8pazio

ESPACE DE BANACH. .. ceseaneresssnsasesss.o..Banach-en espazio
ESPACE DE HAUSDORFF........vs0se.cvvesesa...Hausdorff-en espazio
EBPACE METRIGUE....vvvevensrsseccsnscsasss- E5pazio metriko
ESFACE TUPOLOBIQUE. . eseveeeceravsseansesssq.25pazio topologiko
ESPACE TOPOLOGIGUE PRODUIT....cevvevre0...0.biderkadur espazio topologikao
ESPHERE. . evuveervnernussnsssssssnesssss... e5ferE

FAMILLE . .ttt tenerisenrsssssaassanssnss familia
FILTRE......... feercvoeans tessesesesesnseassiragazki
FINI...oouevonennn. PR veesesinseseanasssTinitu

FERME (£) v vow s cnweeeverncansssanosssnssesssshertsi

FERMETURE. sovcnvunrracsnonnnns svesesessassss.hBrisidura
FONCTION.voovu.ores veesnanara Creaene vereosesfuntzio

FONCTION CONTINUE. .ccvuveveesv-versasvenass.funtzio etengabe
FONCTION FERMEE.............. teevesesee....funtzio hertsi
FONCTION OUVERTE....cveevererererane vesens.afuntzio ireki
FRONTIERE..ceoevevees Ceriaaereuns vevesensasseomMuga
HOMEOMORFISME. ... vvevevonsoevvsnnnroena « o« hOmeomorfismo
IMPLICATION..................;..... ..... e»..inplikazio, inplikapen
INTERIEUR. . vvrnrnnss ettt e, barns

ISOLE (POINT)....cveeevuneeeconaasnsnsosaasoisolatu (puntu)
}SOMDHFISME.................................isomorfismo
ISOMORFISME UNIFORME......vcveucansnesessse.isomorfismo uniforme
LARBE. .. evevesusossersnnnsserssnssnanssasessatin

LOCALEMENT COMPACT...... cevesessaersonsssesslokalki konpaktu
MAXIMUN. o ivveevnvrenvnsncsoroossnsnannsessMaximo

METRIAUE. + v v svunsrcesnennsarsnannsennsyess metrika

METRIGUE (ESPACE) ........... cevereanneeas ...metriko (espazio)
METRIGUEMENT EQUIVALENT. ..o ivvinnnne veese.ssmetrikoki balickide
METRIZABLE. .. 0.veuenns e, .....metrizagai

MINIMUN. ..., ceesasene [ teeseasness.minimo

MORCEAU, ..... Crerecsennsenesrennnn veeessenss2zati
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NON VIDE...+eesvusnnsurseessrosenceyense.az=huts

NDRME;.......;....,.......;..............nurma

NORME. .. seveneenersnnrarenasnasseensss nOrmadun

OUVERT (ENSEMBLE)........................1rek1 (mult2o)

OUVERT ELEMENTAIRE........0se0seceessons ireki slemental

PARTIE. . .vussacncenrerrassensonsasesesss parte

PARTITION. . .0eeueensennrasennroonsnsns. partiketa »

1% DENOMBRABLE..........0vvesevneasin..lshen kontagarri

PROJECTION. ... .ccovvrvsncresrsccnsnsess:..projekzio

RECOUVREMENT. . .cvvvrvenrnaceacrvasronssss e8talki

BECOUVHEMENT OUVERT..evuvsvnennnrssesss. a5talki freki

RELATION BINAIRE........ vecresescsssesessBrlazio binari

RELATION D EQUIVALENCE......cvecvsvs......baliokidetasun erlazio

RESTRICTION, . ..vuvsussscanrssnvonsasesssMUrrizpen

SEMIDISTANCE. s vversearvassonnsssoenssssso.8emidistantzia

SEMIMETRIGUE. cvvveecnnnsessasnssosenssnss .s8mimetrikea

BEPARE. . et tvrueesaravanassecsanssaesss banaty

BUITE. . svvtenrvereenrorennrsannseareseanss 8uUzasio

SUITE CONVERGENTE...... cecsvenessnsacens .suzesio konbergente

SUITE DE CAUCHY. . .vsvssesesneecsscasesseso8uzasio cauchyar

SOUS-ENSEMBLE. .. veenvrcrsovsscnonsesssss.82Zpimultzo

SOUS—ESPAGE.............................;azpiespazio

SOUS-RECOUVREMENT . ... v vvvenenecrenes ....azpiestalki

SOUS-BUITE. s« evvvunnreeasssesssasssssas. a2pisuzesio

TYPE D’HOMEOMOHFISME.....................homeomorfismoan tipo

TOPOLOGIE. s .ccoevcancvosseasssesnsnssss.topologia

TOPOLOGIE DISCRETE....ssvevseenneennn. . topologia diskretu

TUPOLOGIE INDISKRETE......coc... P ...topologia indiskretu

TOPOLOGIE INDUITE...ccveseeenveressesass.topologia induzitu, eragindako
topologia

TOPOLOGIE PHODUIT.......................biderkadurvtopulogia

TOPOLOGIE USUELLE....... esesessaesssesq.0hizko topologia

TOPOLOGICAMENT EQUIVALENT...............toplogikoki baliokide

UNIFORMEMENT EQUIVALENT........... ev.e.uniformeki baliokide
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VIDE. .. icreivrveeroncorencnnsnsarsssnssess ULS

VOISINAGE: s vvsancevoosscrvsncnansesessssss ingurune
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OHARRA

L&n hau burutu ondoren hita batzu al#atzea pasible dela pentsatua
iLan da. Hitz horik ondoko hauk diras

Funtzio etengabe.......funtzio jarrai

Etengabetasun........ . . Jarraitasun

Etengabe...............,Jarrai

Hitz hauen deribatuek ere modu berdinean aldatuko lirateke.
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G. CHOQUET: "“Cours d’Analyse II. Topologie®. Masson et Ci?

(gaztelaniara itzulita dago).
S. WILLARD: "Genersl Topology”. Addison-Wesley.
N.  BOURBAKI: "Topologie Générale", Hermann-Paris.
KURATOWSKI; wropo1ogy? (1. bol.). Academic Press, N.Y.
Jo DUGUNDJI: "Topology". Allyn and Bacon. Boston..

CHEVALIER: "Analyse 1. Topologie".



