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1 MATRIZEAK ETA DETERMINANTEAK

1.1 Matrizeak

1.1.1 Matrize kontzeptua eta matrize motak

Definizioa. A matrizea(nxp) ordenako edo dimentsioko matrize batrdarrenkada eta
zutabetar(n - p) elementu baditu:

Qi1 Q2 v Gyp

Qz1 Gz v Azp
A= : : . :

Any QAnz " Anp

Notazio laburragoa erabiliz, thatrizea era honetan idatz daiteke:

A= (aij)lsisn € Mnxp
1<jsp

Definizioa. Matrize bateko diagonal nagusig; Vi =1,2,..,max (n,p) elementuez
osatutako multzoa da.

Matrize motak: Zenbait matrize berezi aurkeztuko ditugu:

- Errenkada matrizea: errenkada bakarreko matrizea ¢at.
- Zutabe matrizea: zutabe bakarreko matrize@da:l.

- Matrize karratua: errenkada eta zutabe kopuru bera duen matrizea=da: Matrize

karratuen multzod,,,,, edoM,, notazioa erabilita adierazten da.
- Matrize errektangeluarra: errenkada eta zutabe kopuru ezberdineko matrizeapla:

- Matrize nulua edo zero matrizea: elementu guztiak nuluak dituen matrizea da. Honela,
a;=0vi=12..,nVYj=12,..,p. nxp dimentsioko zero matrize@,,, edo 0
idazten da.

- Aurkako matrizea:A = (a;;) € My, matrizea emanik,B = (b;;) matrizea bere
aurkako matrizea da, ondorengo berdintza betetzen Badu:-A, edo gauza bera dena:

b —aijVi = 1, 2, ...,n,Vj = 1, 2, P

ij =
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Matrize goi-triangeluarrad = (ai]-) € M, matrize karratua goi-triangeluarra da,
matrizearen diagonal nagusiaren azpian kokatutako elementu guztiak zero direnean:
a;; =0,Vi>j.

Matrize behe-triangeluarrat = (a;;) € M, matrize karratua behe-triangeluarra da,
matrizearen diagonal nagusiaren gainean kokatutako elementu guztiak zero direnean:
a;; =0,Vi<j.

Matrize diagonalad = (aij) € M, matrize karratua diagonala da, diagonal nagusitik
kanpo dauden elementu guztiak nuluak direnegn= 0, i # j.

Identitate matrizead = (a;;) € M, matrize diagonala identitate matrizea da, diagonal
nagusiko elementuak 1-ak direneamn.dimentsioko identitate matrizelg izendatuko

dugu.

1.2 Eragiketak matrizeekin

1.2.1 Matrizeen arteko batuketa

A, B € My, matrizeak emanik, beraien batuketa honela definitzen da:

C=A+B =(c;j) € Mgy, NONic;; = a;; + by, Vi=1.2,..,n,Vj =1,2,..,p

Matrizeen arteko batuketaren propietateak:

A,B,C € M,,,, matrizeak emanik, matrizeen batuketak honako propietate hauek betetzen

ditu:

Elkartze-propietatedA + B) + C = A+ (B + C)

Elementu neutroaren existentzia: batuketarekiko elementu neutroa matrize nulua da,
A+0=0+ A= A, 0 matrizead matrizearen dimentsio bereko matrizea izanik.

Elementu simetrikoaren existentzia: batuketarekiko elementu simetrikoa aurkako
matrizeadad + (—A) = (—A)+A =0

Trukatze-propietateat + B =B + A
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1.2.2 Eskalar baten eta matrize baten arteko biderketa

A € My, etak € R eskalarra emanik, beraien arteko biderketa honela definitzen da:

C=k-A=(c;j) € Mpyp,nONic;; =k-a;,Vi=1,2,..,0,Y=12,..,p

Eskalar baten eta matrize baten arteko biderketaren propietateak:

A,B € My, matrizeak etak,m € R eskalarrak emanik, eskalar baten eta matrize baten

arteko biderketak honako propietate hauek betetzen ditu:
- Matrizeen batuketarekiko banatze-propietakea(A + B) =k -A+k - B
- Eskalarren batuketarekiko banatze-propietaea: m)- A=k -A+m- A
- Elkartze-propietatedk - m) -A=k-(m- A)

- Elementu neutroaren existentzia: A = A

1.2.3 Matrizeen arteko biderketa

Bi matrize,A eta B, biderkatu ahal izateko lehenengo matrizearen zutabe kopuruak eta
bigarrenaren errenkada kopuruak berdinak izan behar dute. Hali- 8abiderketa egiteko,
A € Mpy,, B € M4, izan behar dute. Biderkadura matrize@#, A matrizeak adina errenkada
etaB matrizeak adina zutabe izango ditu:

C=A-B= (C,:j) € Mnxq! non:C,:j = Zzzlaikbkj Vi = 1,2,..,n,Vj = 1,2,..,q

Matrizeen arteko biderketaren propietateak:

Dimentsio egokika4, B etaC hiru matrize emanik, matrizeen biderketak honako propietate

hauek betetzen ditu:
- Elkartze-propietatedA-B)-C =A-(B-C)

- Batuketarekiko banatze-propietatea:
o (A+B)-C=A-C+B-C

0 A-(B+C)=A-B+A-C
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Elementu neutroaren existentzia: matrizeen arteko biderketarekiko elementu neutroa
identitate matrizea dad-1 =1-A4 = A, A matrize karratua izanik etA matrizea4

matrizearen dimentsio bereko identitate matrizea izanik.

Oharrak:

Orohar, matrizeen biderketak ez du trukatze-propietatea betdtzén:« B - A.
Aurrerago ikusiko dugun moduan, kasu batzuetan bakarrik existitzen da matrize baten
biderketarekiko elementu simetrikod. matrizearen elementu simetrikoa ondorengo

berdintza betetzen duéhmatrizea izangoda - B =B -A = I.

1.3 Matrize baten determinantea

A € M,, matrize karratua emanik, eskalar bat dagokio. Eskalar horri determinante deritzo eta

era honetan adierazten da:

131

1.3.2

ai; Q12 0 Qqp
a a o
det(A) =14l=|:" 2 .

An1 Qpz  ° Onn

Bi eta hiru ordenako determinanteak

Bi ordenako matrize baten determinantea honela kalkulatzen da:

|A|—|a11 a12|—a Ayp — Qg0
Ay Ay 11022 — Q12021

Hiru ordenako matrize baten determinantea Sarrus-en erregela izeneko metodoa
aplikatuz kalkulatzen da:

11 Q12 Q13
az1 Q22 Q23
azy 0dzz 0dzz

[A] = = 011022033 T 021032013 + Q12023031

—A31022013 — Q11023032 — 021012033

Edozein ordenatako determinanteak

Lau edo ordena altuagoko matrize baten determinantea kalkulatzeko, ondorengo kontzeptuak

definitu beharra dago:

Definizioa. A € M,, matrize Kkarratua emanikg;; elementuaren minor osagarrig;

izendatuko dugu etd matrizean. errenkada eta zutabea kenduz lortzen den azpimatrizearen

determinantea da.
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Definizioa. A € M,, matrize karratua emanila;; elementuaren adjuntud;; izendatuko

dugu ea era honetan kalkulatzen dg; = (—1)"*/a;;.

1.3.2.1 n dimentsioko determinante baten kalkulua adjuntuak erabilita

n dimentsioko determinante baten garapena edozein errenkada (edo edozein zutabe) erabiliz
egin daiteke. Determinantearen balioa errenkada (edo zutabe) horretako elementuak beren
adjuntuekin biderkatuz eta ondoren guztiak batuz kalkulatzen da.

- Determinantea garatzekoeirenkada aukeratuld| = X7, a;;A;;.

- Determinantea garatzekozutabea aukeratuld| = Y1, a;;4;;.
1.3.3 Determinanteen propietateak

1 Matrize bateko bi errenkada edo bi zutabe elkartrukatzean, haren determinantearen
bdioa zeinuz aldatzen da.

2 Matrize bateko errenkada bat (edo =zutabe bat) eskalar batez biderkatzean,
determinantearen balioa ere eskalar horretaz biderkatzen da.

3 Matrize bateko errenkada bat (edo zutabe bat) beste errenkada (edo zutabe) batzuen
konbinazio lineala* bada, determinanteak zero balio du. Horrela, matrize bateko
errenkadak linealki independenteak** dira, baldin eta soilik baldin, zutabeak linealki

independenteak badira.

*Definizioa. |zan bitezEy, E,, ....,E, A matrize bateko errenkadak.E; errenkada beste
errenkaden konbinazio lineala izango d#&n— 1) zenbaki erreal existitzen badira
aq, Az, o, X1, Aig1, - &, € R NON hurrengoa betetzen den:

Ei = alEl + aZEZ + ... +ai—1Ei—1 + ai+1Ei+1 + -+ anEn

Zutabeen konbinazio linealaren definizioa era antzekoan eman daiteke. Hormeddrize
batekoZ; zutabea gainerako zutabeen konbinazio linealgrda, 1) zenbaki erreal existitzen
badirag,, B3, ..., Bj—1, Bj+1, -, Pn € R NON:

Zj=P1Z1+ BoZy+ o APj-1Zj 1+ Bjy1Zjsa + o+ Pnn
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**Definizioa. Errenkada bat (edo zutabe bat) beste errenkada batzuen (edo beste zutabe
batzuen) konbinazio lineala denean, errenkadak (edo zutabeak) linealki dependenteak direla
esaten da. Bestela, linealki independenteak direla esaten da.

4 Matrize bateko errenkada bat (edo zutabe bat) zenbait elementuren batura bada,

determinantea zenbait determinanteren batura da:

a1 Qap as j ain
az1 a2 azj Azn
by +cii bp+cp .. bijtcy o bpton| T
Qan1 Qn2 Qnj e Ann
ay; Qip v Qg vt Qip aj; Qi v Qi v Qg
QA1 Az -+ Gzj * dap |a21 Qyp -+ Qzj  Qq
by by . by v by |Tlea 2 . G v Cm
An1 Gpz - Gpj  Apg An1 QApz - Quj  Opp

5 Matrize baten errenkada bati (edo zutabe bati), beste errenkada (edo zutabe) batzuen
konbinazio lineala gehitzen bazaio, determinantearen balioa ez da aldatzen.
6 Matrize triangeluarren edo diagonalen determinantea diagonal nagusiko elementuen

biderkadura da.

7 |A-Bl=A]-|B|

1.3.4 Edozein ordenatako determinanteak kalkulatzeko beste era batzuk

Adjuntuak erabilita matrize baten determinantea lortzeko eman ditugun formula biek,
|A| = };1 a;;A;; edo |A| = XL, a;;4;;, lan asko eskatzen dute garapena egiteko, aukeratu
dugunerrenkada edo zutabeko elementu gehienak nuluak ez direnean. Hala ere, aukeratutako
errenkada edo zutabeko hainbat elementu nuluak direnean, formula horiek erabiliz era eraginkor

batean lortzen da emaitza. Jarraian determinanteak garatzeko beste bi metodo ikusiko ditugu.
1.3.4.1 Chio-ren metodoa

Metodo hau honetan datza: determinantean nulua ez den elementu bat aukeratu eta elementu
hori dagoen errenkadako edo zutabeko gainerako elementuak zero bihurtzean. Elementu ez-nulu
horri pibote deritzo. Demagun pibote howi,; elementua dela eta helburua lehenengo

erenkadako gainerako posizioetan zeroak lortzea dela. Horretarako, 2. zutabeari lehenengo

zutabea% eskalarraz biderkatuta gehitzen zaio, 3. zutabeari Iehenéﬁ"ééaeskalarraz
11 11
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biderkatuta gehitzen zaio eta, horrela, azken zutabeari Iehen%ﬁéoeskalarraz biderkatuta
11

gehitu arte. Horrelag,,; elementua izan ezik, lehenengo errenkadako beste elementu guztiak
zero izatea lortzen da. Ondoren, adjuntuak erabilita determinantea lehenengo errenkadatik
garatzen da adjuntu bakarra kalkulatug, @elementuari dagokiona, hain zuzen.

1.3.4.2 Matrize baten mailaketa

Metodo hau hasierako matrizea triangeluar bihurtzean datza determinanteen bosgarren
propietatea erabiliz. Behin matrize triangeluarra lortu dugunean, haren determinantea diagonal

nagusiko elementuen biderketa izango da.

1.4 Matrize baten iraulia

A = (a;;) € Myy, matrizea emanik, haren irauli# = (b;;) € M,y, idatziko dugu etad
matrizeko errenkadak eta zutabeak ordena aldatu barik elkartrukatuz lortzen den matrizea da.
Hau da,A matrizeko 1. errenkad4® matrizeko 1. zutabe bihurtzen da, 2. errenkada 2. zutabe,
etab.:

bjj=a; Vi=12,..,p,Vj=12,..,n

Matrize iraulien propietateak:
- AHt=4

- (kA = kAt nonk € R
- (A+B)Yt=4"+B

- (A-B)Yt=Bt-A

- 1Al =144

Definizioa. A = (a;;) € M,, matrize karratua simetrikoa da, ondorengo berdintza betetzen

badu:A = A*, edo gauza beradeng; = a; Vi =1,2,..,n,Vj = 1,2, ...,n.

Definizioa. A = (a;;) € M, matrize karratua antisimetrikoa da, ondorengo berdintza

bektzen baduA = —A?, edo gauza bera deng; = —a; Vi=1,2,..,n,Vj=1,2,..,n.
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1.5 Matrize baten alderantzizkoa

Definizioa. A matrize karratua erregularra da, haren alderantzizko matrizea existitzen bada,
alegia, biderketarekiko simetrikoa existitzen bada. Hauld® = B - A = I berdintza betetzen
duenB matrize karratu bat existitzen bada. Orduamatrizead matrizearen alderantzizkoa da

etaB = A~! adierazten da. Kontrakoa gertatzen denganatrizea singularra da.

Matrize bat erregularra izateko beharrezkoa eta nahikoa da haren determinantea nulua ez
izatea:

|A| # 0 & A matrize erregularra

Propietateak:

- Alderantzizko matrizea existitzen denean, bakarra da.
-(ATHt=4

-(A-B)1=p"1.41

-(ATHE =A™

- |A‘1| - —

1
14|

Definizioa. A = (ai}-) € M, matrize karratua ortogonala da, haren alderantzizkoa eta iraulia

berdinak direnean, hau dd:- A = At - A = I berdintza betetzen denean, eta, befaz,= At

gertatzen denean.

1.5.1 Alderantzizko matrizearen kalkulua adjuntuak erabiliz

Matrize baten alderantzizkoa honako formula honen bidez kalkula daiteke:

d t
)
A
All AlZ Aln
Ad = A:21 A:ZZ A:Z" matrize adjuntua izanik.
Ap1 Anz - Apn

1.5.2 Alderantzizko matrizearen kalkulua Gauss-en metodoa erabiliz

Gauss-en metodoa aplikatzekd|I) matrize hedatua sortzen damatrizead matrizearen

dimentsio bereko identitate matrizea izanik. Ondoren, errenkadak erabiliz eragiketak egiten dira,
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matrize hedatuaren ezker aldematrizea lortu arte. Hori lortutakoan, matrize hedatuaren
eskuin aldean agertzen den matrizematrizearen alderantzizkoa d;*:
(AlD aa

7
errenkadekin
eragiketak

Matrize hedatuko errenkadekin egin daitezkeen eragiketak hauek dira:

- Bi errenkada elkartrukatu.
- Errenkada osoa eskalar ez-nulu batez biderkatu.

- Errenkada bati beste errenkada bat eskalar batez biderkatuta batu.

1.6 Matrize baten heina

Definizioa. A € M,,, matrizea emanik, matrize horretako erenkada etan zutabeko
elementuekd matrizearen azpimatrize bat osatzen dute. Izan Bedia horretan sortu den

matrizea, orduarB azpimatrizearen determinant@aordenako Anatrizearen minor bat da.

Teorema. A matrizeakk ordenako minor ez-nulu bat badauka, minorra osatzen duten
errenkadak linealki independenteak dira. Era berean, minorra osatzenkdmteabeak ere

linealki independenteak dira.

Definizioa. A € M,,, matrizearen heina nuluak ez diren minorren artean ordenarik

handeneko minorraren ordena da ét@d) edo heina(A)notazioa erabilita adierazten da.

Matrize baten heinaren propietateak:A € My, matrizea emanik, zera betetzen du:

- A matrizeani zutabe (eda errenkada) linealki independenteak dira, baldin eta soilik
baldin beraien elementuekiroidenako minor ez-nulu bat osa badaiteke.

- Matrize baten heina ez da aldatzen, zutabe bat (edo errenkada bat) nulua ez den eskalar
batez biderkatzean.

- Matrize baten heina ez da aldatzen, zutabe bati (edo errenkada bati) beste zutabeen
konbinazio lineal bat (edo beste errenkaden konbinazio lineal bat) batzean.

- Matrize baten heina ez da aldatzen, matrizetik beste zutabe batzuen (edo beste
errenkada batzuen) konbinazio lineala den zutabe bat (edo errenkada bat) kentzen

denean.
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1.7 Matrize baten berreturak

A € M,, matrize karratua emanik, hardn beretura A matrizea k aldiz biderkatuz
kalkulatzen dak € N izanik:

Ak =A-A-A .. A
k aldiz

Propietateak:
- VkmEeN, Ak . 4™ = gk+m

- Vk,meN, (4K)" = akm

- A matrizea erregularra bada, ordusth: € N, A% = (A~1)k = (A")_1
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EBATZITAKO ARIKETAK

3 -1 0
P1. KalkulatuAd matrize simetrikoaP = (—4 1 2) matrizearekin batzean
2 0 5

5 -2 4
Q=1|-5 2 7) matrizea ematen duena.
6 5 8

EBAZPENA

Kontsidera dezagud matrize orokor simetrikoa, hau da,= A betetzen duena. Beraz,

aj; Q12 ag3
A= <a1z az; azs), P matrizearekin batu ahal izateko 3 oBlenakoa izan behar duena. Bi
a3 A3 0433

matrizeen batuketa planteatzen dugu:
ai1 Q12 Q13 3 -1 0 5 -2 4
A+P=Q > <a12 Q22 azs) + <—4 1 2> = (—5 2 7>
ai3 Qz3 A4szz 2 0 5 6 5 8

Elementuz elementu batuketak eginez eta berdinduz zera daukagu:

a;; +3=5 a;p =2
a;,—1=-2 a;; =—1
a;3+0=4 a3 =4
a;; —4=-5 a;, = -1
a;pt1l=2 = a;; =1
Az +2=7 a3 =5
a3 +2=6 a;3 =4
a3 +0=>5 a3 =5
as;z+5=8 azz3 =3

2 -1 4
Ondorioz, bila gabiltzan matrizea hauxe da= (—1 1 5)
4 5 3

2

P2. Kalkulatud = (_1 %) matrizearekin trukatzen diren matrize erreal guztiak.

EBAZPENA

a b

Bila gabiltzanB matrizeaB = (C d) motakoa izango da etd-B = B - A bete behar

duenez:

ap=5-a=(3 )@ 9=C 5 )=
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2a+c=2a—-b
2b+d=a+2b :{a=d
—a+2c=2c—d b=—c
—b+2d=c+2d

vd,ceR

Beraz, A matrizearekin trukatzen diren infinitu matrize existitzen dira eta beraien forma

d —c
orokorra ondokoa da(.c d) vd,cé€R.
P3. Kalkulatu p parametroaren baliod = (z _Z) matrize simetrikoa ortogonala izan
dadin.
EBAZPENA

A matrize simetrikoa ortogonala izango da, honakoa betetzen dadfi=1 & A~ = A,

Orduan:
2 1
G D6 =6 D=0 ,2)=6 D=w=12p=2%

p paametroaren bi balio lortu direnez, mota horretako bi matrize ortogonal existitzen dira:

1 1
- p= % deneana, = iz f
2 V2.
1 _1
p= —% denean4, = _‘/j ‘f .
vz V2
A, etad, matrizeak ortogonalak direla froga daiteké = A~* berdintza betetzen baitute:
1 1 1 1
V2 V2 V2o V2
-3 2 -1 -1
P4. Kalkulatu 4 = g _i _g g’ matrizearen determinantea, matrizea
-2 3 6 6

triangeluarra bihurtuz.

EBAZPENA

Determinanteen propietateak erabiliz hauxe daukagu:
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E,+3E,

1 -1 2 3 ESZE 1 -1 2 3| ok
|3 2 -1 | IT o 0 -1 5 8l
=Dl s 4 503 DIy 9 15 —12

-2 3 6 6 0 1 10 12

1 -1 2 3g 1 1 -1 2 3
— 0 -1 5 8 2, 0 -1 5 8
=Dl o 0 30 60 CDl o 0 30 60

0 0 15 20 0 0 0 -10

Matrize triangeluar baten determinantea diagonal nagusiko elementuen biderkadura denez:
[Al=(-2)-1-(—-1)-30-(—10) = —600

4 1 -2 2 0 0 1 2 -2
P5. A= 1 2 -1),E=(0 2 0)],C=(-1 0 2 eta
-2 1 0 0 0 2 0 2 0
-6 —-12 -2
D =( 6 —-22 —8) matrizeak emanik, kalkulatu ondorengo ekuazioa betetzen Huen
12 4 -6
matrizea:

1
A~X—At-E=C2+§D
EBAZPENA

Bete beharreko ekuaziotik akatuz hurrengoa daukagu:

1 1 1
A-X—At-E=C2+ED =>A~X=At-E+CZ+ED =>X=A‘1-(At~E+C2+ED>

A matrizearen determinantea kalkulatuz hasiko gara:

4 1 =2
Al=] 1 2 —1|=1-(-1D-(-D+1-1(-2)—2-(=2)- (-2)—1-(-1) - 4
-2 1 0

=2-2-8+4=—-4>|4| =4

A matrizea erregularra da, beraz, haren alderantzigkbaxistitzen da:

1

_ ayt

A—l

A matizeko elementuen adjuntuak kalkulatzen dira:

An=C0ME =1 Ap=o| ) T2
MR RS i G
Agy = (-1)**? |_L; _§| =—4 A,y =(-1)*3 _; 1| =6
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S R e (e B

N |

4
Azz = (—1)3+3 |1

1 2 5 . 1 -2 3
Matrize adjuntua hauxe izanik%4= (—2 —4 —6) = (4%) = (2 —4 2)

3 2 7 5 -6 7
e Y T
HortazA matrizearen alderantzizkoa hauxe 4a = _1/2 1 - 1/2
—5/4 3/2 —7/4
1 2 =2 1 2 =2 -1 -2 2
Ondoren(? kalkulatzen dac? = <—1 0 2) (—1 0 2) = (—1 2 2>
02 0 02 0 -2 0 4

X=41. (At "E+C%+ %D) denez(A' -E +C? + %D) adierazpena kalkulatzen da:

1
At-E+C2+ED=
4 1 =2\ /2 0 0 -1 -2 2\ /-6 -12 -2
1 2 1.0 2 o)+|-1 22+§6—22—8=
2 -1 0/ \0 0 2 -2 0 4 12 4 —6
8 2 —4 -1 -2 2 -3 -6 -1
2 4 21+(-1 2 2|+ 3 -11 —-4|=
4 -2 0 -2 0 4 6 2 -3

: L1 4 —6 -3
ACE+C?+5D=(4 -5 0

0 0 1

Azkenik, X matrizea kalkulatzen da:

-1, 1/, -3
la 2 T\ 4 _6 -3
X=47-(aE+c?+30)=| "1, 1 -1/, -(4 -5 o>=>
-5 3 — 0o 0 1
/s 32 T4
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P6. A=(_i _1) B—( ; g) eta C=(_é _2) matrizeak emanik, ebatzi
-Y=B

ondorengo matrize- &stem{f P zy C

EBAZPENA

Bigarren ekuaziotilk matrizea askatuko dugu:

{A-X—A-YzBﬁ{A-X—/LY:B
X-2Y=¢C X=C+12Y

Eta lehenengo ekuazioan ordezkatuko dugu:
A(C+2Y)—AY =B=>AC+2AY —AY =B=>AC+AY =B =AY =B-AC=>

SY=AYB-AC)>Y=A"B—C
A~ kalkulatuko dugu:

A—l — | (Ad)t

14]

|A|=|2 _ﬂ=2—1=1

Ayq = (_1)2+1(_1) =1

Ay =(C=DH1=1
=(-1)2t22 =2

A = (—1)1+2(_1) =1 Aza
1 1)

#o( Y= Dol ]

Beraz, ondokoa daukagu:
rento-c=( )G -0 -

1
_ (0 -1
Y= (2 1)
BehinY matrizea daukaguneaXimatrizea kalkulatzen da, X = C + 2dierazpena erabilita

x=(5 )+ DG o)

L D-G e
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2 1 0
P7. Kalkulatud = (1 -1 2> matrizearen alderantzizkoa Gauss-en metodoaren bidez.
1 0 1

EBAZPENA

Errenkadak elkartrukatuz edo beraiekin eragiketak eginez, zera daukagu:

E+E
2 1 0|1 0 O\goe, /1 -1 2(0 1 O\NE& /1 -1 2[0 1 0\t~
1 -1 2{0 1 0) = (2 1 01 0 O0) = (0 3 —4|1 -2 0] =
1 0 110 0 1 1 0 110 0 1 0 1 -110 -1 1
(-1)Es E-E
10 110 0 1\ % /1 0 1] 0 0 1\E+g /1 0 O 1 1 -2
0 3 -3|]0 -3 3]=>(01 -1 0 -1 1) = (0 1 0Of-1 -2 4
0o 0 —-1f1 1 -3 0 0 11-1 -1 3 0 0 11-1 -1 3
1 1 -2
Beraz, Amatrizearen alderantzizkea® =| -1 -2 4 | matrizeadad- A1 =
-1 -1 3

berintza betetzen dela konproba daiteke:

2 1 0 1 1 -2 1 0 0
A-A_1=<1 -1 2 (—1 -2 4 =<0 1 0)=1I
1 0 1/\-1 -1 3 0 0 1

-2 1 a 4
P8. Kalkulatud = czl % _‘é _3 matrizearen heina parametro errealaren menpe.
a 5 1 a
EBAZPENA

A matrizea parametro baten menpe dagoen matrize karratua denez, haren ordenarik
handieneko minorraren balioa kalkulatuz hasiko gara. Minor horretatik abiatuz kasu berezietara
iritsiko gara. Lehendabizid matrizearen determinantea kalkulatuko dugu Chio-ren metodoa

erabilita. Pibote bezala,, = 1 elementua aukeratuko dugu eta 2. zutabean zeroak egingo

ditugu:
-2 1 a 4 E-E -4 0 0 1 £ _aE —4 0 0 1
2 1 a 3 °2%|2 1 a 3727 2 1 a 3
a 3 -2 =2 a 3 -2 =2 a—-6 0 —-2-3a -11
a 5 1 a a 5 1 a a 5 1 a
E,-5E, —4 0 0 1
= 2 1 a 3 —
a—6 0 -2 —3a —11
a—10 0 1—5a a—15
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Determinantea 2. zutabea erabiliz garatuko dugu:

—4 0 1
a—6 —-2—3a -11
a—10 1-5a a-15

=(-1)?*2.1.

Berriro Chio-ren metodoa aplikatuko dugu eta lehenengo errenkadako elementuen adjuntuak

erabiliz determinantearen balioa kalkulatuko dugu:
2,+4Z4 0 0 1
= a—50 —-2-3a -11
5a - 70 1-5a a-15

a—50 —-2-3a|_

— (—_1)1+3 . . =
=D 1 5a4—70 1-—5a

=(a—-50)(1—-"5a)— (5a—70)(—=2—3a) =
=a—5a%? — 50 + 250a — (—10a — 15a® + 140 + 210a) =
=10a? + 51a — 190

A marizearen determinantea zero egiten duten parametroen balioak kalkulatzen dira:

5 —51+ /512 — 4.10. (—190) —51+101
10a2 +51a—190=0=a = sg=—r—
20 20
5
a=-
2
71 38
=77

1. kasuau ;t; etaa # —? direnean= h(4) = 4

2. kasuau =§ denears h(4) <3

Kasu honetard matrizea ondokoa da:

-2 1 5/2 4
Ao 2 1 s/2 3
5/2 3 -2 =2
5/2 5 1 5/2

Kalkula dezagun zein dehmatrizearen heina:

-2 1 5/2
2 1 5/2[=38%0 = h(4) =3

5/2 3 =2

3. kasuau = —? denear»> h(4) <3

Kasu honetad matrizea ondokoa da:

-2 1 -38/5 4

A= 2 1 -38/5 3

~| -38/5 3 -2 -2
-38/5 5 1 -38/5
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Kalkula dezagun zein dehmatrizearen heina:

-2 1 -38/5
2 1 —38/5|=-416/5%0 = h(4) =3
-38/5 3 -2

Laburbilduz, hauxe da matrizearen heina:
1. kasuaua # g etaa # —3—58 direnean= h(A) = 4
2. kasuau =§ denear» h(4) =3

3. kasuau = —? denear» h(4) =3

—4 4a 2a
P9. Kalkulatud = <4a -4 -3+ b) matrizearen heina etab parametroen menpe.
—4 4a -2

EBAZPENA

—4 4a 2a
4a -4 -3+b
-4  4a -2

0 0 2a+2
4a —4 -3+b
—4  4a -2

E-E

4] = = -

(-1)'*3(2a + 2) f‘i ;4| =2(a+1)(16a2 — 16) = 32(a + 1)2(a — 1)
a 16(a—1)(a+1)

_ a=-1 Vb eR
Al=0 { 1 Vb eR

1. kasuaa # 1 etaa # —1, Vb € R direnean> h(4) =3
2. kasuaa = 1,vb € R denear» h(4) < 2:

-4 4 2
A=| 4 -4 -3+b
-4 4 -2
A matrizeko lehenengo bi zutabeak proportzionalak dira, beraz:

4 2
h(A) = h (—4 -3+ b)
4 =2

Ondorioz,A matrizearen heina ondokoa da:

|i _3|=—8—8=—16¢0 = h(4) =2
3. kasuaa = — 1, ¥b € R denean» h(4) < 2:

-4 -4 2
A=<—4 —4 —3+b)

—4 —4 -2
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A matrizeko lehenengo bi zutabeak berdinak dira eta lehenengo eta azken errenkadak ere bai.

Beraz, Amatrizearen heina ondorengoa da:

_ (4 -2

@ =r(Zy _3%s)
—4 =2 _ 1y an_a—
T4 _zapl=43+b)-8=12-4b-8=—ab+4

3.1 kasuab = 1 denear» h(4) =1
3.2 kasuab # 1 denear» h(A) =2

Laburbilduz:
1. kasuaun # letaa # —1,vb €R = h(4A) = 3
2. kasuaSia=1,vb €R = h(4) = 2
3. kasuau = —1 denean:
3.1kasuab=1 = h(4) =1
3.2 kasuab # 1 = h(A) = 2

a—1 b+1 b
P10. Kalkulatud = b a b | matrizearen heina etab parametroen menpe.
1 —a 1
EBAZPENA
a—1 b+1 blz-zzla—b—-1 b+1 b
[Al=1| b a bl = 0 a bl =
1 —-a 1 0 —-a 1

= (D" @-b-1|_° f| =(@-b-1)(a+ab) =
=(a-b—Dab+1)=—-ab+1)B—-(a—-1))

a=0
Beraz,|/A| = 0<{b=-1
b=a-1

l.kasuau # 0,b # —letab#+a—1=h(4) =3

2. kasuaa =0 = h(4) < 2:
-1 b+1 b
A=( b 0 b)
1 0 1

b # 0 denean,A matrizeko 2. eta 3. errenkadak proportzionalak dira. Bestaldep

denean, 2. errenkada nulua da. Beraz, bi kasuetan zera daukagu:

_,(-1 b+1 b

h) =h( L0 1)

A matrizearen heina kalkulatzeko bi ordenako minorrak aztertu beharra dago:
-1 b+1|_ _ -1 b|_ . _ b+1 b|_
I R O IR S T R A B B
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Bi ordenako minor guztiak nuluak difa= —1 betetzen denean. Beraz:

2.1kasuau =0etab=—-1=h(4) =1
2.2 kasuan = 0 etab # =1 = h(4) = 2

3. kasuab = —1=h(4) < 2:
a—1 0 -1
A= ( -1 a —1)
1 —a 1

A matrizeko 2. eta 3. errenkadak proportzionalak direnez:

_;f(a—-1 0 -1
Ry =h(*Z0 G D)
Kasu honetan ere bi ordenako minorrak aztertu behar dira:
a—1 0] _ _ a—1 =1\ _ . .y_1_ _ 0 -1y _
|_1 al—a(a 1), |_1 _1|— (a—1)—1=—a, |a _1|—a

Bi ordenako minor guztiak nuluak dir@,= 0 denean.
3.1 kasuab = -1 etaa =0= h(4) =1
3.2 kasuab = -1 etaa # 0= h(4) =2

4. kasuab =a—1=h(4) < 2:
a—1 a a—1
A=la-1 a a—1
1 -—a 1
Kasu honetan, lehenengo bi errenkadak berdinak dira, baita lehenengo eta azken zutabeak

ere. Beraz:

na) =h(*7] 1 9

|a—1 2

1 _Z|=(a—1)(—a)—a=—a2+a—a=—a

Beraz, honakoa daukagu:

4.1kasuab=a—1letaa=0 =>h(4) =1
42kasuab=a—1letaa#0 = h(4) = 2

Laburbilduz:
1l.kasuaa #0,b# —letab+a—1= h(4d) =3

2. kasuau = 0 denean:
2.1kasuab = -1, h(A) =1

2.2 kasuab # —1, h(A) =2

3. kasuab = —1 denean:
3.1 kasuaa =0, h(4) =1

3.2 kasuaa # 0, h(4A) =2
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4. kasuab = a — 1 denean:
4.1 kasua:a = 0,h(4) =1

4.2 kasuaa # 0, h(A) =2

27
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EBATZITAKO GALDERAK

-1 0 2 -1 0 2
Gl A=| 1 1 -1)etaB=|-2 1 2

Aljebra: teoria eta ariketak. Mathematica programaren aplikazioa

> matrizeak emanik, etdA| = 2eta

-1 1 1 -1 1 1
|B| = —1 direla jakinik, kalkulatu ondorengo determinanteen balioak propietateak erabiliz:
-1 0 2 2 10
a)|24] b)|AB] c¢)-1 2 1| d)f1 1 2
-1 1 1 1 1 1
EBAZPENA
a)|24| = 23|4| = 2*
b) [4B| = 4| - B] = 2 (-1) = 2
-1 0 2 -1 0 2
c)|l-1 2 1|=[(1-2 1+1 —-1+2(=
-1 1 1 -1 1 1
-1 0 2 -1 0 2
=1 1 —-1|+|-2 1 2|=I]Al+|B|=1
-1 1 1 -1 1 1
|A] IBI
2 1 0]z-z 1 2 0]z-z]|1 2| -z, -1 0 2
dj1 1 21 = (-Df1 1 21 = 1 1 = -D|-1 2 1]|=
1 1 1 1 1 1 1 1 -1 1 1
©
=(-D1=-1
1 2 0 3 31
G2. |A|=12 1 1|= -4 dela jakinik, kalkulatu{4 3 2| determinantearen balioa
3 4 2 2 10
propietateez baliatuz.
EBAZPENA
3 3 1122z |3 2 1]z-z 1 2 3|4 |1 2 0
4 3 2 =41 2 =CD12 1 4 = —[2 1 1|=—(-4)=4
2 10 2 10 01 2 3 4 2

14|
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G3. Dimentsio berekdl, B etaC matrize erregularrak emanik, aska&umatrizea ondoko

adierazpenetatik:
aAX-A=B"1-4
b)A-X*+B=¢C

EBAZPENA
X - A=Bl1—-A=X-A-A1=B1-A)-Al1aX-1=B1.41-4.-4"1

S>X=(A-B)1—1

DA-X+B=C=2>A-X'+B)!=Ct=U - XD +B =Ct >
(XAt =Ct—B'=>X-A'=C'—B' =X AL - (4" = (C* - BY) - (49"

=>X=(C-B)AH?

G4. Arrazoitu ondorengo baieztapenak egia ala gezurra diren:
a) A etaB matrize erregularrak badira, ordudh- B etad’ - A - B ere erregularrak dira.
b) A matrizea singularra bada, orduan haren alderantzizkoa ere singularra da.

EBAZPENA

a) Egia.A etaB matrizeak erregularrak direneld| # 0 eta|B| # 0 betetzen dira. lkus
dezagun ea?4 B etaA® - A - B erregularrak diren:

|A% - B| = |A?||B| = |A||A| |B| # 0 =A? - B erregularra da.
142
|Af-A-B| = |At- A||B| = |At| |A||B| = |A|?|B| # 0 = A’ - A - B erregularra da.
14|
Beraz, baieztapen hori egia da.

b) GezurraA matrizea singularra denejz}| = 0 betetzen da et@A~!. Beraz, baieztapena
gezurra da.
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G5. Aurkitu aldi berean simetrikoak eta antisimetrikoak dBexB8 ordenako matrize erreal

guztiak.
EBAZPENA

A € M;(R) matrizea simetrikoa dal = A® betetzen badu, hau da:
a1 412 Aq3
A=z Q2 a3
Q13 Q3 dz3
Gainera,A € M;(R) matrizea antisimetrikoa izango da,= —A* betetzen badu. Beraz:
0 A1z 413
A= —aq3 0 az3
—ai;3 —az 0

Orduan, A € M3(R) matrizea aldi berean simetrikoa eta antisimetrikoa izango da,
ondoengoa betetzen badd:= At = —A:

1y =0 =azz3 =0

a1 Q12 Qi3 0 a1z Q13
Na an an = — 0 A2 = =013 > a1 =0
A=|Q12 Q2 Q3|7 —aq, az3z | = - _ N =0
- a a _ _ 0 Qi3 = —013 = 13 =
13 23 33 az az3 _ =0
Q3 = —Qp3 = Q3 =

Hau da, aldi berean simetrikoa eta antisimetrikoa den matrize bakarra matrize nulua dela:

0 0 O
A= <0 0 0)
0 0 O
G6. Kalkulatu ondorengo adierazpenen balioak:
a) (A—B)2—(A+B) A+ (A+B)*—A%2+2B-A.
b) A[(4-B ) YB-AD!"Y(B-B)t —At- (B-AH)L.
c) A'-(A—B) - (A—-B)%?— (A4-B"), AetaB matrizeak simetrikoak izanik.
d (A+B)-A—[(A+B)-Al*+[(B®)t— A-B]* - [(4%>)t — B - A]*, AetaB matrizeak
simetrikoak izanik.
e) (A2-B)Y—(A-B)"'+B1— (A H%+ (A-B)t, AetaB matrizeak ortogonalak
izanik.

EBAZPENA
a)(A-B)?—-(A+B)-A+(A+B)?—A*+2B-A
=(A-B)-(A—-B)—(A+B)-A+(A+B)-(A+B)—A*2+2B-A
=A’—A-B-B-A+B*—A*-B-A+A>+A-B+B-A+B*>—-A%>+2B-A

=2B?+B-A
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b)4-[(A-B™1)™1(B - ADI]"1(B - Bt — AL - (B - AD)™!
= A-[(B7)7- AT (A0 BB B — AT (B 4D
=A-[B-A*-A-B']"Y(B-BY)t — At - (B-AD)?
=A-[B-B']"'-(BY)- Bt — A - (B-A!)™?
=A-[B-BY'-[B-Bf]—At-(B- A"

=A—AT(B-A)T=A—A (AT B T =A-B"!

C)A' - (A—B)' — (A—B)*—(A-BY)t
=A'-(A-B)-(A—B)-(A-B)—(A-B%)*
= At (A" = BY) — (A*—A-B—B-A+B?) — (BY)A"
=(A)?— A" B'—A*+A-B+B-A—B*—B-A'

=A?—-A-B-A>+A-B+B-A—B*—B-A=—B?

d)(A+B)-A—[(A+B)-Al" + [(B®)' —A-B]* - [(4®)! — B - A]*
=A-A+B-A—[A"- (A'+BY)]+[(B)?-A-B]* - [(4Y)? - B - A]*
=A>+B-A-[A-(A+B)]+[B*—A-B]' —[4>-B-A]'
=A>+B-A—A*—A-B+(B?)'— Bt At — (4®)' + A" - B¢

=A’4+B-A—-A>-A-B+(BY)?>-B-A—(A)*+A-B=B?- A2

€)(A2—B) —(A-B)'+B1—(A1)2+(4-B) =
— (AZ)t _Bt _ (B—l 'A_l) +Bt _ (At)Z +Bt ‘At —

:(At)Z—Bt'At—(At)Z—FBt-At:0
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MATHEMATICA ERABILIZ EBATZITAKO ARIKETAK

3 -1 0
M1. KalkulatuA matrize simetriko® = (—4 1 2> matrizearekin batzean,
2 0 5

5 -2 4
Q=|-5 2 7) matrizea ematen duena.
6 5 8

EBAZPENA

Remove ["Global ="]

P=4{{3, -1, 0}, {-4,1, 2}, {2, 0, 5}}; MatrixForm[P]

{3 -1 0y
‘—4 1 EJ
V2 0 35|

Q=1{{5, -2, 4}, {-5, 2, 7}, {6, 5, B}}; MatrixForm[(Q]

{

=
‘_5
6

%]

[==TE I Y

2
5

P etaQ matrizeen arteko batuketa egin ahal izateko, hiru matrizeek dimentsio bera izan
behar dute:

A = Array[x, {3, 3}]; MatrixForm[A]

fx[1, 1] =[1, 2] =[1, 3] |
x[2, 1] x[2, 2] x=[2, 3]
|\ x[3, 1] =[3, 2] =[3, 3] |

Bestalde, A matrizea simetrikoa izango da = A* betetzen bada. Berdintza hori

planteatzean lortzen den sistema ebatzi eta matrize simetriko orokorra lortzen da:

sol = Reduce [A = Transpose[A]]; sol = {ToRules[sol]}

{{=[2, 3] = =[3, 2], =[1, 3] = =[3, 1], =[1, 2] = =[2, 1]}}
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L =A /. Flatten[socl] ; MatrixForm[A]

rx[1, 1] =[2, 1] =[3, 1]
x[2, 1] =[2, 2] x[3, 2]
\%[3, 1] =x[3, 2] =[3, 3] |

Ondoko ekuazioa ebatziz bila gabiltzamatrizea lortuko dugu:

sol = Solve[A + P = Q]

{{=[1, 1] =+ 2, x[2, 1] » -1, x[2, 2] =+ 1, x[3, 1] =+ 4, x[3, 2] =+ 5, x[3, 3] = 3}}

A=A/.s0l[[1]]; MatrixForm[A]
(2 -1 4
‘ =1 i 3 J

4 5 3

M2. I1zan bedi 44 x 4 dimentsioko matrize antisimetrikoa.

a) Zehaztu Amatrizearen adierazpen orokorra.

2 0 0 1
b) Kalkulatu 4 matrize antisimetriko® = _01 g % _% matrizearekin biderkatuta
-1 0 0 1
2 -2 -1 =3
(-1 2 2 =2 :
F=|"3 0o _3 4 |matrizeaematen duena.
0 0 3 -3

c) KalkulatuA matrizearen determinantea eta atera haren diagonal nagusia.

d) Egiaztatu b) atalean lortu den matrizea antisimetrikoa dela.

EBAZPENA

a)

Remove ["Global “#"]



34 Aljebra: teoria eta ariketak. Mathematica programaren aplikazioa

4 x 4 dimentsioko matrize orokorra definituko dugu:

A = Array[x, {4, 4}]; MatrixForm[A]

(x[1, 11 =[1, 2] =[1, 3] =[1, 4]
x[2, 1] =[2, 2] x[2, 3] x=[2, 4]
x[3, 1] =[3, 2] =[3, 3] =[3, 4]
\x[4, 11 =[4, 2] =[4, 3] =[4, 4] |

A matrizea antisimetrikoa izango dé,= —A! berdintza betetzen bada. Berdintza hori
planteatzean lortzen den sistema ebatzi eta dimentsio egokiko matrize simetriko orokorra

lortzen da:

so0l = Reduce [A = -Transpose[A]]; sol = {ToRules[sol]}

{{x[4, 4] =0, x[3, 4] > —x[4, 3], x[3, 3] =20,
x[2, 4] » —x[4, 2], x[2, 3] = —=x[3, 2], x[2, 2] =2 0, x[1, 4] = —=x[4, 1],
x[1, 3] =+ —=x[3, 1], x[1, 2] = —=x[2, 1], x[1, 1] = 0}}

A=A /. Flatten[sol] ; MatrixForm[A]

[0 —x[2, 1] -x[3, 1] -x[4, 1]
x[2, 1] 0 -x[3, 2] -x[4, 2]
x[3, 11 =x[3, 2] 0 -x[4, 3]
\x[4, 1] =[4, 2] =x[4, 3] 0

b) B etaF matrizeak definituko ditugu:

2 00 1 2 -2 -1 -3
0 01 -1 12 2 -2
B=l_111 1 |'F|a o0 -2 4|
100 1 0o 0 3 -3

Bila gabiltzanA matrizea lortzeko, matrize antisimetrikoaren koefizienteak ezezagun

bezala dituen ekuazio matrizala ebatziz:

sol = Solve[A.B =F, {x[2, 1], x[3, 1], x[4, 1], x[3, 2], x[4, 2], x[4, 3]}]

{{x[2, 1] =+ -1, x[3, 1] = 2, x[4, 1] = 0, x[3, 2] = -2, x[4, 2] =+ 3, x[4, 3] =+ 0}}
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A=Aa/.s0l[[1]]; MatrixForm[A]

{0 1 -2 0
-1 0 2 -3
2 -2 0 o0

o0 3 0 0 |

c)

Det[A]

36

Diagonal [A]

{0, 0, 0, 0}

Ezaguna den moduan, matrize antisimetriko baten diagonal nagusiko elementuak nuluak
dira eta horixe da kasu honetan ere lortu duguna.

d) EtaA matrizea antisimetrikoa da= —A* betetzen baitu:

A = -Transpose[A]

True

2 K1 2 0
/ k 2 2k k1
0

k
k2
2
M3. Ondorengo matrizea emaniM=| ko =2 k= k %)
-1
2

|, zehaztu

)

-k -2 k2 2 -1
\ k 2k Kk -2
1 k 0 1 0

haren determinantel@0.000 izatea posible egiten duérparametroaren balioa.

EBAZPENA

Remove ["Global "#"]



36 Aljebra: teoria eta ariketak. Mathematica programaren aplikazioa

A matrizea definituko dugu eta haren determinantea kalkulatuko dugu:

2 k2 1 2 0 k
k 2 2k k 1 k?
0 k -2 k2 k 1

A= ; Det[A] // Simplify
-k -2 k2 2 -1 0
k 2k kK2 k -2 -1
1 k 0 1 0 2

56+50k+17k*+29k%+33k*-2Kk°-9kf -4k’

Solve agindua erabilited| = 0 ekuazioa askatzen saiatuko gara:

Solve[Det[A] = 100000, k]

{{x > Root[99944 -50m1 - 17217 - 29=31° - 33m1* + 2m1% + 9m1f 4+ 417 &,

[ +
{E>Root[99944-5031-17=1% -2931° -33m1% + 231% + 9=1f + 4w’
{k > Root[99944-5031-17=1% - 25 31° - 33m1% + 2m1% + 5 m1% + 4 m1”
{k > Root[93944-50=1-17=1% -258=1° - 33=1% + 2215 + 9 =18 + 4 =17
{k > Root[93944-50=1-17=1% -28=1% -33=1* + 2 =15 + 9 =1f + 4 =17
{E>Root[99944-5031-17=1% -2931° -33m1% + 231% + 9=1f + 4w’

+

{E > Root[99944-5031-17=1% -2931° - 33=1% +231% + 9=31% + 41’

Solve agindua erabiliz ekuazioaren soluzio zehatza lortzen ez dugunez, NSolve agindua

erabilita soluzioaren hurbilpen bat lortuko dugu:

NSolve[Det[A] = 100000, k]

[{k > -4.56796}, {k—-3.02299—3.331641}, {k— -3.02299 + 3.33164 1},
fk > 0.59423 - 4.06314 i}, {k > 0.59423 + 4.06314 i},
fk—>3.58774-1.77663 i}, {k— 3.58774+1.77663 1}}

k parametroa erreala denez, haren baliea—4,56796 izango da.

k 1 -1
- 1 1 1 ; e
Ma.A=|_, _; 1 |matrizeaemanik:
3 -6 k+2

a) Zehaztuk parametroaren balioad matrizeaB matrize batekin biderkatzeafix 5

dimentsioko matrize nulua eman dezan. Interpretatu lortutako emaitzak.

b) Zein daB matrize ez-nuluaren adierazpen orokorra? Zehaztu bi kasu berezi.
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EBAZPENA

a)

Remove ["Global ="]

NU matrize nulua etd matrizea definitzen dira:

NU = ConstantArray [0, {4, 5}]; MatrixForm[NU]

i

oo oo
oo oo
oo oo
oo oo

oo oo

A={{k,1, -1}, {2,1,1}, {-k, -1, 1}, {3, -6, k+2}};
MatrixForm[A4]

(k1 =1
1 1 1
-k -1 1

"3 -6 2+k

Bi matrizeen biderketa zehaztu den ordenan egin ahal izateko dimentsio efokiko
matrize orokorra definitzen da:

B = Array[x, {3, 5}]; MatrixForm|[B]

rx[1, 11 =[1, 2] =[1, 3] =[1, 4] x[1, 5] |
x[2, 1] x=[2, 2] x=[2, 3] x[2, 4] x[2, 5]
\x[3, 1] =[3, 2] =[3, 3] =[23, 4] x[3, 5] |
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Ondorengo ekuazioa askattiparametroaren balioak lortzen dira:

sol = Reduce [A.B = NU, Flatten[B]]; sol = {ToRules[sol]}

x-=-5,x[2,1] = 2 (-x[1, 1] -k =[1, 1]1), =x[2, 2] = % (-x[1, 2] -k=[1, 2]),

x[2, 3] = = (-x[1, 3] -kx[1, 3]), =x[2, 4] = — (-x[1, 4] - kx[1, 4]),

x[2, 5] = = (-x[1, 3] -kx[1, 5]), =[3, 1] = — (-x[1, 1] + kx[1, 1]),

x[3, 2] = (-=[1, 2] +kx[1, 2]), x[3, 3] = (-=[1, 3] + kx[1, 3]),

LS SR N I S
ST RE S Y O

x[3, 4] = (-=[1, 4] + kx[1, 4]), x[3, 5] = (-=[1, 3] + kx[1, 5])},

{k—)—2, x[2, 1] = % (—=[1, 1] - k=[1, 1]), x[2, 2] = ;—_ (-=[1, 2] —k=x[1, 2]),

=[2, 3] = 2 (-x[1, 3] —k=x[1, 3]), x[2, 4] = % (-=[1, 4] - k=x[1, 4]),
=[2, 53] = 2 (-x[1, 5] - k=x[1, 5]), x[3, 1] = % (-=[1, 1] +k=[1, 1]),
x[3, 2] = 2 (-x[1, 2] +kx[1, 2]), x[3, 3] = % (-x[1, 3] +kx[1, 3]),
x[3, 4] = 2 (-x[1, 4] + kx=[1, 4]), x[3, 5] = % (-x[1, 5] +kx[1, 5])},
fx[1, 1] =0, x[1, 2] =0, x[1, 3] = 0, x[1, 4] = 0, x[1, 5] = 0,

x[2, 1] =0, x[2, 2] 20, x[2, 3] =0, x[2, 4] -0, x[2, 5] = 0,

x[3, 1] =0, x[3, 2] =0, x[3, 3] - 0, x[3, 4] » 0, x[3, 5] = 01}

k = -5 edok = —2 bada,B matrizea ez-nulua izan daiteke. Btat —5 etak # —2
bada,B matrizea matrize nulua izango da.

b) k =-5 edok = —2 bada,B matrizeko koefizienteek ondoko baldintzak bete behar

dituzte:

B=B/. s0l[[1]]; MatrixForm|[B]
x[1, 1] x[1, 2] x[1, 3] x[1, 4] =[1, 5]
(=1, 1] -kx[1, 1]) I (-=[1, 2] -kx[1, 2]) I (-x[1, 3] -kx[1, 3]) I (-x[1, 4] -kx[1, 4]) > (-x[1, 5] -k=[1, 5])

| 2 t-=[1, 1] +k=x[1, 1]) I (-=[1, 2] +kx[1, 2]) I (-x[1, 3] +k=([1, 3]} I (-x[1, 4] +kx[1, 4]) > (-x[1, 5] +k=[1, 5])

Ezezagunei balio ezberdinak emanez bi kasu berezi lortzen dida Bte= NU betetzen
dela egiazta daiteke:

Bl=B/. {k—+-5, x[1,1] -0, x[1, 2] -1, x[1, 3] » -1, =x[1, 4] = 2,
x[1, 5] = 3};

MatrixForm[Bl]

(01 -1 2 3

0 2 -2 4 &
V0 -3 3 -6 -5
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Bl =A/.k--5; A1.B1 = NJ

True

B2Z=B/. {k->-2, x[1, 1] + -4, x[1, 2] » 2, x[1, 3] 20, x[1, 4] - 2,
x[1, 5] = 6};
MatrixForm [B2]

N

i = Y

2 6
- 1 3
-3 -

2
1
—3

D
ooo
w

A2 =A/.k—»-2; A2.B2 = NU

True

-2 1 m 4
MS5. KalkulatuA = 731 % _72” _; matrizearen heinm parametroaren menpe.
m 5 1 m

EBAZPENA

Remove ["Global %"]

A={{-2,1,m, 4}, (2,1, m, 3}, {m, 3, -2, -2}, {m, 5, 1, m}};
MatrixForm[A]

(-2 1 m 4
2 1 m 3
m 3 -2 -2

\m 5 1 m

Mathematica programa ez da gai matrize baten heinaren kalkulua parametroen menpe

egiteko. Beraz4 matrizearen heina pausoz pauso kalkulatu behar da:

Det[A]

~190+ 51 m+ 10 m?
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Sclve[Det[A] = 0]

{{ms-2} {mo 23]

1. kasuam # —? etam # g deneanh(4) = 4.

38
2. kasuam = -5 denean:

m=-38/5; MatrixForm[A]

1

2 1 -2 g
3
5

Kasu honetan matrizea parametroaren menpe ez dagoenez, MatrixRank agindua erabil
daiteke heina kalkulatzeko:

MatrixRank [A]

&

5
3. kasuam = 3 denean:

m=5/2; MatrixRank[A]

&

mi—ﬁetam:tizh(A) =4
Laburbilduz: > 2

m=—§edom=§:h(A)=3



Matrizeak eta determinanteak 41

a 1 2 0
M6. Kalkulatu M = 22 _f 2 _i matrizearen heinaz eta b parametro
0 2b—1 0 4

errealen menpe.

EBAZPENA

Remove ["Global " #"]

M matrizea definitzen da eta haren determinantea zero egiten duten balioak kalkulatzen dira:

M={{a,1, 2,0}, {2, -3, b, 1}, {2,1, b, -1}, {0,2b-1, 0, 4}};
MatrixForm [M]

a 1 2 0
2 =3 b 1
2 1 b -1
V0 -1+2b 0 4

Horrela, sor daitezkeen kasu ezberdinak azter daitezke:

Det [M]
sol = Reduce[Det[M] = 0]
sol = {TocRules[sol]}

56+16b-1l4ab-4ab’

[ 4 7
[b;‘:O&&a:—] || b=-—
\ b 2

{fas 2} (oo -21)

1. kasuab;t—% etaa¢%etab¢0:h(M)=4
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2. kasuaa =% etab # 0:

ML=M/.a—+4/b; MatrixForm[Ml]

[ 4

: 1 z

2 -3 b

2 1 b -1
L0 -1+2b 0 4 |
Det [M1]

M1 matrizeko hiru ordenako minor guztiak kalkulatuko ditugu:

j = Minors[Ml]; MatrixForm[j]

fo a4+2 o0 -a-2b
b
0—16—%0 22+8b
0 12 0 -6
b
\0 28+8b 0 -14b-4b% |

Minor horietakoren bat ez-nulua izatea nahiko#damatrizearen heina 3 izan dadin.

Selve[j[[1, 2]] = 0]

{{b—-2}1

Solve[j[[2, 2]] = 0]

{os-51

Ez da existitzeth parametroaren baliorik 3 ordenako bi minorrak batera zero egiten dituenik.
Beraz, M1matrizearen heina 3 da, hau d&y) = 3.
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3. kasua: b = —% denean, M matrizean b = —% balioa ordezkatu eta, horrela, M2 matrizea

lortuko dugu. a parametroaren edozein baliotarako matrize honen determinantea zero dela

egiaztatzen dugu:

MZ=M/.b->-7/2; MatrixForm[M2]
fa 1 2 0\

2 -3 -2 1

z o1 =2 -1

\o -8 0 4

Det[M2]

0

M2 matrizeko hiru ordenako minor guztiak kalkulatuko ditugu:

j = Minors[M2]; MatrixForm[]]

{ 16+14a 4+2a 8+7a 3
—-32-28a -8-4a -16-14a -6
—-32-28a -8-4a -16-14a -6
0 0 0 0 )

Minor horietakoren bat ez-nulua izatea nahikoa da M2 matrizearen heina 3 izan dadin.

solve[j[[1, 2]] == O]

{{a=-2}}

solve[j[[2, 3]] = 0]

{{as-2})

M?2 matrizeko hiru ordenako minorrak batera zero egiten dituen a parametroaren baliorik ez

da existitzen. Beraz, M2 matrizearen heina 3 da, hau da, h(M) = 3.
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b¢—%etaa¢%etab¢0:h(M)=4
Laburbilduz: b= —% = h(M)=3

|

L a=%etab#:0=>h(M)=3

M7. Kalkulatu A matrize behe-triangeluar bat, haren diagonal nagusiko elementuek osatzen

1 8 0
duten bektoreg(1,—1,1) izanik, A- B = G betetzen dela jakinik et8 = <—1 5 1>,
7 =2 2
1 m—-1 0
G = (10 67 —1) eta|G| = —84 izanik.
4 65 m

EBAZPENA

| Remowve ["Global «"]

3x 3 dimentsiokoA matrize behe-triangeluar orokorra definitzen da, diagonal nagusiko
elementuak1, —1,1) dituena. Era bereaB, etaG matrizeak ere definitzen dira:

A={{1, 0, 0}, {a21, -1, 0}, {a31, a32, 1}}; MatrixForm[A]
B={{1,8,0}, {-1,5,1}, {7, -2, 2}}; MatrixForm[B]
G={{1, m-1, 0}, {10, 67, -1}, {4, 65, m}};

MatrixForm [G]

(1 o 0
a2l -1 0 J
a3l a3z 1]

{1 8 0\
-1 5 1
T -2 2]

{1 -1+m 0O
10 &7 =1
| 4 65 m |

G matrizearen determinantea84 izatea ahalbidetzen dutem parametroaren balioak
lortzen dira:

Solve[Det[G] = -84, m]

17
{{m—)—ﬁ}, {m =91}
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m parametroaren bi balio lortu direnez, bi kasuak bereizita aztertuko ditugu:

- m = 9denean:

m=9; scl = Sclve[A.B = G]

{{a21 59, a31 = 4, a32 5 7}}

Kasu honetan, bila gabiltzanmatrizea hauxe da:

A=A/.s0l[[1]]; MatrixForm[A]

f1 0 0
‘9—1 OJ
V4 7 1]

17
- m=—=denean:
10

m=-17/10; Solve[A.B = G]

{1

Kasu honetan sistemak ez dauka soluziorik. Beraz, ez da exititzen ezarritako baldintzak
betetzen dituen bestematrizerik.

1 0 O
Beraz, ariketa honen soluzioa hauxeAla (9 -1 0).

4 7 1
-2 5 7 -1 6 8 61 3 -9
M8. A=| 7 3 1] B=<4 7 —-2), F={-9 56 32 eta G =
4 -1 2 0 -4 9 5 18 30
34 20 15
—29 —1 13 | matrizeak emanik, kalkulatu ondorengo matrize-sistema betetzen datan X
-14 21 14

LAt —
Y matrizeak:{f("'Ay ‘;1/__5

EBAZPENA

Remowve ["Global %"]
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A, B, F etaG matrizeak definituko ditugu:

-2 5 7 -1 6 8 61 3 -9

A:[T 3 1];3:[4 7 —2];F:[—9 56 32];
4 -1 2 0 -4 9 5 18 30
34 20 15

G:[—ZQ -1 13],-

-14 21 14

Matrize-sistema ebaztea ahalbidetuko duten dimentsio eg&kétaY matrizeak definituko
ditugu:

¥ = Array[ml, {3, 3}]; MatrixForm[X]

fml[1l, 1] ml[1l, 2] ml[1, 3]\
ml[2, 1] ml[2, 2] ml[2, 3]
\m1[3, 1] ml[3, 2] ml[3, 3] |

Y = Array[m2, {3, 3}]; MatrixForm[Y]

fm2[1, 1] m2[1, 2] m2[1, 3] |
m2[2, 1] m2[2, 2] m2[2, 3]
\m2[3, 1] m2[3, 2] m2[3, 3] |

Sistema askatzen d&,etaY matrizeak lortuz:

sol = Solve[{¥ + ¥.Transpose[A] =F, X.A - Y = G}]

{{mi[1, 1] = 2, m1[1, 2] = 5, m1[1, 3] =0, m2[1, 1] = -3,
m2[1, 2] = 5, m2[1, 3] = 4, m1[2, 1] =2, m1[2, 2] = -3, m1[2, 3] =1,
m2[2, 1] = 8, m2[2, 2] =1, m2[2, 3] =0, m1[3, 1] =3, m1[3, 2] =0,
ml[3, 3] » -1, m2[3, 1] > 4, m2[3, 2] - -5, m2[3, 3] > 5}}

¥ =% /.s=s0l[[1]] // MatrixForm

f2 5 0
‘2 =i 1 J
"3 0 -1

Y=Y /. s0l[[1]] // MatrixForm

f—3 3 4
‘ 8 1 0
\ 4 -3 5
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M9. KalkulatuA4 = (_21 é) matrizearekin trukatzen diren matrize erreal guztiak.

EBAZPENA

Remove ["Global %"]

A matrizea eta haren dimentsio berekmatrize orokorra definitzen dira:

A ={{2, 1}, {-1, 2}}

{{2, 1}, {-1, 2}}

B = Array[x, {2, 2}]

{{=[1, 1], =[1, 2]}, {x[2, 1], x[2, 2]}}

A - B = B - A ekuazioa askatzen da:

so0l = Reduce[A.B = B.A]; sol = {ToRules[sol]}

{{=x[1, 2] = -=x[2, 1], x[1, 1] = =x[2, 2]}}

B=B/. Flatten[scl] // MatrixForm

[ x[2, 2] -x[2, 1]
\xf2, 1] =[2, 2] |

Emandakod matrizearekin trukatzen diren matrizeek diagonal nagusian elementu bera dute

eta kontrako diagonaleko elementuak bata bestearen aurkakoak dira.

M10. Kalkulatu p parametroaren balioa = (z —I;)) matrize simetrikoa ortogonala izan
dadin.
EBAZPENA

Remove ["Global %"]
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A={{p, p}. {p, -P}}

{{er I+ {Pr -P}}

A matrizea ortogonala izango dé; A® = I berdintza betetzen badu. Berdintza betearaziko

duen p parametroaren balioa kalkulatuko dugu:

so0l = Solve [A.Transpose[A] == IdentityMatrix[2]]

o=} o =)

p parametroaren bi balio lortzen direnez, mota horretako bi matrize ortogonal daude:

B1=A/. sel[[1]]; MatrixForm[Al]

f 1 1

ZI

]
™

W
1

= =
2 V2

~

B2 =R /. s0l[[2]]; MatrixForm[A2]

{

]+

<=
= ,\,] =

,\;]| (S

l\;]

-

A, etaA, matrizeak ortogonalak direla froga daiteké,= A~! berdintza betetzen baitute:

Transpose[Al] = Inverse[Al]
True
Transpose[A2] = Inverse[AZ2]
True




2 EKUAZIO LINEALETAKO SISTEMAK

2.1 Sarera

Definizioa. Mota honetaka beadintzaz osatutako sistemari:
ay1Xq + Aq12Xy + -+ alpxp = b1
a21x1 + azzxz + -+ aszp = bz

An1 Xy + AnaXy + o+ AppXxp = by
n ekuazio etap ezezagunekaxy, x,,..,x, ekuazio linealetako sistema deritze;; € R

terminoak koefizienteak izanik ebg € R gai askeak izanik.

Zenbait kontsiderazio:

- (al, a,, ...,ap)t € R? motako p-kote batek ekuazio linealetako sistemako berdintza
guztiak betetzen baditu, orduan ekuazio linealetako sistemaren emaitza da.

- Ekuazio linealetako sistema batek emaitza duenean, sistema bateragarria dela esaten da.
Emaitzarik ez duen sistema bateraezina da.

- Sistema bateragarri batek emaitza bakarra izan dezake edo infinitu emaitza izan ditzake.
Sistemak emaitza bakarra duenean, sistema bateragarri determinatua dela esaten da, eta
infinitu emaitza dituenean, aldiz, sistema bateragarri indeterminatua da.

- Ekuazio linealetako sistema bat homogeneoa da, sistemako gai aske guztiak nuluak
direnean, hau d&; = 0, Vi = 1,2, ..., n. Sistema homogeneo guztiak bateragarriak dira,
x; = 0,Vi=1,2,...,p soluzio tribiala edo nabaria sistemaren emaitza baita beti.

Hasierako ekuazio linealetako sistema matrize eran honela idatz daiteke:

A1 Az o Qip\ /X by
Az1 Gy v Ggp || xp b, .
H : e : : — : —A-Z=b
Ani Gy Gnp jL _bP_/
)] P 3

A koefizienteen matrizea izanik,ezezagunen bektorea 5tgai askeen bektorea.
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A matrizeak etd gai askeen bektoreak osatzen duten matrizeari matrize hedatua derizo eta

edo(A|b) notazioa erabilita idazten da:

@y @y v Qappp,
Gy G v Agplp,

i . .
M = (A|b) = et
T b,

2.2 Rouché-Frébenius-en teorema

Teorema.n ekuazio etap ezezaguneko ekuazio linealetako sistema bat bateragarria da,
baldin eta soilik baldin koefizienteen matrizearen heina eta matrize hedatuaren heina berdinak

badira:
h(A) = h(M)

- h(A) = h(M) = p betetzen bada, sistema bateragarri determinatua da.
- h(A) = h(M) < p betetzen bada, sistema bateragarri indeterminatua da.

Bestela, ekuazio linealetako sistema bateraezina izango da eta desberdintza hau beteko da:
h(A) # h(M)

Oharra:

Ekuazio linealetako sistema homogeneo guztiak bateragarriak mifd,= h(M) beti

betetzen baita.

2.3 Cramer-en erregela

Cramer-en erregela ekuazio linealetako sistema ebazteko erabiltzen da. Erregela hau
aplikatzen da ekuazio kopurua eta ezezagun kopurua bat datozenean eta koefizienteen matrizea

erregularra denean. Hau da, sistema bateragarri determinatua denean.

Izan bedin ekuazio eta ezezaguneko ekuazio linealetako sistema:

a11%X1 + A% + -+ aypXy = by
Ap1X1 + AypXxy + -+ aypxy = by

An1X1 + ApaXxy + -+ appXxy, = by,
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non|A| # 0. Cramer-en erregela erabilitaezezaguna kalkulatzeko, koefizienteen matrizeko
zutabea gai askeen zutabeaz ordezkatu ondoren lortutako matrizearen determinantea
koefizienteen matrizearen determinanteaz zatitzen da:

by a;z - v Qin a;; by ot Qip

ai1 Q12 by

by, az; v v Qzn azy by, v v Gzp Gz1 Gz - - by

_Iby anp - - anpn _lans bp - - anpn _lans app -+ -+ bp

X1 = y Xp = e X =
14| 14| 14|

2.4 Ekuazio linealetako sistemen baliokidetzak

Definizioa. Ekuazio linealetako bi sistem eta S, baliokideak dira, emaitza berdinak
dituztenean, eta honela adierazten$ja= S,.

Ekuazio linealetako sistema bat emanik, harekiko baliokideak diren sistemak sortzeko
ondorengo eragiketak egin daitezke:

- Sistemako zenbait ekuazioren konbinazio lineala den ekuazio bat sistematik kenduz edo
erantsiz.

- Sistemako ekuazioren bat nulua ez den eskalar batez biderkatuz.

- Sistemako ekuazio bati beste ekuazioen konbinazio lineal bat batuz.

2.5 Gauss-en metodoa

Gauss-en metodoa ekuazio linealetako sistemak ebazteko erabiltzen da eta ebatzi beharreko
sistema bera baino sinpleagoa den beste sistema baliokide bat bihurtzen du. Adibidez, Gauss-en

metodoa erabilita ekuazio etan ezezaguneko sistema bat sistema mailakatu edo triangeluar
bihur daiteke:

aq1X1 + A1pXy + -+ AinXy = bl C11X1 + C12X> + -+ CinXn = dl
az1Xq + QX7 + -+ QAynXn = bz CrpXp + -+ ConXn = dz
: Gauss—en metodoa : :

Ap1X1 + ApaXy + 0+ AppXy = by CnnXn = dy
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non:

- ¢ #0,Vi=1,2,..,n direnean, sistema berriko azken ekuazioa erabjliezezaguna
kalkula daiteke. Behim,, kalkulatu dugunean, hufa — 1). ekuazioan ordezkatug,_
lortzen da. Prozesu horri jarraitzen diogu, harik eta lehen ekuaziotizezagunaren
bdioa lortu arte.

- Gauss-en metodoaren bidez lortu den sistemgk&oefizienteren bat nulua bada,
ekuazioan berdintza bat edo kontraesan bat lortuko da. Lehenengo kasuan, sistema
bateragarri indeterminatua izango da, eta bigarrenean, aldiz, bateraezina.

Izan bediS; hasierako sistema:

k. ekuazioa ondokoa izanik:

Ep:Qpixq + Qpaxy + -+ QpnXxy = by

Sistema mailakatua lortzeko ondoko eragiketak egin daitezke:

- Ekuazioen elkartrukaketak: ékuazioa etg ekuazioa trukatuz, vi,j = 1,2,...;n

EE
; 5

j
= { P oS, = { :
Ej E;
En En
- 1. &kuazioa nulua ez den bere multiplo batez ordezkatuz:
(e
S =1 Ei e85, ={aE;, non.a # 0
En En
- j.ekuazioari. ekuazioaren multiplo bat batuz:
515{54:»52_{ , hona # 0
L

E; + aE;
kE'n B,
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2.6 Ekuazio linealetako sistemak ebazteko metodo orokorra

Izan bedin ekuazio etap ezezaguneko ekuazio linealetako sistema bateragarri orokorra:

A11%1 + Q1% + 0+ Agpxy = by
aAzx1Xq + Ap2Xp + -+ aszp = bz

An1X1 + ApaXy + -+ AppXp = by
Hau da h(A) = h(M) = k < p.
Sistemaren soluzioa aurkitzeko prozedura ondorengoa da:

-k dimentsiodun minor ez-nulua aukeratu behar da. Suposatu minor hori lauki barruan
adierazi ditugun elementuek osatzen dutela:

11X, + AypXg + -+ QyeXg [+ o+ agpXp = by

Ap1X1 + AgpXp + o+ Qg X |+ -+ + Aypxy, = b,

Ap1X1 + Ap2Xo + -+ App Xk + -+ akpxp = bk

An1Xy + AnaXy + o+ AppXye + -+ AppXp = by

Minor horretako koefizienteei biderkatzen dauden ezezagunak oinarrizko ezezagunak

dira eta oinarrizko aldagaiak deritze. Gainerako ezezagunei aldagai askeak deritze.

- Minorrean parte hartzen ez duten errenkadak sistematik kendu egiten dira:
Ay1Xq + QqpXp + o+ QX + 0+ ApXp = by

Ay X1 + AppXy + o+ AopXp + -+ AypXy = b
S, o5, = { T ke 2k 2pXp 2

Ag1X1 + AaXp + o0+ QX + 0+ Qppxy = by

- Minarean parte hartzen ez duten ezezagunak berdintzen alde bietan eransten dira
kontrako ikurraz:
Ay1%1 + g% + o+ QX = by — (g1 Xpsr T+ A1pXp)
_ ) az1xy + azXy + o+ AgpX = by — (Agkp1Xkar + o+ AgpXy)
S, © S3 = .

ag1X1 + AaXp + 0+ QX = b — (A a1 X1 T+ AQepXp)

Lortu den sistema ebazteko Cramer-en erregela erabil daiteke, eta oinarrizko aldagaien
balioak, x, x5, ...., x, aldagai askeen menpg, 4, ...., x,, lortuko dira.
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Berdintzen eskuinetara dauden gaiak sistema berriko gai askeak direla kontuan hartuz,

Ci = b — (Qppe1Xps1 T+ AQpxp), Vi=1,2,..., k:

€1 Q12 v v Qg aip € ot gk a1 Qiz ot €

€2 Qzz - v Ak Az1 Cz v vt Qok QAz1 Q2 v G

o= @i el ey g o o ag P SRR "
1 Ay A1z v Qi) 2 ayp Qiz 0 Qg vk ayp A1z v v Qik

az1 Gz -+ v Qgk Qaz1 Qzz - v Qgk Qazy Gz -+ v Qgk

Qg1 Qkz = o Gk Qg1 Qg2 - v Gk Qg1 Qg2 = o Qkk
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EBATZITAKO ARIKETAK

x+y—z=0
P1. Ebatzi ondoko ekuazio linealetako siste{nax +y+2z=6 Cramer-en erregela
—x—-y+2z=1
erabilita.
EBAZPENA

Koefizienteen matrizea eta matrize hedatua honakoak dira:

1 1 -1 . 1 1 -1
A=< 2 1 1), (A|b)=< 2 1 1
-1 -1 2 -1 -1 2

0
6)
1

Koefizienteen matrizearen determinantea kalkulatuko dugu:

1 1 -1
[Al=] 2 1 1|=—-1#0=h(4)=3
-1 -1 2

h(A) = h(A|b) = 3 = ezezagun kopurua Sistema Bateragarri Determinatua.

Cramer-en metodoa erabiliz ebatziko dugu:

0 1 -1 10 -1 1 10
6 1 1 2 6 1 2 16
_ -4 _ 1 -1
x=l1 -1 2 =4, y=lzt 1 2l_3_ 3 -l a1y
-1 -1 -1 - -1 -1

2x+2y—3z+t=3
. L . 4x—y+2z—t=-10

P2. Ebatzi ondoko ekuazio linealetako sistefna X+2y+t=2
2x—2y—4z—-2t=0

Gauss-en metodoa

erabilita.
EBAZPENA
E,-4E
E,/2 E-f
2x+2y—3z+t=3 E - E x—y—2z—t=0 E,—2E
dx—y+2z—t=-10 = dx—y+2z—t=-10 =
x+2y+t=2 xX+2y+t=2
2x—2y—4z—-2t=0 2x+2y—3z+t=3
E;-E,
x—y—2z—t=0 E4—ﬂE2 x—y—2z—t=0 EA—Z—ZE3
3y + 10z + 3t = —10 3y +10z + 3t = —10 .
3y+2z+2t=2 —8z—-t=12
4y+z+3t=3 | ZTz-t=2
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x=4+2(-1)—4=-2

X—y—2z—t=0
Y y=3(-10+10+12) = 4

3y+10z+ 3t =—10

-8z —t =12 z="(12-4)=-1
Ze==2 l ; 13
24 6 == (=)= -
k t_13(6) 4
x=-2
Sistemaren emaitza hauxe das =1
t=—4

x+y—2z+t=0
P3. Eztabaidaty —x — 2y +t =1 ekuazio linealetako sistema eta ebatzi posible denean.
z+t=2

EBAZPENA

Koefizienteen matrizea eta matrize hedatua honakoak dira:

1 1 -2 1 . 1 1 -2 1
A=<—1 -2 0 1), (A|b)=<—1 -2 01

0 0 11 0 0 11

0
1)
2

Koefizienteen matrizearen heina kalkulatuko dugu:

1 1 -2
JAl=|-1 -2 0|=-1#0=h(4)=3
0 0 1

h(4) = h(4|b) = 3 < ezezagun kopurua 4 = Sistema Bateragarri Indeterminatua.

Heina kalkulatzeko erabili den minorra erabiliz aurreko sistema ebazten da:

x+y—2z=-21
—x—-2y=1-21
z=2-1
t=21

x+y—2z+t=0
—x—-2y+t=1 &
z+t=2

Hirugarren ekuazioa lehenengoan ordezkatuz eda y-ren balioak askatuz zera daukagu:
x=9-71, y=-5+444 z=2-14 t=21

9 -7

-5 4

=| 2 |+tA{_1) V2AER
0 1

+ N xR
|
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x+y+z=1
i - : 2 2z=1
P4. Eztabaidatu ondoko ekuazio linealetako sistdma tytaz _
—3x—y—3z=-2
—x—-y—z=0

eta ebatzi posible
denea.

EBAZPENA

Koefizienteen matrizea eta matrize hedatua honakoak dira:

11 1 11 11
(2 1 2 ~ [ 2 1 2|1
A=\_5 1 53] (“b)=(_5 1 3|2

-1 -1 -1 1 -1 -1lo0

Koefizienteen matrizearen heina kalkulatuko dugu:

A matrizeko lehenengo eta azken errenkadak proportzionalak direnez, eta lehenengo eta
azken zutabeak berdinak direnez:

1o
h(A)=h< 2 1>=|2 1|=—1qe0:»h(A)=2
-3 -1

Ondoren, matrize hedatuaren heina kalkulatuko dugu:
1 1 1

101 1
nap)=( 3 1 3=z 1 1|=1%0>n(4p)=3
T o) ka1 -2

h(4) = 2 # h(A|b) = 3 = Sistema Bateraezina da, beraz, ez da soluziorik existitzen.

. (X—2y+2z—2t=6
P5. Ondorengo sistema emar{llé._ y+dz+at=a—3

a) Sailkatua parametroaren arabera.
b) Ebatzi posible denean.

EBAZPENA

a) Kontsidera ditzagun koefizienteen matrizea eta matrize hedatua:
(1 =2 2 =2 oy 1 =2 2 =2| 6
A_(l -1 4 a)’ (A|b)_(1 -1 4 a|a—3)
H :ﬂ =1#0 = h(4) = h(4|b) = 2 < ezezagun kopurua 4

Sistema Bateragarri Indeterminatuaadparametroaren edozein baliotarako.
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b) Aurreko ataleko minorra erabiliz zera daukagu:
xX—2y=6—-214+2p
{ x—2y+2z—2t=6 o x—y=a—-3—41—ap
x—y+4z+at=a-3 z=2
t=p
Bi ekuazioen kenketa eginez zera lortzen da:
y=—9+a-21-2+a)u

Aurreko ekuazioa bigarren ekuazioan ordezkatezezaguna lortzen da:
x=-124+2a—- 61— (2a+2)p

Ondorioz, sistemaren soluzioa hauxe da:

x —12 + 2a -6 —2a-—2
7= _93" +2 _f +u _26‘1 vip €R
t 0 0 1
x+3y—z=6
x+2y+z=2

P6. Ondorengo sistema emaryk:

y—z =2
—2x +ay—10z = 2a

a) Erabili Rouché-Frébenius-en teorema sistema bateragarri determinatu egitea duen
parametroaren balioa kalkulatzeko.

b) Ebatzi sistema kasu horretan.

EBAZPENA
a) Koefizienteen matrizea eta matrize hedatua hauek dira:

1 3 -1 1 3 -—-1|6

_ 1 2 1 7Y _ 1 2 112
A= o1 -1Y/) (Alb) - 01 -1]2
-2 a -10 -2 a —1012a

A matrizea4 x 3 dimentsioko matrizea denégz(A) < 3 betetzen du. Haren heina hauxe

da:
1 3 -1
1 2 1l=-1#0=h(4) =3
01 -1

Sistema bateragarria izango #84) = h(A|b) = 3 betetzen bada.
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Bestalde, zera daukagu: 3 < h(4) = h(_})|££ 4.

1 3 -1 6
> 1 2 1 2
lAlbl=149 1 -1 2
—2 a -—-10 2a
1 -1 6 1 3 6
=(-1)3*?] 1 1 2[+CED3CD| 1 2 2
—2 =10 2a -2 a 2a
1 3 -1
+2(-1)3*] 1 2 1{=12-2a>
-2 a -10

|Alb|=12—-2a=0©a=6

Laburbilduz:
1. kasuau = 6 = h(4) = h(A|b) = 3 = ezezagun kopurua Sistema Bateragarri
Determinatua.

2. kasuaBaldina # 6 = h(A) = 3 # h(A|b) = 4 = Sistema Bateraezina.

x+3y—z=6
b) Ebatzi beharreko sistema hauxe da: X+ 2;/_+ZZ ==22

—2x+ 6y —10z =12

x+3y—z=6
Sistema hori beste honen baliokidea{daj- 2y+z=2
y—z =2

Haren emaitzax =4y =0,z = —2 da.

ax—y—z=1
P7. Eztabaidatu ondorengo sister{1e+ ay + 2az = a a parametroaren arabera eta ebatzi
x+y+z=-1

posible den kasuetan.
EBAZPENA
Koefizienteen matrizea eta matrize hedatua hauek dira:

a -1 -1 . a -1 -1
A= (1 a Za), (Alp) = (1 a 2a
1

1 1 1 1 1

1
a
-1

Koefizienteen matrizearen determinantea kalkulatuko dugu:

a -1 -1 a=0
lAl=|]1 a 2a|=-a(a+1), |A|=O=>—a(a+1)=0<:>{ =
1 1 1 a=-1
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Kasu hauek bereiz daitezke:

1. kasuaa # Oetaa # —1:

h(4) = h(A|b) = 3 = ezezagun kopurua Sistema Bateragarri Determinatua.

Cramer-en bidez ebatziz emaitza lortzen da:

1 -1 -1 a 1 -1 a -1 1
a a 2a 1 a 2a ( ) 1 a a ( )
— — 3a(a+1 — —2a(a+1
x==1 1 1l_g = =1 al_ =-3,z=11_1 -1l _ —
—a(a+1) —a(a+1) —a(a+1) —a(a+1) —a(a+1)

2. kasuan =0 = h(4) < 2:
0 -1 -1 . 0 -1 -1
A=<1 0 0), (A|b)=(1 0 o

1

1 1 1 1 1

1
0)
-1

A eta(A|I_5) matrizeen heinak kalkulatuko ditugu. Matrize horietako bigarren eta hirugarren

zutabeak berdinak direnez, zera daukagu:

0o -1 o,
R =h{1 o =>| |=1¢0=>h(A)=2
L 1)l

Bestalde, matrize hedatuko bigarren eta laugarren zutabeak proportzionalak dira, beraz:

h(A|b) = }1((1J _é>

1 1

Eta zera daukagui(4) = h(4|b) = 2 < ezezagun kopurua= 3 = Sistema Bateragarri

Indeterminatua.

Heina kalkulatzeko erabili den minor ez-nulua kontuan hartuz:
—y—z=1 —-y=14+21 X 0 0
{ x=0 @{ x=0 :<y>=<—1)+/1<—1> VAER
1 = l Z 0 1

XxX+y+z=-— z
1
_1>
-1

A eta (A|5) matrizeen heinak aztertuko ditugu. Koefizienteen matrizeko lehenengo eta

3. kasuau = —1 = h(A) < 2:
-1 -1 -1 . -1 -1 -1
A=< 1 -1 —2>, (A|b)=< 1 -1 -2
1 1 1 1 1 1

hirugarren errenkadak proportzionalak direnez:

h(A)=h(_i j :;):ri :}|=2¢0=>h(A)=2
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Matrize hedatuari dagokionez, lehenengo eta azken errenkadak proportzionalak dira, baita

lehenengo eta azken zutabeak ere, beraz:

Ay =r("1 1 D=1 Zi|=2#0=nafp) =2

h(A) = h(A|b) = 2 < ezezagun kopurea3 = Sistema Bateragarri Indeterminatua.

Aurreko kasuan bezala matrizearen heina eman digun minorra erabilita ebatziko dugu

sistema:
1
—x—y—z=1 —x—y=1+21 x=—1+5/1
{x—y—22=—1®{x—y=—1+2/1 =y y=-321
x+y+z=-1 z=2 j
Z:

X -1 1/2
<y>=< 0>+/1<—3/2> VAER
z 0 1

ax+4y+az=-1
P8. Ondorengo sistema emar*k: X+ day+z=1 ,
3x—(M4a—-2)y+2z = 3

a) Eztabaidatu sistemaparametroaren arabera.
b) Ebatzi bateragarri indeterminatua den kasuetan.

EBAZPENA

a) Koefizienteen matrizearen heina eta matrize hedatuarena kalkulatuko ditugu:

a 4 a a 4 -1
A= <1 4a 1> 1>
3 —(4a—-2) 2 3

(4]b) = (1 4a 1

3 —(4a-2) 2

a 4 al z-z; |0 4 a 4

4] = [1 4a 1| = |o 40 1| = (-1 |4 ‘;|=
3 —(4a—=2) 2 1 —(4a—2) 2 a

_ 2 — a=-1

=4(1-a?), |A|=0e {a= .

1. kasuaa # —1 etaa # 1 = h(A) = h(A|b) = 3 = ezezagun kopurua Sistema

-1
1)
3

Bateragarri Determinatua.
2. kasuau = —1 = h(4) < 2:

-1 4 -1 . -1 4 -1
A=< 1 —4 1), (Alb)=< 1 -4 1
3

3 6 2 6 2
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A matrizearen lehenengo bi errenkadak proportzionalak direnez, zera daukagu:

h(A)=h(§ _g %):|_g ;|=—14¢0 = h(4) =2

Bestalde, matrize hedatua sortzeko eransten den zutabea lehenengo zutabearen berdina

denez, matrize hedatuaren heina koefizienteen matrizearen heinarekin bat dator:

h(A) = h(A|b) = 2 < ezezagun kopurua 3 = Sistema Bateragarri Indeterminatua.

-1
1)
3

Kasu honetam matrizeko lehen bi errenkadak berdinak dira, beraz:

h(A)=h(§ _3 %)=>|_‘; %|=10¢0:>h(A)=2

3. kasuau =1=> h(4) <2:

1 4 1 . 1 4 1
A=<1 4 1), (A|b)=<1 4 1

3 =2 2 3 -2 2

Matrize hedatuaren heina kalkulatuko dugu:

4 1 -1 .
4 1 1|=-20+#0 = h(Alp) =3
-2 2 3

Hauda h(4) =2 # h(A|E) = 3 = Sistema Bateraezina.

Laburbilduz:
1. kasuau # —letaa # 1 = h(A) = h(4|b) = 3 = ezezagun kopurua Sistema

Bateragarri Determinatua.

2. kasua: a=-1 = h(A) = h(A|b) = 2 < ezezagun kopurua=3= Sistema

Bateragarri Indeterminatua.
3.kasuau = 1 = h(4) = 2 # h(A|b) = 3 = Sistema Bateraezina.

b) Sistema ebatziko dugu= —1 den kasuand matrizearen heina kalkulatzeko erabili

den minorra erabilita planteatzen da sistemaren ebazpena:

x—4y+z=1 o {—4y+tz=1-1

—x+4y—z=-1 { x=2
3x+6y+2z =3 6y +2z = 3—31

. . —4y+z= 1-1
Cramer-en erregela erabilita sistema ebatziko d&%}@ 27 = 331"
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-y
3—3/1 z _1-4
—14 14
-4 1-2 .
6 3-32_—
=6 5=o4__ -1
z —1a ( )

Sistemaren emaitza hauxe da:

. 0 1
<y>= YVial+ 2 "Yia) vaer
z 9/7 _9/7

(a+Dy+2(a+1)z =2a
P9. Ondorengo sistema emangk:  3ax + 2a—1)z= 0 ,
(a+1y =-

a) Eztabaidatu sistemaparametroaren arabera.
b) Ebatzi posible den kasuetan.
EBAZPENA

a) Koefizienteen matrizea eta matrize hedatua definituko ditugu:

0 a+1 2(a+1) . 0 a+1 2(a+1)
A=<3a 0 (2a—1)), (A|b)=<3a 0 (a-1

2a
0
—4a

0 a+1 0 0 a+1 0
0 a+1 2(a+1) 2a+1)
[A] = 0 QRa-1|=(C 1)3+2(a+1)|3a 2a-1) = 6a(a + 1)
0 a+1 0
_ a=-1
Al =0 {a= 0

1.kasuau # —1letaa # 0 = h(4) = h(A|b) = 3 = ezezagun kopurua Sistema
Bateragarri Determinatua.
2. kasuag = -1 = h(4) < 2:
0 0 O . 0 0 0f-2
A=(-3 0 -3), (4b)=(-3 0 -3| 0
. 00 o0 0 0 ol 4 _
A matrizeko lehenengo eta azkeneko errenkadak eta bigarren zutabea nuluak dira, beraz

h(A) = 1. Kalkula dezagun matrize hedatuaren heina:
-3 0]_ _ Py
| ; 4|_ 12+ 0 = h(A|b) =

h(A) = 1 # h(A|b) = 2 = Sistema Bateraezina.
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b)

Aljebra: teoria eta ariketak. Mathematica programaren aplikazioa

0
0)
0

Ondoko bi ordenako minorrak matrizearen heina emango digu:

3. kasuau =0 = h(4) < 2:

01 2 . 01 2
A=<0 0 —1), (A|b)=<0 0 -1

01 0 01 O

0 —1)_ _
|1 0|_1¢0 = h(4) =2
Behin A matrizearen heina kalkulatu dugunean, matrize hedatuaren heina kalkulatuko

dugu. Matrize hedatuan eransten den zutabea nulua denez, sistema homogeneoa da eta,
beraz, bateragarria:h(4) = h(A|E) = 2< ezezagun kopurua 3= Sistema

Bateragarri Determinatua.

Laburbilduz:

1. kasua:a # —letaa # 0 = h(A) = h(A|b) = 3 = ezezagun kopuruas Sistema

Bateragarri Determinatua.
2. kasuaa = —-1=>h(A) =1+ h(A|5) = 2 = Sistema Bateraezina.

3. kasua: a=0=h(4) = h(A|l_5) = 2 < ezezagun kopurua= 3 = Sistema

Bateragarri Indeterminatua.

Lehenengo kasuam,# —1 etaa #0 = h(4) = h(A|l_5) = 3= ezezagun kopurua
Sistema Bateragarri Determinatua daukagu:
(a+Dy+2(a+1)z =2a
3ax + (2a—1)z= 0
(a+1)y = —4a
Cramer-en erregela erabiliz zera lortzen da:
2a¢ a+1 2(a+1)
0 0 (a-1)
y=1=4a a+1 0 _ 1-2a
|A| a+1
0 2a 2(a+1)
3a 0 Qa-1)
y=10 —ta 0 |_ —%a
|A] a+1
0 a+1 2a
3a 0 0
,=10 a+1 —d4al_ 32

|A] Ta+1
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Beraz, sistemaren soluzioa honakoa da:

_1—2a
|x T a+1

_—4a
y_a+1

_ 3a
tZ_a+1

Hirugarren kasuam = 0 = h(4) = h(4|b) = 2 < ezezagun kopurua 3 = Sistema

Bateragarri Indeterminatua daukagu. Ebatzi beharreko sistema hauxe da:

y+2z=0 =0
-z=0 4:){ -
y=0 y=0

Eta sistemaren emaitza honakoa da:
X 1
<y> =/1<0> VAER
zZ 0

(a+Dx+y+3z=0
P10. Ebatzi ondoko sistema homogeneg@ax + (a+ 1)y +z =0, a parametroaren
3x—y+(a+1)z=0
menpe.

EBAZPENA

Sistema homogeneoa denez, bateragarria@:= h(4|b) Va € R

a+1 1 3
A=< 1 a+1 1 )

3 -1 a+1
a+1 a=-4
Al=1] 1 a+1 1 [=(24+a)(0+a)d+a)=0={a=-1
3 -1 a+1 a= 2

Kasu hauek bereiz daitezke:

1. kasuaa # —4 etaa # —1 etaa # 2 = h(A) = h(A|b) = 3 = ezezagun kopurus>

Sistema Bateragarri Determinatua (soluzio tribiala).

-3 1 3
A= 1 -3 1
3 -1 -3

|_é §| =10 # 0 = h(4) = 2 < ezezagun kopurua 3 = Sistema Bateragarri
Indeerminatua.

2. kasuaa = —4 = h(4) < 2:
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A matrizearen heina kalkulatzeko erabilitako minorraren arabera planteatzen da sistemaren

ebazpidea:
—3x+y+3z=0 x=42
x—=3y+z=0 ©{y+3z=31
3x—y—3z=0 -3y+z=-1

Cramer-en erregela erabilita, sistema baliokidearen emaitzak direta y ezezagunak

kalkulatzen dira:

31 3
_/1 1 3/1
|_ _/1 47
10 5

Eta sistemaren emaitza hauxe da:

1
X 0 3
<y>=(0)+A /5 VAER
z 0 4/5
3. kasuan = —1= h(4) < 2:

0 1 3 3
A=(1 o0 1 :| 1|=1¢0=>h(A)=2
3 -1 0
h(A) = 2 < ezezagun kopurua 3 = Sistema Bateragarri Indeterminatua. Aurreko kasuan
erabilitako prozesuari jarraituz:

y+3z=0 x=2 x=21
{x+z=0 (:){y+3z=0(:}{y=—3/1
3x—y=0 z==A z==A

Eta sistemaren emaitza hauxe da:
X 0 1
(y) =(0]+A| 3) VAER
z 0 -1

3 1 3
A=<1 3 1>=>|3 1——8¢0=>h(A)=2
3 -1 3

4, kasuaa = 2:

Aurreko minorra erabilita, hasierako sistemaren baliokidea den sistema planteatzen da:

3x+y+3z=0 x=21
{x+3y+z=0 (:){y+32=—31
3x—y+3z=0 3y+z=-41

Azkenik, Cramer-en erregelaz baliatuetay ezezagunak kalkulatzen ditugu:
-312 3
-1 1
= = 0
-8
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|1 -3
=3 =Al_

-8

Eta sistemaren soluzioa hauxe da:

)3 s

x+by—z=1
P11. Eztabaidatu ondoko sistem%x + ay + 2bz = a a etab parametroen arabera. Ebatzi
x+y—z=0

bateragarri indeterminatua denean.
EBAZPENA
Koefizienteen matrizea eta matrize hedatua hauek dira:

1 b -1 . 1 b -1
A=(1 a 2b>, (A|b)=<1 a 2b

11 -1 1 1 -1

1
a
0

Koefizienteen matrizearen determinantea kalkulatuko dugu:

1 b -1 )
4=11 a 2b =2b2—b—1=2(b—1)<b+5)
11 -1
1 b=1
l=0=20-D(b+5)=0e1, _ 1
2

1. kasua: b#1 eta b+ —%: h(A) = h(A|b) = 3 = ezezagun kopurua Sistema

Bateragarri Determinatua.

2. kasuab = 1:

11 -1 /11 -1
A=(1 a 2), (A|b)=<1a 2

11 -1 11 -1

1
a)
0

A eta(A|b) matrizeen heinak kalkulatuko ditugu:

L1 1 -1 1 R
| |=3%0=nr)=2 |1 2 af=-3%0>nh(4]b)=3
12 1 -10

h(A) = 2 # h(4|b) = 3 = Sistema Bateraezina.
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1
a
0

68

3. kasuab = —%:
-1

1 -1/2 -1 . 1 -1/2
A= (1 a —1), (4lp) = (1 a -1
1 1 -1 1 1 -1

A eta(A|l_5) matrizeen heinak kalkulatuko ditugu:

13
L =3l=-#0=n@) =2
1 1
1 2 -
1 -2 1f —sq —5q a=§:~h(A|b)=2
1 a a=—2 +1z—2 +1=0=2a==-> 2
1 1 0 a¢§=>h(A|b)=3

3.1 kasuab = —% eta a = g = h(4) = h(A|b) = 2 < ezezagun kopurua 3 = Sistema

Bateragarri Indeterminatua.

Heina kalkulatzeko erabilitako minorraren arabera ebazten da:

y 2
T2 EEl (i logga [x=3ta
12 R

_ — = — X = —_—
wrgror=g | Frrsh =3
x+y—z=0 - 7=2

x 2/3 1
<Y> = <—2/3> +1 (0) VAER
z 0 1
3.2 kasuab = —% eta a # é = h(4) = 2 # h(4|b) = 3 = Sistema Bateraezina.

Laburbilduz:
1. kasuah # letab # —% = h(4) = h(A|b) = 3 = ezezagun kopurua Sistema

Bateragarri Determinatua.
2. kasuab = 1= h(A) = 2 # h(A|b) = 3 = Sistema Bateraezina.

3. kasuab = —% denean:
31 kasua: a= % = h(A) = h(A|b) = 2 <ezezagun kopurua3 = Sistema

Bateragarri Indeterminatua.
3.2 kasuau # E = h(4) = 2 # h(4|b) = 3 > Sistema Bateraezina.
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(a=Dy—-bz=1
P12.Eztabaidatu ondoko sistem% ax+y=»>b a etab parametroen arabera. Ebatzi
x+y+bz=1

bateragarri indeterminatua denean.
EBAZPENA
Koefizienteen matrizea eta matrize hedatua hauek dira:

0 a—-1 -b . 0 a—-1 -b
A=<a 1 0), (A|b)=(a 1 0

1 1 b 1 1 b

1
b)
1

Koefizienteen matrizearen determinantea kalkulatuko dugu:

0 a—1 —b b=0
[Al=la 1 0| =-b(a®-1), |A|=0@—b(a2—1)=0@{a=1
1 1 b a=-1

1. kasuab # 0 eta a # 1 etaa # —1: h(A) = h(4|b) = 3 = ezezagun kopurua Sistema

Bateragarri Determinatua.

2. kasuab = 0:

0 a—1 0 . /0 a-10
A=<a 1 0), (A|b)=( 1 0

a
1 1 0 1 1 0

1
0
1
Koefizienteen matrizearen heina kalkulatuko dugu:

0 a—1
A matrizearen 3. zutabea nulua dene@ h= h <a 1 )
1 1

Bi ordenako minorrak hauek dira:

T S

Bi ordenako hiru minorrak parametroaren balio bererako nuluak direnez:
- a=1=>hA)=1

- a#l=>h(A)=2
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Matrize hedatuaren heina kalkulatuko dugu:

0 a-1 1
a 1 0]=—-(a—1)?
1 1 1

Determinante hori zero da, = 1 denean. Kasu honetan matrize hedatuaren 4‘%‘”% =

1 # 0 minorra erabilita kalkulatzen da eta, bera(zq|lﬁ_;) = 2. Orduan:
- a=1=h(4lp) =2
- a#1>h(Ap) =3

Koefizienteen matrizearen eta matrize hedatuaren heinak konparatuz kasu hauek bereiz

daitezke:
2.1 kasuau # 1= h(A) = 2 # h(4|b) = 3 = Sistema Bateraezina.

2.2 kasuau = 1= h(4) = 1 # h(4|b) = 2 = Sistema Bateraezina.

1
b)
1

Koefizienteen matrizearen heina kalkulatuko dugumatrizeko lehenengo bi zutabeak

0 —b
h(A)=h<1 o)
1 b

3. kasuaa = 1 denean, hauek dira matrizeak:

0 0 -b . (0 0 -b
A=<1 1 0), (A|b)=(1 1 0

1 1 b 11 b

berdinak direnez:

Bi ordenako hiru minorrak kontsideratuz:

0 —-b|_ 1 0)_ 0 -b|_

|1 0|_b‘ 1 b|_b’ |1 b|_b
Bi ordenako hiru minorrak nuluak ditaparametroaren balio bererako. Orduan:
- b=0>h)=1

- b#0>h(A) =2
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Ondoren, matrize hedatuaren heina kalkulatuko dugu:

0 -b 1
1 0 b|=-b*>+2b
1 b 1

Determinante hori zero da,= 0 edob = 2 denean. Kasu honetan matrize hedatuaren heina

(1) 1 = —1 # 0 minorra erabilita kalkulatzen da eta, bera|b) = 2.
Beraz:

- b=0=h(A]p) =2
- b=2=h(A]p) =2
- b#O0etab#2= h(A]p) =3

Koefizienteen matrizearen eta matrize hedatuaren heinak konparatuz kasu hauek bereiz

daitezke:
3.1 kasuab # Oeta b # 2 = h(4) = 2 # h(4|b) = 3 = Sistema Bateraezina.
3.2 kasuab = 0 = h(4) = 1 # h(A|b) = 2 = Sistema Bateraezina.

3.3 kasua:b = 2 = h(A) = h(A|b) = 2 < ezezagun kopurua 3 = Sistema Bateragarri

Indeterminatua.

- a = 1letab = 2 kasuko ebazpidea:

—-2z=1 —-2z=1
{ x+y=2 @{x+22=1—/1
x+y+2z=1 y=2

Eta haren emaitza honakoa da= —%, y=A x=2—-1.Hauda:

- (e
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1
b>
1

4. kasuaa = —1:

0 -2 -b . 0 -2 -b
A=<—1 1 0), (A|b)=<—1 1 0

1 1 b 1 1 b

Koefizienteen matrizearen heina kalkulatuko dugu:

|_2 _f|=—2;t0=>h(A)=2

Eta matrize hedatuaren heina ere kalkulatuko digd) = 2 denez eta zutabeak (edo
errenkadak) proportzionalak ez direnez, konbinazio lineal bat existitzen da hiru zutabeen (edo

errenkaden) artean. Beraz, heina kalkulatzeko edozein zutabe ken daiteke. Ken dezagun 3.

zutabea:
0 -2 1
-1 1 b|=-2b—4
1 1 1

Determinante hori zero da,= —2 denean. Orduan:
- b=-2=h(4[b) =2
- b#-2>h(4lb) =3

Koefizienteen matrizearen eta matrize hedatuaren heinak konparatuko ditugu

parametroaren arabera:
4.1 kasuab # —2 = h(A) = 2 # h(A|b) = 3 = Sistema Baterazina.

4.2 kasuab = —2=> h(A) =2 = h(A|I_5) < ezezagun kopurua 3 = Sistema Bateragarri

Indeterminatua.

a = —1etab = —2 kasuko ebazpidea:

—2y+2z=1 —2y=1-22
{—x+y=—2 @{—x+y=—2
x+y—2z=1 z=2

Eta haren emaitza honakoa da= ; +,y = —% +1,z=A

x 3/2 1
<y> = (—1/2) +/1<1) v1EeR
z 0 1
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EBATZITAKO GALDERAK

G1. Arrazoitu ondoko baieztapena egia den. Izan bitezM, (R) matrizea etadx = b
sistema. Gai askeen bektorés, 2. ezezagunari dagozkion koefizienteekiko proportzionala

bada, orduadx = b sistema bateraezina da.

EBAZPENA

Gezurra. Gai askeen bektorEaA matrizeko zutabe batekiko proportzionala bada, orduan,

h(A) = h(A|5) beteko da. Beraz, sistema bateragarri determinatua edo indeterminatua izango

da, heina ezezagun kopuruaren berdina bada edo txikiagoa bada.

G2. Arrazoitu ondoko baieztapena egia dQAJE) matrize hedatuaren heina beti da

koefizienteen matrizearen heina baino handiagoa.

EBAZPENA

Gezurra. Baieztapen zuzena hauxe Iitzate@xfelﬂ) matrize hedatuaren heina beti da

koefizienteen matrizearen heina baino handiagoa edo befdiAa:< h(A|E). Kontuan izan

behar baita, koefizienteen matrizea matrize hedatuaren azpimatrize bat dela.

G3. Izan bitezA € M, (R) matrizea eta% = b sistemaA matrizean gutxienez hiru zutabe

berdinak badira eta(A) = h(A|5) betetzen bada, arrazoitu ondoko baieztapenak egia diren:

a) AX = b sistema bateragarri indeterminatua da.
b) Sistemakn — 2) oinarrizko aldagai eta aldagai aske ditu.

EBAZPENA

a) Egia. h(4) = h(A|l7) betetzen denez, sistema bateragarria da. Best&ldeatrizean
gutxienez hiru zutabe berdinak direnéfA) <n — 2 beteko da etaa ezezaguneko
sistema daukaguneiz(4) < n. Beraz, sistema bateragarri indeterminatua izango da.

b) GezurraA matrizean gutxienez hiru zutabe berdinak direné2) i< n — 2 beteko dan
ezezagun kopurua izanik. Demagur{A) = k betetzen delak ordenako minor
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horretako koefizienteei biderkatzen dauden ezezagunak oinarrizko ezezagunak dira eta
oinarrizko aldagaiak deritze. Gainerafo— k) ezezagunak, aldiz, aldagai askeak dira.
h(4) = k < n—2 betetzen denez, sistemak gehie(wez 2) oinarrizko aldagai eta

aldagai aske ditu.

G4. Izan bitezA € M, (R) matrizea, A¥x = b ekuazio linealetako sistema efa=
= (ay, &y, ..., )t aurreko sistemaren emaitza. Arrazoitu ondoko baieztapenak egia ala

gezurra diren:

a) A% = b sistema bateragarri indeterminatua bada, oréd@e R motako edozein n-
kote ere sistemaren emaitza da.

b) A% =b sistema homogeneoa bada, orduahe R" motako edozeinn-kote ere
sistemaren emaitza da.

EBAZPENA

a) Gezurra. Aurreko baieztapena gezurra dela frogatzeko kontraadibide bat erabiliko dugu.
Hau da, sistema bateragarri indeterminatu bat planteatu eta ebatzi ondoren, sistemako
emaitza bat abiapuntutzat hartuz ikusiko dugu haren multiplo bat ez dela sistemaren

soluzioa.

x+y=1

ekuazio linealetako sistema. Sistemako koefizienteen
x+y+z=-2

Izan bedi {

matrizea eta matrize hedatua hurrengoak dira:
(/1 1 0 ~mn_(1 1 01
A= (1 1 1)’ (4]p) = (1 11 —2)

Koefizienteen matrizearen eta matrize hedatuen heinak kalkulatuko ditugu:

H (1)| =1# 0= h(4) = h(A|b) = 2 < ezezagun kopurua 3 = Sistema

Bateragarri Indeterminatua.

A matrizearen heina zehaztu duen minorra erabilita sistema ebatziko dugu:

=1-2 x=1-2

x+y=1 { x {

{ _ S y=2A = y=2A
=-2

xrty+z X+z=-2-2A z=-3

X 1 -1
Sistemaren soluzic<@1> = < 0) + A< 1) VA € R da.
z -3 0
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453 1
Beraz,d = <az> = ( 0) R3-ko bektorea sistemaren emaitzetako bat da. Ikus dezagun
a3 -3
20(1 2
oran2-a = <2a2> = ( 0) bektoreak sistemako berdintza guztiak betetzen dituen:
2a3 -6

{ 240=2%#1
240-6=—4%-2

Beraz,2 - @ ez da sistemaren soluzioa,ondorioz, aurreko baieztapena gezurra dela frogatu
dugu.
b) Egia. & = (q,ay, ..., a,)t R"-ko bektoreadx = b sistema homogeneoaren soluzioa
denezAd = 0 berdintza betetzen da. Bestalde, k@ & iRotako edozein#ote A% = b

sistema homogeneoaren soluzioa izatékbd) = 0 bete behar da. Frogatu beharreko

berdintzaren ezker aldea garatuz ondorengoa daukagu:

Ak@)=k-AG=0

—
0

Beraz, kasistemaren soluzioa dela frogatu dugu.
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MATHEMATICA ERABILIZ EBATZITAKO ARIKETAK

ax+4y+az=-1
M1. Ondorengo sistema emanik: x + 4ay+z= 1
3x—(4a—-2)y+2z = 3

a) Eztabaidatu sistemaparametroaren arabera.
b) Ebatzi sistema posible den kasuetan.

EBAZPENA

a) Koefizienteen matrizea eta matrize hedatua definitzen dira:

Remove ["Global #"]

matkoef = {{a, 4, a}, {1, 4a, 1}, {3, -(4da-2), 2}};
MatrixForm [matkoef]

[a 4 a |
1 4a 1
V3 2-4a 2]

matzab = {{a, 4, a, -1}, {1, 4a, 1, 1}, {3, -(4a-2), 2, 3}};
MatrixForm[matzab]

[a 4 a -1\
1 4a 1 1
"3 2-4a 2 3 |

Koefizienteen matrizea karratua denez, haren determinantea zero egitenaduten

parametroaren balioak kalkulatzen dira:

Det[matkoef] // Factor

-4 (-1+a) (1+a)

Solve [Det[matkoef] = 0]

{{a=-1}, {a=1}}
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1. kasuan # —1 etaa # 1 = h(A) = h(A|b) = 3 = ezezagun kopurua Sistema

Bateragarri Determinatua.
2. kasuau = —1 denean matrizeen heinak kalkulatuko ditugu:

a=-1; MatrixForm|[matkoef]

(-1 4 -1
1 -4 1 J
3 6 2

MatrixRank [matkoef]

2

MatrixRank [matkoef] = MatrixRank[matzab]

True

Kasu honetani(A) = h(A|b) = 2 < ezezagun kopurua 3 = Sistema Bateragarri

Indeterminatua.
3. kasuau = 1 kasuan matrizeen heinak kalkulatuko ditugu:

a=1; MatrixForm [matkoef]

(1 4 1,
‘1 4 1
V3 -2 2]

MatrixRank [matkoef] = MatrixRank [matzab]

False

Kasu honetarh(4) # h(A4|b) = Sistema Bateraezina.

b) Sistema bateragarria denean, haren soluzioa kalkulatuko dugu:
1. kasuau # —letaa # 1 = h(4) = h(4|b) = 3 = ezezagun kopurua Sistema

Bateragarri Determinatua.

Clear[a]; MatrixForm [matkoef]

[a 4 a |
1 4a 1
V3 2-4a 2]
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Sistema gparametroaren menpekoa denez, Reduce agindua erabilita ebazten da:

sol = Reduce [matkoef. {x, v, 2} = {-1, 1, 3}, {x, v, 2}]

[ 1-= g i { -3 +8a
la=-lesy=——&kz=-= (-1+x)| || [(-1+a) (1+a) 20&&x=—"— &&
14 7 | \ 2 (-1+a)

1 1 |
y=— (-19-24a+x+6ax) &Ez:—(53+ﬂa—4?x—23x)l
70 25 J

sol = {ToRules[scl]};

Sistemaren emaitza kasu honetan hauxe da:

x=x/.s=cl[[2]] // Simplify

3-8a
2-2a

y=y /. s0l[[2]] // Simplify

4 (-1+a)

z=z/.s0l[[2]] // Simplify

1-8a
2 (-1+a)

—_ 1 ,_1-8a
T 4(-1+a)’" T -242a

. 3-8
Beraz, kasu honetan soluzioa= EZ

2. kasua a = —1 denean,h(4) = h(4|b) = 2 < ezezagun kopurua 3 = Sistema

Bateragarri Indeterminatua.

Clear[x, y, =, sol]
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a=-1; MatrixForm[matkoef]

(-1 4 -1
1 -4 1
"3 6 2 |

Berriro ere Reduce agindua erabilita ebatziko dugu sistema:

sol = Reduce [matkoef.{x, v, z} = {-1, 1, 3}, {x, v, 2}]:
sol = {ToRules[scl]}

1 x 3 S x
{{Y"g—grz";—T}}

y=y /. =s2l[[1]] // Simplify

1l1-=x

14

z=2z/.s0l[[1]] // Simplify

2 1
So (1ew)

Kasu honetan sistemaren emaitza hurrengoa/d@:ll;f,z = w Vx € R

x+by—z=1
M2. Eztabaidatu eta ebatzi ondoko ekuazio linealetako sist%ma:ay +2bz = a, a eta
x+y—z =20

b parametro errealen menpe.

EBAZPENA

Remove ["Global ="]

Koefizienteen matrizea eta matrize hedatua definitzen dira:

matkoef = {{1, b, -1}, {1, a, 2b}, {1, 1, -1}}

{{1, b, -1}, {1, a, 2b}, {1, 1, -1}}
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matzab = {{1, b, -1, 1}, {1, a, 2b, a}, {1, 1, -1, 0}}

{{1, b, -1, 1}, {1, a, 2b, a}, {1, 1, -1, 0}}

Koefizienteen matrizea karratua denez, haren determinantea kalkulatuko dugu eta zero egiten

duten parametroen balioak kalkulatuko ditugu. Lortutako balioak kontuan hartuz, aurkez

daitezkeen kasuak aztertuko dira:

Solve [Det[matkoef] = 0]

{{b—)—l;}, {b-1}}

Bi kasu bereizi behar dira:

1. kasua:b # —% etab#1, h(A) =h(A|p) = 3= ezezagun kopurua> Sistema

Bateragarri Determinatua.

2. kasuab = —% denean, koefizienteen matrizearen heina kalkulatuko dugu:

matkoefl = matkoef /. b+ -1/ 2; MatrixForm [matkoefl]

(1 -1 _1
1 a -1
1 1 -1/

Minors [matkeefl] // MatrixForm

SR
i
11}
[=]

(SIS
+
[+

(=T =]

(A

11}
[BSAE

[y
fury

Koefizienteen matrizearen heina 2 da, bi ordenako minor ez-nulu bat existitzen baita.

Kalkula dezagum = —% denean matrize hedatuaren heina:
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matzabl = matzab /. b+ -1/ 2; MatrixForm[matzabl]

f1 -2 -1 1)
1 a -1a
l1 1 -1 0]/

ml = matzabl[[{1, 3}, {1, 2}]]; MatrixForm[ml]

(1 _ 1y
|\ 1/
Det[ml]
3
2

Matrize hedatuaren heina gutxienez 2 da. Bestalde, matrize hedatuko lehenengo eta

hirugarren zutabeak proportzionalak direnez, matrize hedatuaren heina beste matrize honen

heinarekin bat dator:

mZ2 = matzabl[[{1, 2, 3}, {1, 2, 4}]] ; MatrixForm[m2]

Solve[% == 0]

{{=~ M

a —é denean,h(4|b) = 2, ez baita existitzen hiru ordenako minor ez-nulurik;t%
deneanh(A|5) = 3, gutxienez existitzen baita hiru ordenako minor ez-nulu bat. Hau da:

2.1 kasuaa =§, h(A) = h(A|b) = 2 < ezezagun kopurus 3 =Sistema Bateragarri

Indeterminatua.
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2.2 kasuau # % h(A) = 2 # h(A|b) = 3= Sistema Bateraezina.

3. kasuab = 1 denean, kalkula dezagun koefizienteen matrizearen heina:

matkoef? = matkoef /. b+ 1; MatrixForm[matkoef2]

1 1 -1y
‘la 2
V1 1 -1

Minors [matkoef2]

{{-1+a, 3, 2+a}, {0, 0,0}, {1-a, -3, -2-a}}

Koefizienteen matrizearen heina 2 da, gutxienez bi ordenako minor ez-nulu bat existitzen
baita.

Matrize hedatuaren heina ere kalkulatuko dugu b den kasurako:

matzab2 = matzab /. b + 1; MatrixForm[matzab2]

11 -1 1,
l1a 2 a
"1 1 -1 0]

ml = matzab2[[{1, 2}, {1, 3}]]; MatrixForm[ml]

{1 —l'-l
V1 2

Det[ml]

Matrize hedatuaren heina gutxienez 2 da.
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m2 = matzab2[[{1, 2, 3}, {1, 3, 4}]]; MatrixForm[m2]

1 -1 1y
‘1 2 a
"1 -1 0]

Det[m2]

Azkenik, matrize hedatuaren heingA|b) = 3 daVa € R. Kasu honetanh(4) = 2 #

h(A|b) = 3 = Sistema Bateraezina.

Reduce agindua erabil daiteke lortu dugun sailkapena lortzeko eta sistema bateragarria
denean emaitza lortzeko:

sol = Reduce[{x+bxy-z=1, x+axy+2bxz==a, x+y-z2 =0}, {y, x, z}]

1 2

b 2 : 2+3 I'|
=-—&&ka = — && = —_—&k&kz= — (—2+3=x
B B ¥ z 3( ),.”

[ —2+a-2y-—a
[-1+bz0&&y= bt =

1+2b

[ &81+2bz0&ex= EEz=x+y|

Aurreko output-etik sistemaren emaitza hauxe dela ondorioztatzen da:

1 . 2a+2b-ab 1
1. kasuab # —- etab # 1 kasuetan emaitza hauxe ga= =22y = —
2 1+b—2b2 —1+b

1+a(-2+b . . .
= —ﬁ. Beraz, sistema bateragarri determinatua da.

soll = {ToRules[=sol]}

1 2 2 1
{{b—)——, a3 -, y3-——;, 23— (—2+3x)},
2 5 3 3

1 -2+a-2y-ay
{y—) l+b,x—> e ,z—)x+y}}

{x, v, 2} = {x, y, 2} /. s0l1[[2]] // Simplify

{23+2b—ab 1 1+a(—2+b)}
1+b-2b2 " -1+b’ 1+b-2K2
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2. kasua:
2.1 kasuab = —% etaa =§ direnean, sistemaren emaitza hauxe }da:—g,
(—2+3x) . - .
z =———, Vx € R. Beraz, sistema bateragarri indeterminatua da.
2.2 kasuab = —% etaa ;tg kasua ez da agertzen Mathematica programak ematen

digun emaitzan. Beraz, kasu honetan sistema bateraezina da.

3. kasuab = 1 kasua ere ez da Mathematica programak ematen digun emaitzan agertzen.

Beraz, kasu honetan ere sistema bateraezina da.

—-y+2z+t=0
2ay—z=1
2z—at=0
x—z—t=a

M3. Eztabaidatu eta ebatzi ondoko ekuazio linealetako sist rﬁaz , a

parametro errealaren menpe.

EBAZPENA

| Remove ["Global ="] |

Ekuazio linealetako sistema definitzen da:

gigtema = {-y+2z+t =0, x-2axy-z=1,y-2z-a»xt=0,x-z-t=a}; |

Koefizienteen matrizea eta matrize hedatua definitzen ditugu:

matkoef = {{0, -1, 2, 1}, {1, -2a, -1, 0}, {0, 1, -2, -a}, {1, 0, -1, -1}};
MatrixForm[matkoef]

o -1 2 1
1 -2a -1 0
0o 1 =2 =z

V1 0 -1 -1
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b={0,1, 0, a}; matzab = Transpose [Join|[Transpose[matkoef], {b}]]:
MatrixForm[matzab]

(0 -1 2 1 0
1 -2a2 -1 0 1
o 1 -2 -a 0

V1 0 -1 -1 a

Koefizienteen matrizea karratua denez, haren determinantea kalkulatuko dugu eta zero egiten
duten parametroaren balioak kalkulatuko ditugu. Lortutako balioak kontuan hartuz, aurkez

daitezkeen kasuak aztertzen dira:

Solve [Det[matkoef] = 0]

{{a—=0}, {a=1}}

l.kasua:a # Oetaa # 1, h(A) = h(A|B) = 4 = ezezagun kopurua = Sistema Bateragarri

Determinatua.

Solve[sistema, {x, v, z, t}]

2. kasua: a = 1 denean, koefizienteen matrizearen heina eta matrize hedatuarena kalkulatuko

ditugu:

matkoefl = matkoef /. a » 1; MatrixRank [matkoefl]

3

matzabl = matzab /. a + 1; MatrixRank[matzabl]

&

Kasu honetan, h(A4) = h(A|l;) = 3 < ezezagun kopurua = 4 = Sistema Bateragarri

Indeterminatua.
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Sistemaren soluzioa bilatuko dugu a = 1 den kasuan:

sistemal = sistema /. a + 1; Solve[sistemal, {x, y, z, t}]

2 t t
{{x—)l+—,y—)—,z—>——}}
4 2 4

3. kasua: a = 0 denean, koefizienteen matrizearen heina eta matrize hedatuarena kalkulatuko

ditugu:

matkoef2 = matkoef /. a » 0; MatrixRank [matkoef2]

S

matzab2 = matzab /. a + 0; MatrixRank [matzab2]

4

Beraz, kasu honetan, h(4) = 3 # h(A|E) = 4= Sistema Bateraezina da.

Reduce agindua erabilita ere lortuko genituzke lortu berri dugun sailkapena eta sistemaren

emaitza.

Reduce [sistema, {x, v, z, t}]

E& T =

|

- 5 "
[a:l&&yzg(—l+x)£&z= (-1+=)| ||

—1+a+4a’
(-l1+a)az0&kx= —

i g = \
Eky=—|-1-5a+4a“+ex-4ax| L&
L 4a ER !

1, B ) 1, B )
= E |\—1—23+4a‘+3x—4ax}| &&t:; |\1—a—4a‘+4ax}|]
I

Eta aurreko output-etik sistemaren emaitza ondoriozta daiteke:

1. kasua: a # 0 eta a # 1 denean, sistema bateragarri determinatua da. Eta kasu honetan

sistemaren emaitza hauxe da:

_4ad’+a-1 _ _ -1+a _ _ -1+a _ _
T 4a Y= Za’Z_ 4a’t_0
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1 > -1+a+4a?
y:—(—l—5a+4a +6x—4a.x).-".x—>—.-".-"5:'l_mplify
3 4a
-1+a
2a
1 2 -1+a+4a?
z:—(—l—2a+4a +3x—4a.x).-".x—>—.-".-"5:'u’nplify
3 4a
=1l =
4a
1 2 -1l+a+4a?
t= = (1—&—4&. +4ax) fox-> ————— // Simplify
3 4a
0

2. kasuau = 1 denean, sistema bateragarri indeterminatua da eta haren emaitza hauxe da:
2 1 4
y=§(x—1),z=§(1—x), t=§(x—1),VxEIR{

3. kasua:a = 0 kasua ez da agertzen Mathematica programak ematen digun emaitzan.
Beraz, kasu honetan sistema bateraezina da.

x+y—z=0
M4. Ebatzi ondoko ekuazio linealetako sister{vax +y+z=6.
—x—y+2z=1

EBAZPENA

| Remove ["Global ="] |

Koefizienteen matrizea eta gai askeen bektorea definitzen dira:

| m={{1,1, -1}, {2, 1, 1}, {-1, -1, 2}}; b= {0, 6, 1}; |
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Ekuazio linealetako sistema definitzen da:

ekuazicak = Thread[m.{x, y, 2} = b]

{x+y-z=0,2x+y+z=6, x-y+2z=1}

Det[m]

Koefizienteen matrizearen determinantea ez-nulua denez, sistema bateragarri determinatua

da, beraz, xy etaz ezezagunen balioak LinearSolve agindua erabilita kalkula daitezke:

soll = LinearSolve[m, b]

{4, -3, 1}

Solve agindua erabilita ere ebatz daiteke sistema:

s0l2 = Scolve[ekuazicak, {x, v, z}]

{{x—=24, y>-3, z>1}}

(a+Dx+y+3z=0
M5. Ebatzi ondoko sistema homogeneoax + (a+1)y+z =0, a parametroaren
3x—y+(a+1)z=0

menpe.

EBAZPENA

Remove ["Global ="]
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Sistema homogeneoa denez, aski da koefizienteen matrizea definitzea:

matkoef = {{a+1, 1, 3}, {1, 1+a, 1}, {3, -1, a+1}};
MatrixForm[matkoef]

fl1+a 1 3
1 l1+a 1
.3 -1 1+a

sol = Reduce [matkoef. {x, v, z} = ConstantlArray[0, 3], {x, v, =}]

[(a=-4]]la=-1||a=2) s&

) L 1, L
v=— [26x-Tax-3a’x)&éz=— (-12x-ax+a’x|| ||
10 ° ! 10 ¢ o

(-8-6a+3a+a®2086x=08&y=08&z=0]|

Solve[-8-6a+3a’+a’ = 0]

{{a—=-4}, {a=-1}, {a=2}}

Output-ean ikusten den bezate= —4 edoa = —1 edoa = 2 denean, sistemaren emaitza
ondokoa da:

26x—-7ax-3a%x —12x—ax+a®x
y = o L, Z = T ,Vx ER

Bestaldea # —4 etaa # —1 etaa # 2 denean, sistemaren soluzioa tribiala da:

x=y=z=0

sol = {ToRules[scl]}

1, . . -
{{3—3—4,y—)ﬁll26x—'?ax—3.a‘xll,z—)—I.—l2x—ax+a‘xll},

[
=P

1, o 1, L
{a—)—l,y—)—I26x—".l‘ax—3.a"xl,z—)—l—12x—ax+a‘xl},

10 ) o " )

1, L 1, L
{a—)2,y—)—I26x—'?ax—3.a‘x|,z—)—l—l2x—ax+a‘xl},

10 ° ) 10 )

{x=0, y=> 0, z—)O}}
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Ondoren, kasu guztiak aztertuko dira:

1. kasuaa = —4 denean, sistema bateragarri indeterminatua da:

a=a/. =0l[[1]]

{x, v, 2z} = {x, y, 2} /. sol[[1]]

{ 3x 4x}
e — v —
5 5

2. kasuaa = —1 denean, sistema bateragarri indeterminatua da:

Clear[a, x, y, 2]

a=a/.sol[[2]]

=1

{x, v, 2z} ={x, y, 2} /. sol[[2]]

{x, 3x, -x}

3. kasuaa = 2 denean ere, sistema bateragarri indeterminatua da:

Clear[a, x, y, 2]

a=a/.s0l[[3]]

2

{x, v, 2} = {x, y, 2} /. s01[[3]]

{=, 0, -x}
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4. kasua.a + —4 etaa # —1 etaa # 2 denean, sistema bateragarri determinatua da eta
haren emaitza tribiala da:

Clear[a, x, y, 2]

a=a/. scl[[4]]

{x, v, 2} = {x, y, 2} /. sol[[4]]

{0, 0, 0}







3 ESPAZIO BEKTORIALAK

3.1 Konposaketa-legeak

Definizioa. 1zan bitezA, B etaC multzoak etaf: A X B — C aplikazioa. Konposaketa-lege
deritzo mota honetako edozein aplikaziori:
fitAXB->C

f(a,b) =c,Ya€ AVbEB, nonc€eC
Edo gauza bera denax b = c¢,Va € A,vb € B,non c € C
Oharrak:
- A = B = C badira, hau dg;: A X A —» A barne-konposaketa legea da.

- A # C etaB = C badira, hau d&;: A X B — B kanpo-konposaketa legea da.

3.2 Barne-konposaketa legeen propietateak

Izan bedif: A x A —» A barne-konposaketa lege bav<inboloaz adieraziko duguna, honek

hurrengo propietateak betetzen ditu:
- Propietate elkarkorrga * b) xc = a * (b * c¢),Va,b,c € A
- Propietate trukakorraa * b = b * a,Va,b € A
- Elementu neutroaren existentziac A elementuad multzoan definitutako x» barne-
konposaketa legearekiko elementu neutroa da, ondorengo berdintzak betetzen baditu:

axe=ex*a=a,Va€A.

- Elementu simetrikoen existentzid: € A elementual multzoan definitutako x» barne-
konposaketa legearekika € A elementuaren simetrikoa da, ondorengo berdintzak
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betetzen badiraa xa' = a’ * a = e, e elementua =x» barne-konposaketa legearekiko
elementu neutroa izanik.

- Barne-konposaketa lege baten banatze-propietatea beste barne-konposaketa lege
batekiko. Izan bitez &» eta «» bi barne-konposaketa legeA»xbarne-konposaketa
legeak «» legearekiko banatze-propietatea betetzen duela esaten da, ondorengo
berdintzak betetzen badira:

al(b xc) = (b*c)Aa = (a*b)A(a*c) = (b*a)A(c*a),Vabc€EA

Teorema. A multzoan definitutako x» barne-konposaketa legearekiko elementu neutroa

existitzen denean, hau bakarra da.

Teorema. lzan bediA multzoa, non bertan definitutako«»x barne-konposaketa legea
elkarkorra den eta elementu neutroa. Orduan,e A elementuak x> barne-konposaketa

legearekiko elementu simetrikaa€ A izatekotan, hau bakarra izango da.

3.3 Kanpo-konposaketa legeen propietateak

Izan bedif;: A X B = B kanpo-konposaketa legea efa;AX A - A eéaf;:B X B = B hi
barne-konposaketa legex «» eta «» sinboloen bidez adieraziko ditugunak hurrenez hurren.

Orduan:

- «o» kanpo-konposaketa legeak» darne-konposaketa legearekiko elkartze-propietatea
beteko du baldin eta soilik baldin:
(@-B)eb=ao(Beb),Va,pEAVbEB

- «o» kanpo-konposaketa legeak»«barne-konposaketa legearekiko banatze-propietatea
beteko du baldin eta soilik baldin:
ao(bxb)=(b*b)oa=(aob)*(aob),Ya € AVbb €B

3.4 Taldea

Definizioa. 1zan bediG multzo ez-hutsa etaxx bertan definitutako barne-konposaketa
legea.(G,*) taldea dela esaten das»«barne-konposaketa legeak elkartze-propietatea betetzen
badu, elementu neutroa existitzen bada eta edezei elementuk «» barne-konposaketa

legearekiko simetrikoa baldin badu.
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Definizioa. (G,*) taldea abeldarra dajxx barne-konposaketa legeak trukatze-propietatea

betetzen badu.

3.5 Eraztuna

Definizioa. 1zan bediA multzoa, ondoko bi barne-konposaketa legeak definituta dituena:

«+» eta «. A eraztuna da ef@, +,-) adierazten da, ondoko baldintzak betetzen baditu:

- (4, +) talde abeldarra da.
- «» barne-konposaketa legeak propietate elkarkorra betetzen du.

- «» barne-konposaketa legeak»xbarne-konposaketa legearekiko alde bietatik banatze-
propietatea betetzen du.

Definizioa. Eraztun bat unitarioa dayxbarne-konposaketa legeak elementu neutroa badu.

Definizioa. Eraztun bat trukakorra edo abeldarra da,barne-konposaketa legeak trukatze-

propietatea betetzen badu.

3.6 Zeroren zatitzaileak. Integrazio-domeinuak

Definizioa. 1zan bedi (4, +,-)eraztuna. a, b € A — {0}elementuak zeroren zatitzaileak direla
esaten dag - b = 0 betetzen badd) «+» barne-konposaketa legearekiko elementu neutroa

izanik.
Definizioa. Osotasun-eraztun deritzo zeroren zatitzailerik ez duen eraztun abeldarrari.

Definizioa. Integrazio-domeinu deritzo elementu neutrodun osotasun-eraztunari.

3.7 Gorputza

Definizioa. (K, +,)) integritate domeinua emanik, hau gorputza izangoada K — {0}

elementuek @ konposaketa-legearekiko simetrikoa badute.
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3.8 Espazio bektoriala

Definizioa. ((E, +), (K, +,-),o) hirukotea espazio bektoriala da, honako baldintza hauek

betetzen badira:

- (E,+) talde abeldarra da, bere elementuei bektore deritzg &t@/u.. bezala adierazten
dira. «+» eragiketa bektoreen arteko batuketa barne-konposaketa legea izanik.

- (K,+,”) gorputza da, bertako elementuei eskalar deritzex,&ay, ... sinboloen bidez
adierazten dira. «+» etaxeragiketek eskalarren arteko batuketa eta biderketa izanik.

- «o» ikurrak f:K X E - E kanpo-konposaketa legea adierazten €u,0) € K X E
bikote bakoitzarii = a o ¥ bektorea egokitzen diona. Kanpo-konposaketa lege honek
honako propietate hauek betetzen ditu:

o0 Bektoreen batuketarekiko banatze-propietatea:
ao(U+V)=aoi+aov, Va € K,YU,V €E

o0 Eskalarren batuketarekiko banatze-propietatea:
(@+B)eti=acli+fol, VafEKVIEE

o0 Eskalarren biderketarekiko elkartze-propietatea:
(@-B)eti=ac(foll), Va,BEKVUEE

0 «o» konposaketa-legearekiko elementu neutroaren existentzia:

loti=1uU, VUEE

Ohikoa da((E, +), (K, +,~),o) espazio bektorialdE, K,o) bezala adieraztea. Horrelg, K

gorputzaren gaineko espazio bektoriala dela esaten da edo bakespkzio bektoriala dela.

K gorputza zenbaki errealek osatzen dukegorputza bada, ohiko batuketa eta biderketa
definituta dituena, orduan((E,+), (R,+,-),o) espazio bektoriala erreala dela esaten da,
definitutako kanpo-konposaketa legea eskalar eta bektorearen arteko biderketarizahik:

a-uU,Va ERVUEE.
Espazio bektorialen zenbait adibide:

- R? multzoan definitutako espazio bektorial erreala kontsideratuko dugu:
((R%,+), (R, +,-),°), bektoreakii = (u;,u,) formakoak izanik. «+» barne-konposaketa legea,

g:R? x R? > R?, bektoreen arteko batuketa da+ ¥ = (ug,uy) + (v1,v5) = (ug + vy, uy +



Espazio bektorialak 97

v,). «» kanpo-konposaketa legeak; R x R? - R?, eskalar baten eta bektore baten arteko

biderketa adierazten du o U = a o (uq, uy) = (auy, au,).

Antzera definitzen dira((R3,+), (R, +,-),o) espazio bektorialeko eragiketak, edo orohar

(R, +), (R, +,-),°) espazio bektorialekoak.

- n mailako polinomioen multzoaKR, +,-) gorputzean definitutako espazio bektoriala
osatzen du:((IP’n(x),+), (R,+,-),o), barne-konposaketa legea polinomioen arteko batuketa

izanik eta kanpo-konposaketa legea eskalar baten eta polinomio baten arteko biderketa.

- nxm dimentsiodun matrizeek er€R,+,") gorputzean definitutako espazio bektoriala
osatzen dute(:(Mnxm, +), (R, +,-),o), bane-konposaketa legea matrizeen arteko batuketa izanik

eta kanpo-konposaketa legea eskalar baten eta matrize baten arteko biderketa.
3.8.1 Espazio bektorialen propietateak

(E, K,°) espazio bektorial batean honako berdintzak betetzen dira:
-qoi=0, VieEoa=0

-(—a)oU=ao(-uU) =—(aol),Va EK,VUEE
-—ao(-U)=ao-uUVa€EKVUEE

-qoti=fotl, W#0 izank=>a =p

-aoclu=ao?v, a#0izank=>u=7v

3.9 Azpiespazio bektoriala

Definizioa. Izan bedi((E, +), (K, +,~),o) espazio bektoriala etq, E multzoko azpimultzo
bat. S multzoa E-n definitutako legeekin espazio bektoriala baldin bada, orduan
(¢S, ), (K, +,).0), ((E,+), (K, +,),°) espazio bektorialaren azpiespazio bektoriala dela esaten
da.
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Teorema. lzan bedi S, ((E, +), (K, +,~),o) espazio bektorialeko azpimultzo bat.
((S, +), (K, +,~),o) azpiespazio bektoriala izango da, ondoko baldintzak betetzen badira:
{ﬁ+ﬁes, ViU, VES
aou €S, Va EK,VUES

Edo aurreko baldintza bien baliokidea den baldintza bakar hau betetzen bada:

S azpiespazio bektoriak a ol + Bo v € S,Va, B EK, VU,V E S

Zenbait kontsiderazio:

1.- Azpiespazio bektorial guztien barnean bektore nulua dago. Edo gauza bera dena, bektore

nulua ez daukan multzoa ezin daiteke azpiespazio bektoriala izan.

2.- Bakarrik bektore nuluak osatzen duen multz{(ﬁi, edozein espazio bektorialetako

azpiespazio bektoriala da.

3.- ((E, +), (K, +,-),o) espazio bektoriala emanilg, espazioa bere buruaren azpiespazio

bektoriala da.

4.- ((E,+),(K,+,),°) espazio bektoriala emanik(} eta E azpiespazio bektorialak ez

bezalakoak diren beste azpiespazio bektorialei azpiespazio propio deritze.

3.10Konbinazio linealak. Sistema sortzailea

3.10.1 Konbinazio lineala

Definizioa. 1zan bedi((E, +), (K, +,-),o) espazio bektoriala eta bertako bektoreek osatzen
dutenP = {¥y,¥,, ..., ¥,} multzo edo sistema finituai € E bektoreaP multzoko elementuen
konbinazio lineala dela esaten da, a, ..., a, € K eskalarrak existitzen badira, zeintzuentzat
ondoengo berdintza betetzen den:

U= alﬁl + 0(21-52 + -+ ap'l_])p

Zenbait kontsiderazio:

- 0 bektore nulua edozein multzotako bektoreen konbinazio lineal gisa idatz daiteke.
Horretarako, nahikoa da koefiziente guztiak nuluak hartzga: a, = -+ = a,, = 0:

0= 0%, + 00, + -+ 07,
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- U €E bektoreaP = {#;,7,, ..., B,} multzoko elementuen konbinazio lineala bada, eta
era berean, multzo horretakd; bektore bakoitzaQ = {Wy, W, ...,w,} multzoko

elementuen konbinazio lineala bada, ordiiage E bektoreaQ multzoko elementuen
konbinazio lineala da.

3.10.2 Sistema sortzailea

Definizioa. Izan bedi ((E,+),(K,+,),>) espazio bektoriala et® = {#;,¥,,..,%,} E
epazioko zenbait bektorek osatutako sistenRasistemako bektoreen konbinazio linealen
muItzoari{ﬁl,ﬁz, ...,ﬁp} multzoko bektoreen itxidura lineala deritzo éta, v, ..., ¥,) = (P) =

a(P) notazioa erabilita adierazten da.

Teorema. P multzoko bektoreen konbinazio linealek osatzen duten mulEzasspazio

bektorialeko azpiespazio bektoriala da.

Definizioa. Izan bedi((E, +), (K, +,),°) espazio bektoriala = {#,, ¥, ..., ¥,} multzoaE
espazio bektorialeko sistema sortzailea dela esatefi espazioko edozein bektore sistemako

bektoreen konbinazio lineal gisa idatz badaiteke. Hau da:
Vi € E,3ay,az, ..., 0y € R = oy Uy + @yl + -+ + ap
Oharra:

Espazio bektorial bateko sistema sortzaile batean, beste bektoreen konbinazio lineala den
bektore bat kentzean geratzen diren bektoreek sortzen duten espazio bektoriala hasierakoaren
berdina da.

3.11 Dependentzia eta independentzia lineala

Definizioa. Izan bediP = {#;,7,, ..., ,} E epazio bektorialeko bektore-sistema finitu bat.
P sistema askea dela esaten da €gdd,, .., }, bektoreak linealki independenteak direla,
baldin eta ondorengo berdintza;v; + a, v, + - + a, ¥, = 0 koefiziente guztiak nuluak
direnean bakarrik betetzen bada, hauda= a, = --- = a, = 0 direnean. Kontrako kasuan,
hau da a; # 0 bdioren bat existitzen denean, edo gauza bera (mpaz, ...,ap) * (0,0, ...,0)

betetzen deneam, sistema menpekoa edo lotua dela edo bektoreak linealki dependenteak direla

esaten da.
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Teorema. P ={131,172,...,17p} sistema lotua bada, sistema hori barnean duen beste

Q = {1, 75, ..., By, Upy1, ..., Uy } SStema bat ere lotua da.

Teorema. P = {ﬁl,ﬁz,...,ﬁp} sstema askea bada, haren edozein azpimultzok osatutako

edozeind € P azpisistema ere askea da.

Teorema. {#;,,, ..., ,} bektore-sistema lotua da, baldin eta soilik baldin sistemako

bektoreren bat beste bektoreen konbinazio lineala bada. Zdhéekitorea bere baitan duen

edozein sistema lotua da.

Teorema. {?;,7,,...,¥,} sistema askea bada etd,; & (V;,7,, ..., 1) bada, orduan,

{D1, D2, ..., By, Upy1 } Sstema ere askea da.

3.12 Espazio bektorial bateko oinarria. Dimentsioa

3.12.1 Espazio bektorial bateko oinarria

Definizioa. ((E, +), (K, +,-),o) espazio bektoriala emanik] = {#,,¥,, ..., ¥,} bektore-
sistema askea bada dtaespazioaren sistema sortzailea b&taistemaE espazioaren oinarri

bat dela esaten da.

Teorema. Izan bedi((E,+), (K, +,-),°) espazio bektoriala et& = {#;,v,,...,%,} haen
oinarri batii € E edozein bektore, Ko bektoreen konbinazio lineal gisa idatz daiteke:

ﬁ) = 0!1171 + 0(2172 + -+ anﬁn

(ay, oy, ..., ) eskalarrakii bektorearer¥ oinarriarekiko osagaiak edo koordenatuak diraieta
bektorea ondoko notazioa erabilita idaztenta: (a,, @y, ..., @)y

Propietateak:

- Edozein espazio bektorialek gutxienez oinarri bat du.

- Espazio bektorial bateko edozein oinarri bektore kopuru berberaz osatuta dago.
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3.12.2 Espazio bektorial baten dimentsioa

Definizioa. E espazio bektorial batekd = {¥;, ¥,, ..., ¥,} oinari bat emanik, oinarriko

bektore kopurua espazio bektorialaren dimentsiodia(F) = n.

Oharra:

Izan bedi ((E,+), (K,+,-),o) espazio bektoriala etd haren azpiespazio bektorial bat.

Orduanidim S < dimE.
Ondorioak:

- n dimentsiodun espazio bektorial bateko elementuz osatutako edozein sistema
sortzaile askea da.

- n dimentsiodun espazio bektorial bateko edozein sistema aske gehidrektorez
osatua dago.

- n dimentsiodun espazio bektorial batekobektore baino gehiago dituen edozein
sistema lotua da.

- n dimentsiodun espazio bektorial bateko edozein sistema sortzaile gutxibe&orez
osatua dago.

3.12.3 Azpiespazio bektorial baten ekuazio parametrikoak

Izan bedi((E, +), (K, +,-),°) n dimentsioko espazio bektoriala éta= {¥,, ¥,, ..., ¥,} ber
oinarri bat. lzan be(ﬂ(s, +), (K, +,~),o) E-ko azpiespazio bektorial bat €, 55, ..., S} S-ren
sistema sortzaile bat, non:

81 = (@11, a21, ) A1)y
§p = (a12r‘1‘22: ey An2)y

8y = (a1r) Azr) ) Anr )y

Orduan, S azpiespazio bektorialé oinarriarekiko ondoko eran adieraz daiteke:
X1 = a11t1 + alztz + -+ alrtr
§= Xy = a21t1 + azztz + -+ aZrtr

Xn = anltl + anztz + e+ anrtr
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ti,ty, ..., t, parametroak K gorputzekoak izanik eta? = (x;,%5,..,Xp)y €S, S
aziespazioko edozein bektore izanik. Ekuazio hoSeilzpiespazioarery oinarriarekiko
ekuazio parametrikoak deritze.

3.12.4 Azpiespazio bektorial baten ekuazio inplizituak

Izan bedi((E, +), (K, +,-),°) n dimentsioko espazio bektoriala éta= {7, ¥,, ..., ¥,} haen
oinarri bat. Izan bed((S, +), (K, +,~),o) E-ko azpiespazio bektorial bat. Orduah.ekuazio

linealetako sistema homogeneo baten emaitza bezala adieraz daiteke:

a;1X; +agx; + ot agmx, =0
S = az1Xq + AppXyp + -+ AoynXpy = 0

Am1X1 + ApaXy + -+ Xy =0 v

Ekuazio horieiS azpiespazioarel oinarriarekiko ekuazio inplizituak deritze. Azpiespazio
bateko linealki independenteak diren ekuazio inplizituek ondoko berdintza betetzen dute:

dimE = dim S + linealki independenteak diren ekuazio inplizitu kopurua

3.130satu gabeko oinarriaren teorema

Izan bediE n dimentsiodun espazio bektoriala, eta izan bitez {%,, ¥, ..., ,} linealki
independenteak diref espazio bektorialekp bektore,p < n izanik. OrduanE espazioan
beraien artean etd sistemako bektoreekiko linealki independenteak diper- p) bektore,
Wpi1, Wpaa, ., Wy € E, aurki daitezke non(v;, ¥y, ..., By, Wyi1, .., Wy } SistemaE espazio

bektorialeko oinarria den.

3.14 Azpiespazio bektorialen arteko eragiketak

3.14.1 Azpiespazio bektorialen arteko ebakidura

Izan bitezE espazio bektoriala et§; etaS, bertako bi azpiespazio bektoridl, etas,
egpazioen ebakidura aldi bereay eta S, azpiespazioetan dauden elementuez osatutako
azpiespazio bektoriala da eta @ S, notazioa erabilita adierazten da:

SiNS,={d€EUES; AU ES,}
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3.14.2 Azpiespazio bektorialen arteko batuketa

S; azpiespazio bektoriald, eta S, azpiespazio bektorialen batuketa dg;ko edozein
bekbre S;-eko bektore baten efa-ko beste baten arteko batuketa gisa adieraz daitekeenean:

VU E S3,AV, €5,AV, €S, = Uy + 1,

Kasu honetan, espazio bektoriafg = S; + S, notazioa erabilita adierazten da. Gainera,
dimentsioek berdintza hau betetzen dute:

3.14.3 Azpiespazio bektorialen arteko batuketa zuzena

E espazio bektorialeko edozein bektoreren deskonposaketata S, azpiespazio
bekbrialetako elementuen batuketa gisa bakarra denBamspazio bektoriales, eta S,

aziespazio bektorialen batuketa zuzena dela esaten da eta honela idagZtenSde®s, .

Teorema. E espazio bektorial§; eta$S, azpiespazio bektorialen batuketa zuzena denean,
Vi = {01, 0y, ..., ¥y} etaVy = {tiy, Uy, ..., Uy} Sy €tas, azpiespazio bektorialetako oinarri bana
izanik, V; UV, E espazio bektorialeko oinarri bat da eta zera betetzen da:

dim(E) = dim(S,) + dim(S,)

Teorema. Azpiespazio bektorialen arteko batukgta S, + S, zuzena da, baldin eta soilik

baldin $; n S, = {0}.
3.14.4 Azpiespazio osagarriak

Izan bediE espazio bektoriala et& haren azpiespazio bektorial bt.azpiespaziod-ren
E-rekiko osagarria dela esaten da, ondoko berdintzak betetzen badira:
{F nG = {0}
F+G=E

Orduanft = F®G beteko da.

3.150inarri-aldaketa matrizea

Izan bediE n dimentsiodun espazio bektoriala, eta izan bite= {i,,u,, ..., U,} €a
V ={¥;,V,,..,,} betako bi oinarri. V oinarrian idatzita daukagun edozein bekidre

oinarrian idaztekdy oinarritik U oinarrirako aldaketa ematen digun formula erabil daiteke:

(f)u = (51: 2y ﬁn)U(J_C))V
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non:

- (®)y: X € E bektorearerV/ oinarriarekiko koordenatuen zutabe bektorea.
- (¥)y: X € E bektorearenJ oinarriarekiko koordenatuen zutabe bektorea.

- (%1, ..., Up)y: Oinarri aldaketa matrizea da. Matrize haudimentsioko matrize
karratua da,i. zutabeko elementuak oinarriko ¥; bektorearenU oinarriarekiko
koordenatuak izanik.

Oharra:

Goiko formula erabilizlJ oinarritik V oinarrirako aldaketa ematen digun formula ondoriozta
daiteke:

(f)U = (7_7)1"72' "'Jﬁn)U()_C))V = (J_C))V = ((1})1!{}2! "'rﬁn)U)_l(f)U
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EBATZITAKO ARIKETAK

P1. Esan ondoko azpimultzoak hurrenez huRéetaR*-ko azpiespazioak diren:
a) V={(x,y,2)eR®| 2x+y=3zx—y =0}

by W={(x,y,zt) ER*| x—y+2z=t,x+y=2t—1}.

EBAZPENA

a) lkusiko dugu ea zero bektorea edo bektore n@yg, z) = (0,0,0) V azpimultzoan

-0+0=3-0

dagoen. Ez baleg®, ez litzateke azpiespazio bektoriala iza 0—0=0

Bete beharreko berdintza biak betetzen direnez, bektore filuadago, berazy
azpimultzoaR3-ko azpiespazio bektoriala izan daiteke. Azpiespazio bektoriala dela
ziurtatzeko ondokoa frogatu behar dugu:

VX,yEVAVa,BER>aX+ By EV

Izan bitezX = (xy,y1,2,) €V etay = (x,,y,,2,) € V. Beraz, ondoko berdintzak beteko
dira hurrenez hurren:

{ 2x1 +y1 =3z (1 ota {sz + ¥, =32, (3
x1_}’1=0(2) xz_}’2=0(4)

aX + By bektorea osatuko dugu:

ax + By = a(xy,y1,21) + B(x2, Y2, 22) = (axy + Bxp, ay, + By, azy + Bz;)

aX + By € V beteko da, ondoko ekuazioak betetzen badira:

{2(0051 + Bx3) + (ay1+By2) = 3(5)
(axy + Bxz) — (ay1+By2) = 0

(1) adierazpeneko berdintzaren alde bialeskalarraz eta (3) ekuaziokofikeskalarraz
biderkatuz lortzen diren ekuazioak batuz zera lortzen da:

a(2x; +y1) = a(3z;)
+ = 2ax, +ay; + 2Bx, + By, = 3az; + 3z, =

B(2x; +y,) = (32,)
2(axy + Bxz) + (ay1+By2) = 3(azy + z3) (5
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Era berean, (2) adierazpeneko berdintzaren aldedbidkalarraz eta (4) ekuaziokogk

eskalarraz biderkatuz lortzen diren ekuazioak batuz hurrengoa daukagu:

a(x;—y1) =0
+ = ax; —ay; + Bx; — By, = 0= (axy + x;) — (ay+By2) = 0 ()
Blx,—y2) =0

Beraz,aX + fy € V betetzen da, (5) eta (6) ekuazioak betetzen baitira, eta, ondorioz,

R3-ko azpiespazio bektoriala da.

0—-0+2-0=0

b) Zero bektored/ azpimultzokoa den ikusiko du +0%2.0-1

Bigarren berdintza betetzen ez denez, zero bektorea eadagpimultzoan. Ondorioz,

W ez da R-ko azpiespazio bektoriala.

P2. Kalkulatua etab parametroek bete beharreko erlazioa {(x,y,z,t) € R* |ax +y =

bz, bx — 2y + a = t — b} multzoa R-ko azpiespazio bektoriala izan dadin.
EBAZPENA

V multzoaR*-ko azpiespazio bektoriala izateko ezinbestekoa da bektore nuluak, hau da

0= (0,0,0,0) bektoreak, Imultzoko ekuazioak betetzea:

a-0+0=>b-0

b 0—2-04a=0—b >a=-b=>a+b=0

6€V=>{

Orain ikus dezagun éax,y € VAV a, B € R = aX + By € V betetzen den.

Izan bedi¥ = (xq,v4,24,t,) € V. Beraz, ondoko berdintzak beteko dira:
ax; +y; = bz (g
bxy —2y; +a=t; — b (y
. . ax; +y, = bz, (3
Eta izan bedy = (x3,y2,2,,t,) EV = {bxz —2y,ta=t,—b

ax + By bektorea osatuko dugu:

ax + By = a(xy,y1,21,t1) + B(X2, Y2, 22, t2) =
= (axq + Bxy, ay, + By,, az; + Bz, aty + ft,)
X3 V3 z3 t3
aX + By €V izateko ondokoak bete behar dira:
axz +y3 = bz3(5)
bX3 - 2y3 +a= t3 - b(6)
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(1) adierazpeneko berdintzaren alde biakeskalarraz eta (3) ekuaziokogk eskalarraz
biderkatuz lortzen diren ekuazioak batuz zera lortzen da:

a(ax; +y;) = a(bz,)
+ = aax; + ay; + afx, + By, = baz; + bfz,
B(ax, +y;) = B(bzy)

= a(ax; + fxz) + (ay1+By;) = b(az, + fz;) = axz +y3 = bz
Etaberazax + By bektoreak (5) ekuazioa betetzen du.

Era berean, (2) adierazpeneko berdintzaren alde diaskalarraz eta (4) ekuaziokogk
eskalarraz biderkatuz lortzen diren ekuazioak batuz zera daukagu:

a(bx, — 2y, +a) = a(ty — b)
+
Bbx; — 2y, +a) = B(t; — D)

= bax, — 2ay; + aa + bfix, — 2fy, + aff = at; —ab + ft, — b
= b(axy + Bx;) — 2(ay+By,) + ala + ) = (aty + ft;) —b(a + )
= bxs —2ys;+ala+p)=t;—bla+p)

Azken adierazpenetikX + By bektoreak (6) ekuazioa betetzeko berdintza hauek bete behar
direla ondorioztatzen da:

{a(a'+ﬁ) =a

b(a+ﬁ)=b=>a=0etab=0 Va,f ER

a =0 etab =0 badira,aX + By bektoreak (6) ekuazioa beteko du. Eta orduarR*-ko
azpiespazio bektoriala izango da. Ohartu, kasu honetan zero bektorezgoteko baldintza

betetzen dela, hau da+ b = 0.

Laburbilduz, VR*-ko azpiespazio bektoriala izateko beharrezkoa da a = bbe#izea.
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P3. Esan #=(-21,01), #=(01,-20), w=(03,-2,-1) eta £=(101—-1)

bektoreak linealki dependenteak diren.
EBAZPENA

Dependentzia edo independentzia linealaren erlazioa planteatzen da. Berdintza hau
koefiziente guztiak nuluak direnean bakarrik betetzen bada, bektoreak linealki independenteak

izango dira, eta, bestela, linealki dependenteak:

a-U+pB-D+y - w+8-t=0

a(-=2,1,0,1) + (0,1,-2,0) + y(0,3,-2,-1) + §(1,0,1,—1) = (0,0,0,0) =

—2a+6=0

a+pB+3y=0 6 _ _ 6
—2p—2y+6=0_"%=7 F=0 y=-5 VIER
a—-y—6=0

Kasu honetan posible da konbinazio lineala zero izatea koefizienteren bat ez-nulua izanik.

Beraz, ¥, w etatf bektoreak linealki dependenteak dira.

P4. Frogatu sistema sortzailearen definizioa erabilfta= {(1,2,1),(—2,0,1),(1,0,1)}

sistema R espazio bektorialeko sistema sortzailea dela.
EBAZPENA

S sistemaR3 espazio bektorialeko sistema sortzailea izang@®é&o edozein bektor§-ko
bektoreen konbinazio lineal gisa idatz badaiteke. Hau da, ondokoa da frogatu beharrekoa:

V= (x,v,z) € R%3abc ER:¥=a(1,2,1)+hb(-2,0,1) + c(1,0,1)

Eragiketak eginez ondoko sistema lortzen da:

x=a—2b+c
y=2a
z=a+b+c

Sistema horren soluzioa, adibidez, Cramer-en erregela erabilita lor daiteke:

Z—X

b=

a=

N[ W

-y 2z x
c=5t3t3
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Sistemak soluzioa duenez, frogatuta geratzen da ed®zeiR3 bektorerentzat existitzen
dirdlaa, b,c € R eskalarrak non aukeratutako bektafeleo elementuen konbinazio lineal gisa

idatz daitekeen. Ondoriog,sistema R espazio bektorialeko sistema sortzailea da.

P5. P={,v,w} sistema emanik, nomi= (1,m,—2),7=(m+10,1) eta W=
(2,0,2m — 1) diren:

a) Kalkulatum parametro errealaren baliBebektore-sistema askea izan dadin.

b) Posiblea al d& bektore-sistemaR3-ko oinarri bat izatea? Baiezko kasuan, kalkulatu
X = (—2,2,2) bektorearen osagaiak oinarri horretar= —1 denean.

EBAZPENA

a) P bektore-sistema askea izango da, bektore horiek osatutako matrizearen heina 3 denean.

1 m+1 2
Hau dah| m 0 0 = 3 denean.
-2 1 2Zm—1

Bektore horiek osaturiko determinantearen balioa kalkulatuko dugu eta zerorekin

berdinduko dugu:
1 m+1 2 Zf(l)
m 0 0 |[=0=3m-m?-2m3=0> T3
-2 1 2Zm—1 m=——=

Determinantea zero dam =0 edom =1 edo m = —3/2 denean, eta kasu hauetan
bektoreek osatzen duten matrizearen heina ez da 3 izango. Hasgisiama ez da askea
izango. Bestela esanda, m #efam # 1 eta m # —3/2denean, Kistema askea izango
da.

b) Aurreko atalean lortu ditugum parametroaren balioetarakem € R—{—%,O,l}, P

sistema askea izateaz g#Ai-ko oinarria ere bad&R> espazio bektorialaren dimentsioa
3 bata etaP sistema hiru bektore askez osatuta baitago. Hartaz,—1 denean erep
sistemako bektoreeR3-ko oinarri bat osatzen dute nan= (1,—1,-2),% = (0,0,1) eta

w = (2,0,—3) diren.
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X = (—2,2,2) bektorearen osagaiak kalkulatzeko nahikoa Pdainarriko bektoreen
konbinazio lineal gisa idaztea:

—

X=a-Uu+p-v+y-w

Eragiketak eginez eta berdinduz zera daukagu:
(-2,22) =a(1,-1,-2) + 5(0,0,1) + y(2,0,—3)

—2=a+2y
> 2=—a > a=-2, B =-2, y=0 > X =(-2,-20)p
2=-2a+p -3y

P6. Izan bediA = {#,,7,,7¥;} R3 espazio bektorialeko oinarri bat, nah = (1,0,1),
¥, = (=2,0,—1) etav; = (2,—-1,1), etav = 3%, — 20, — ¥; bektorea. 1zan beds R3-ko
azgiespazio bektorial bat et = {u;,1,} haen oinarri baty; = (0,1,—1) etaiu, = (1,0,1)

izanik.

a) Kalkulatu® bektorearen koordenatu@&-ko oinarri kanonikoarekiko.

b) Esan ea? bektoreaS azpiespazio bektorialean dagoen ala ez, eta egotekotan, kalkulatu
bektore horren koordenatuBkoinarriarekiko.

EBAZPENA

a) ¥ bektorearen adierazpeneanii; etav; bektoreak ordezkatuz zera daukagu:
¥ =30, — 20, — U3 > ¥ = 3(1,0,1) — 2(=2,0,-1) — (2,-1,1) = ¥ = (5,1,4)

Beraz, vbektorearen oinarri kanonikoarekiko koordenatuak hauekigira: (5,1,4).

b) § = (u,1,) dena:
VX€eSda,feER:X=0a(01,-1)+p£(1,01)=B,a—-a+p)

¥ bektoreas azpiespaziokoa izango d@, @, —a + ) forma badu. Ikus dezagun:

5=8
G1o)=0B,a—-a+p)= l=a =a=1letaf=>5
4=—-a+p

Beraz, 7 bektoreaS azpiespaziokoa da eta bere koordenatBakinarriarekikovy =
(1,5)p dira.
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P7. Izan bediP,(x) bigarren mailako edo bigarren maila baino txikiagoko polinomioek

osdutako espazio bektoriala(x) = ax? + bx + c nona, b, c € R.

a) p;(x) = 3 polinomioa emanik, frogaté = {p, (x), [ p,(x)dx, [[ (p;(x)dx)dx} sistema
P, (x)-eko oinarri bat dela. Integrazio konstantea nulua kontsideratu.

b) Kalkulatu2x? + 3x — 1 bekorearen koordenatuakoinarriarekiko.

EBAZPENA

a) V sistemako bektoreak kalkulatuz hasiko gara:

3
fpl(x)dx =3x, f (p1(x)dx)dx = Exz

V= {3,3x,%x2} sistemako bektoreak linealki dependenteak edo independenteak diren
ikusteko beraien konbinazio lineal orokorrak zero ematen duen kasua planteatzen da:

3
-y=0=>y=0

2
36=0=8=0
3a=0=>a=0

3
y-§x2+[§-3x+a-3=0x2+0x+0=>

Aurreko ekuazioa betetzeko= 8 = y = 0 bete beharko da. Hau d&,= {3,3x,%x2}

sigema askea d&,(x) espazio bektorialaren dimentsioa 3 deneZd/etstema linealki
independenteak diren hiru bektorek osatzen dutenez, sistemaP}(af] espazioko

oinarri bat da.

b) Aurreko ataleko oinarriarekik@x? + 3x — 1 bektorearen koordenatuak kalkulatzeko,
bektore hori oinarriko bektoreen konbinazio lineal gisa idatziko dugu:

3
2x2+3x—1= y~§x2+ﬁ'3x+a'3

Berdintza hori beteko da ondokoak betetzen direnean:

(3 =2> —4
| ZV— V—3
36=3=p8=1

3a=-1= ———1
a a 3

Beraz, 2x?+3x—1 bektorearen V = {3,3x,§x2} oinarriarekiko  koordenatuak

(—;, 1,§)V dira.



112 Aljebra: teoria eta ariketak. Mathematica programaren aplikazioa

P8. Kalkulatu ondoko azpiespazio bektorialen dimentsioa, ekuazio inplizituak eta

parametrikoak.
a) S=((1,-1,0),(0,1,0)).
b) §=(1,2,1,0),(2,—-1,1,0),(0,0,0,1)).
c) $=¢(1,0,2,0),(2,0,0,—1)).
EBAZPENA

a) S=((1,-1,0),(0,1,0)) azpiespazioaren dimentsioa kalkulatzen dugu:

|1 Y#0o=dims=2

Bestalde,dim S = dimR® — p berdintza betetzen dp, linealki independenteak diren
azpiespazio bektorialeko ekuazio inplizituen kopurua izanik. Kasu honeta3.— 2 =
1. Beraz, S azpiespazio bektorialeko ekuazio inplizitua bakarra da eta era honetan

kalkulatzen da:

Izan bedi(x,y,z) € S bektorea,(1,—1,0) eta (0,1,0) bektoreen konbinazio lineala
dena. Hiru bektore horiek linealki dependenteak izango direnez, determinanteak zero

emango du:
x 1 0
y -1 1{=0=>2z=0
z 0 0

Beraz, Sazpiespazio bektorialeko ekuazio inplizitua 0 da.

Ekuazio parametrikoak lortzeks;ko edozein bektoreren adierazpena aztertuko dugu:
(x,y,2) = a(1,-1,0) + B(0,1,0) = (&, —a + ,0)

Honela,S-ko ekuazio parametrikoak hauek dira:

xX=a
{y=—a+,8, Va,f ER
z=0

b) $=((1,2,1,0),(2,—-1,1,0),(0,0,0,1)) azpiespazioaren dimentsioa kalkulatuko dugu:

2 -1 0
1 1 0|#0 =>dimS=3
0 0 1
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Berriz ere, dim S = dimR* — p berdintza erabiliko dugu linealki independenteak
diren azpiespazio bektorialeko ekuazio inplizituen kopurua izanik. Berazt —3 =1
betetzen da, hau da, azpiespazio bektorialeko ekuazio inplizitua bakafxayda,t) €

S bektored(1, 2,1,0), (2,—1,1,0) eta(0, 0,0, 1) bektoreen konbinazio lineala izango da.
Hortaz, bektore hauek osatutako determinantea zero izango da:

1 2 x 1 2 0

x 0 x 1 2

y 2 -1 0 — y 2 -1 0 — (_1)4+4 _ — _ —
z 1 10 0=>Z 1 10 -1 y i i 0=>3x+y—-5z=0
t 0o 0 1 t 0o 01 d

Hala bada$ azpiespazio bektorialeko ekuazio inplizitua 3x + y — 5z dd

Ekuazio parametrikoak lortzeks;ko edozein bektoreren adierazpena aztertuko dugu:
(x5 2t) =a(1,2,1,0) + B(2,—1,1,0) + y(0,0,0,1) = (@ + 2B, 2a — B, a + B,y)

Ondorioz,S-ko ekuazio parametrikoak hauek dira:

x=a+2p

y=2a-§

t=a+p’ Va,B,y €R
t=y

c) Aurreko kasuetan jarraitutako prozesua erabili®, = ((1,0,2,0),(2,0,0,—1))
azpiespazioaren dimentsioa kalkulatuko dugu:

2 O |#0=dims=2

Ondorengo berdintzatik linealki independenteak diren ekuazio inplizituen kopurua
kalkulatzen da:

dimS=dimR*— p=>2=4—-p=>p=2

(x,y,z,t) €S bektore orokorra (1,0,2,0) eta (2,0,0,—1) bektore linealki
independenteen konbinazio lineala denez, beraiek osatzen duten matrizearen heina 2

izango da:

=
+ N R
ON O =

p = 2 denez, linealki independenteak diren bi ekuazio inplizitu behar ditugu, beraz, hiru

ordenako bi minorren determinanteek nuluak izan behar dutela planteatzen dugu:

y 0 0
z 2 0|=0=>-2y=0=>y=0
t 0 -1
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x 1 2
z 2 0|=0=>—-2x—4t+2z=0
t 0 -1

Beraz, hauek dirs azpiespazio bektorialaren ekuazio inplizituak:
{Lox Zicr
—2x—4t+z=0
Ekuazio parametrikoak kalkulatzeks, azpiespazio bektorialeko sistema sortzailea
osatzen duten bi bektoreen konbinazio lineal orokorra planteatzen da:
(x,v,2,t) = «(1,0,2,0) + f(2,0,0,—1) = (a + 28,0,2a, —f)

S azpiespazio bektorialaren ekuazio parametrikoak hauek dira:

x=a+2p
y=0
=2a Va,f €ER
t=-0

P9. Izan bedb = {p(x) € P3(x) | p'(—1) = 0}.

a) FrogatuS azpimultzoa B(x) espazioko azpiespazio bektoriala dela.
b) KalkulatuS azpiespazioaren dimentsioa eta haren oinarri bat.

c) OsatuS azpiespazioko oinarriBs (x)-ren oinarri bat lortu arte.

EBAZPENA

a) S azpiespazio bektoriala izateko ondoko baldintza bete behar da:
Va,BERVpx),qx) eS= r(x) = ap(x) +fq(x) € S

Hau da, Sko bi polinomiotatik abiatuz, beraien edozein konbinazio lineal erel&goela
frogatu behar da:(x) polinomioaS-n egongo daz’(—1) = 0 baldintza betetzen badu.

r(x) polinomioaren adierazpena deribatuzxeta —1 ordezkatuz zera daukagu:

p(xOS
a(xos

') = ap'() +pq'(x) =>r'(-D = ap'(-D+pq'(-1) = a-0+p-0=0

Ondorioz,r(x) € S betetzen da ethazpiespazio bektoriala izango da.

b) 1zan bedip(x) € P;(x) = p(x) = ax® + bx? + cx + d. Polinomio horiS azpiespazio
bektorialean egongo da’,(—1) = 0 betetzen bada. Ikus dezagun baldintza hori betetzeko
parametroek bete beharreko erlazioa:

p'(-1)=0=3a—-2b+c=0 =2c=-3a+2b
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Hau da,S azpiespazioko polinomio orokor baten adierazpena hauxe da:

p(x) =ax®+bx?+ (=3a+2b)x+d = p(x) =a(x®—3x) +b(x?+2x)+d

Beraz, S azpiespazioko edozein element® = {x3 — 3x, x2 + 2x, 1} sistemako
elementuen konbinazio lineal gisa idatz daiteke. HauBd&jstemaS azpiespazioko
sistema sortzaile bat da. Ikus dezagun ea sistema hori askea den. Horretarako,
dependentzia edo independentzia linealeko erlazioa definitzen da:

(3 =30 +a,(x2+2x) +az-1=0 = a;x3 + ax? + (-3a;, + 2ay)x+a; =0

= a; = ay, = a3 = 0 = B sistema askea da.

Laburbilduz B = {x® — 3x, x? + 2x,1} sistema sortzailea eta askea denez g§ro,
azpiespazio bektorialeko oinarri bat da éim S = 3 betetzen da.

¢) Hirugarren mailako edo hirugarren maila baino txikiagoko polinomioen espazio
bektorialak hau betetzen du: dim; &) = 4. Gaineradim S = 3 dela daukagu. Horrela,
S-ko B oinarritik abiatuzP; (x) espazio bektorialeko oinarri bat kalkulatzeko, nahikoa da
B-ko bektoreekiko linealki independentea den bektore bat aurkitzea.

Izan bediB’ = {x3 — 3x,x2 + 2x, x, 1} sistemap sistemanx elementua gehituta lortzen
den sistema. Sistema hori askea izango da sistemako bektoreen edozein konbinazio lineal
nulutako eskalar guztiak nuluak direnean:

a;(x3 = 3x) +a, (x> +2x) + azx +a, =0

= o x3 + ax? + (—3ay + 2ata3)x+a, =0 > ay=a, =az=a, =0

Beraz, B’ = {x3 — 3x,x% + 2x,x,1} sistema askea da e (x) espazio bektorialeko
oinari bat da.

P10. Izan bitezA = {d,,d,,d,d,} ea B = {by, by, bs,b,} R* espazio bektorialeko bi

oinari, nond, = by — b,, d, = 2bs, d3 = b, + 2b, etad, = b, — b3 diren.

a) Kakulatu ¥ bektorearen koordenatuakR oinarriarekiko, A oinarriarekiko haren
koordenatuak £= (1,0,—1,—1)4 direla jakinik.

b) Kalkulatu y bektorearen koordenatuak oinarriarekiko, B oinarriarekiko haren
koordenatuak g = (1,1,0,—1)p direla jakinik.
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EBAZPENA

a) Suposa dezagur¥ bektorearen koordenatuak oinarriarekiko X = (xq, x5, X3,%4)p
direla. Orduan:

£=x1-51+x2-Ez+x3-53+x4-54(1)

(1,0,—1,—1) osagaiakX bektorearen koordenatuak oinarriarekiko direnez, zera

betetzen da:
55=1‘(_1)1+0'c-l>2+(—1)-&3+(—1)'&4

Azken ekuazio horretad oinarriko bektoreekB oinarriko bektoreen menpe dituzten
erlazioak ordezkatuz zera daukagu:

%=1-(by —by)+0-2bs + (=1) - (by + 2b,) + (=1) - (b, — b3)
= J? = —232 +B)3 - 234 @

X, = 0
Azkenik, (1) eta (2) adierazpenak berdinduz ondorengoa da aéﬁﬁ:i ;2. Beraz,x
=
X4 = -2

bektorearen koordenatu&koinarriarekiko % = (0,—2,1, —2) dira.

X bektorearen koordenatuak oinarriarekiko kalkulatzeko beste era bat oinarri-
aldaketako adierazpena erabiltzean datza. Hau da:

2 s s s o S
Xp = (A4, 0y, d3,0d4)p - Xy

Aurretik lortu dugun emaitza bera lortzen dela egiazta daiteke:

X1 10 1 0 1 X1 0
Y2 (-1 0 0 1} [ O} (¥ (-2
X3 02 0 -1 -1 X3 1
X4 B 0 0 2 0 B -1 A X4 B -2 B

b) Supos dezaguny bektorearen koordenatuak oinarriarekiko y = (y1,¥2, V3, Va)a
direla. Orduan, definizioaren arabera zera betetzen da:
Yy=y1 a1+ Yy dy+y3-dz+ys-dy

Azken adierazpen horretahoinarriko bektoreelB oinarriko bektoreen menpe dituzten
erlazioak ordezkatuz zera daukagu:

}7=Y1'(51 —52)4'3’2'253 +}’3'(51 +254)+Y4'(52—53)
= ¥ =1 +y3)by + (=y1 + Ya)by + 2y, — ya)bs + 2y3b, (3
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¥ bektorearen koordenatugkbektorearekiko hauek direneg # (1,1,0,—1)g:
J=1-by+1-by+0-bs+ (=1) by (q)

Eta (3) eta (4) adierazpenak berdinduz noni =1,2,3,4 den, eskalarren balioak

kalkulatuko ditugu:
ntys=1 y1=3/2
1ty =1 N Y, =5/4
2y, =y, =0 y3 =-1/2
2y;=-1 Ya =5/2
. . . S 35 15 .
Beraz, ybektorearen koordenatudkoinarriarekiko y = (E'Z’ _E'E)A dira.

Kasu honetan ere oinarri-aldaketako adierazpena erabili ahal izango genuke koordenatu

hauek kalkulatzeko:

373 = (61' 62153154)3 -J_’)A

Aurreko ekuazioan ezagutzen ditugun gaien balioak ordezkatuz eta eragiketakigginez

ezzagunaren balioa lortzen da:

1 10 1 0 Y1 10 1 o0y * /1 Y1
1) (-1 0 0 1} (Y2} 5, (-1 0 0 1 Jd 1) =22 o
0 0 2 0 -1 V3 0 2 0 -1 0 V3
-1/p 00 2 0/ \¥i/, 00 2 0/g -1/5 \m/,
1 0 1 -1/2 1 Y1 Y1 3/2
1/2 1/2 1/2 -1/4 1) (2| o [>) = 5/4
0 0 0 1/2 0 V3 V3 -1/2
1 1 0o -1/2 -1/ Ya/ 4 Ya/ 4 5/2/ ,

P11. kan bedi ondoko bektore-sistei®a= {((1) _1),(_1 0),(0 1),(1 0)}.

a) FrogatuB sistema M(R) espazio bektorialeko oinarri bat dela.

2 4
3 -2
koordenatuak oinarri kanonikoarekiko.

b) lzan bediA4; =( ) B oinarrian idatzitako matrizea. Kalkula#y matrizearen

3 -1
2 2
marizearen koordenatudk oinarriarekiko.

c) lzan bedi A2=( ) oinarri  kanonikoan idatzitako matrizea. Kalkulat,
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EBAZPENA

a) Bi dimentsioko matrize karratuen espazio bektorialaren dimentsioadédndaf, (R) =
4. B gstema M, (R) espazio bektorialeko oinarri bat izateko aski da sistemako lau

bektoreak linealki independenteak direla ikustea:

(o 0+ (G )l o)t D=6 o)

a+pf+6 —a+y\_(0 0 R —— 85—
=>< B s )_(0 0)=a—ﬁ—y—6—0
B sistema askea denez, () espazioko oinarri bat da.
b) A; matrizearen Binarriarekiko adierazpena erabilita posible da oinarri kanonikoarekiko
haren koordenatuak lortzea:

G 8,726 o+ 936 J+eaG D=

(8, =5 2

A; matrizearen oinarri kanonikoarekiko koordenatuak haue dir_a"4' .
-2 c

4

Oinarri-aldaketako adierazpena erabilita ere emaitza bera lortuko genuke:

X1 1 1 0 1 2 X1 4
X2 _[-1 01 0 4 N X2 | _ 1
X3 0 -1 0 O 3 X3 —4
X4/ ¢ 0 0 0 1/, -2/ g X4/ ¢ -2/ ¢

c) A, matrizearen oinarri kanonikoarekiko koordenatuak ezagutzen ditugu:
(3 -1
a=0 ")
Matrize honek B oinarriarekiko dituen osagaiak kalkulatzeko ondoko berdintza

planteatzen dugu:
G Demal 0+ G el D)o
a+pB+56=3 a=3
a+p+6 —a+y)=> —at+y=-1 _)f=-2

:@ _bcz( -8 B —B=2 y=2
§=2 5=2
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3
Beraz, A, matrizearenB oinarriarekiko koordenatuak hauek di a:_g . Berriz ere,
2/ p
oinari-aldaketako adierazpena erabilita emaitza bera lortuko genukeela egiazta daiteke:
3 1 1 0 1 X1 1 10 1, ! 3 x1
1| _{-1 0 1 0| (* -1 0 10 | =1) _(*
2] =l 0o -1 0 0 x5 7 0o -1 0 0 2] T\x) 7
2 Cc 0 0 0 1 I X4 B 0 0 0 1 I 2 Cc X4 B
1 0 1 -1 3 X1 X1 3
0 0 -1 o). [-1) _(* x| _ -2
211 1 -1 2] Tlx) Tlx) T\ 2
0 0 0 1 2/ ¢ X4/ g X4/ g 2/ p

P12. kan bediS = {( Z) | a,b € IR}, M, (R) espazio bektorialeko azpimultzo bat.

a
b+a
a) FrogatuS azpimultzoa M(R) espazioko azpiespazio bektoriala dela.

b) Kalkulatu$S azpiespazioaren oinarri bat.

c) lzan bediT = {(; i) |x,y € IR{}, M, (R)-ko beste aspiezpazio bektorial bat. Kalkula

ezazuS N T azpiespazio bektoriala.

EBAZPENA

a) S azpimultzoa azpiespazio bektoriala izango da, ondokoa betetzen bada:
Va,f ER,VABES= C= aA+fBB €S

Izan bitez AetaB S multzoko bi matrize, nom = (b _T_ a z) etaB = (d _CI_ c Ccl)

C = aA + BB matrizea eraikiko dugu:

a b) +,3( c d)=< aa + Bc ab+ﬁd>

C=a(b+a a d+c ¢ ab+aa+fd+ fc aa+fc

Ondoko aldagaiak definitud, = ab + Bd etaa’ = aa + Bc, C mdrizearen adierazpena

honela geratzen da:
_ a' b’
¢= (b’ +a’' a’)

Ikusten daC matrizeakS azpimultzoko matrizeen forma bera duela, beSazpimultzoa

M, (R) espazioko azpiespazio bektoriala da.
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b) S azpiespazio bektorialeko oinarri bat aurkitzeko, bertako sistema sortzaile bat lortuz
hasiko gara:

vAesdabeRr: A=(, ¢ Z)

S azpiespazioko Anatrize orokorra beste bi matrize hauen batura bezala idatz daiteke:
_( a by _(a O 0 by_ (1 0 0 1
A_(b+a a)_(a a)+(b 0)‘a(1 1)+b(1 0)

(/1 0y (0 1 . . . . . )
Beraz,B = {(1 1),(1 0)} sistemaS azpiespazioko sistema sortzaile bat da. Sistema

sortzaile bat oinarria izango da, askea bada. Ikus dezagusisi@ma askea den:
10 0 1y_(0 0 a a\ _ (0 0 o
al(l 1)+a2(1 0)_(0 0) :(a1+a2 “1)_(0 0):“7‘1—“2—0

Beraz, B sistema sortzailea izateaz gain askea ere bada. Orduasistema S
azpiespazioko oinarri bat da.

c) SNT azpiespazioko edozein matrize, bi azpiespazioetan dago. Hau da:
VAESNT=>A €eSetad €T
a by _(x Y
:>(b+a a)_(y x)

a=x
=>{ b=y =2a4g=0=2x=0
b+a=y

A es:aa,beRA=(bf:a Z)

AET zEIx,yE]R{A=(;C, )

Beraz, SN T azpiespazioko edozein matrizek forma hau dauka: ‘3?122() nony € R.
Beraz.SNT = {(0 y) € ]R}
: =1y o |y .

P13. Izan bite# = {(0,—,0,8)| a, Be R} eta T= {(xy, x5, X3, %4)| x4 = —x3} R* espazio
bekorialeko bi azpiespazio bektorial.

a) KalkulatuS etaT azpiespazio bektorialen oinarri bana.
b) KalkulatuS N T azpiespazio bektorialeko oinarri bat.

c) Kalkulatu S+ T azpiespazio bektorialeko oinarri bat barnean din espazio
bektorialeko oinarri bat.



Espazio bektorialak 121
EBAZPENA

a) S azpiespazioko oinarri bat kalkulatuz hasiko gara:
VX = (xq,X2,X3,%4) € S,3a, B € R: X = (xq,%5,%3,%,) = a(0,—1,0,0) + $(0,0,0,1)

Hau da,Bs = {(0,—1,0,0),(0,0,0,1)} sistemaS-ko sistema sortzaile bat dBs sistema
aslea izateko bertako bektoreen konbinazio lineal nulua, eskalarrak nuluak diren kasuan
bakarrik lortuko da:

a,(0,—1,0,0) + @,(0,0,0,1) = (0,0,0,0) > a; = a, = 0

B sistema askea ere badenekpSinarri bat da.

Prozesu berari jarraitu2 azpiespazioko oinarri bat kalkula daiteke. Lehenengo bertako
sistema sortzaile bat kalkulatuko dugi € T,3x;, X5, x3 € Ri X = (x4, X2, X3, —X3) ,

hau da
X = (x1,0,0,0) + (0,x,,0,0) + (0,0, x5, —x3) = x,(1,0,0,0) + x,(0,1,0,0) + x5(0,0,1, —1)

Br ={(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,—1)} sistemaT azpiespazioko sistema sortzailea da.
Askea den aztertuko dugu:
a,(1,0,0,0) + ,(0,1,0,0) + @5(0,0,1,—1) = (0,0,00) = a; =a, =a; =0

B askea ere badendzaziespazioko oinarri bat da.

b) v¥e SNT =X €S etax €T beteko dira. Azpiespazio bietan dagoen bektore bat
kontsideratuko dugu:

¥€S,da,pER: X = (0,—a,0,8) }
X € T,3xy, %5, %3 € RiX = (21, X2, X3, —X3)

Xy = 0
. . . Xy, = —Q a = —Xp
Adierazpen biak berdinduta zera dauk Ux3 N =>{ B=0
—x3=p

Ondoiioz,vX € SNT = % = (0,x,,0,0) = x,(0,1,0,0), Vx, € R
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c)

Aljebra: teoria eta ariketak. Mathematica programaren aplikazioa

Hau da, B+ = {(0,1,0,0)} sistema N T azpiespazioko sistema sortzailea da. Gainera,
bektore ez-nulu bakarrak osatutako sistema denez, sistema askea da. OBglgrioz,

eb&idurako oinarri bat da.

S + T azpiespazio bektorialeko oinarri bat barnean dRéiko oinarri bat lortzekd +
T-ko oinarri baten kalkulua eginez hasiko gara. Azpiespazio hori bektore hauek osatzen
dute:

S+ T =((0,-1,0,0),(0,0,0,1),(1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1, —1))

BestaldeS + T azpiespazioaren dimentsioa kalkulatzeko berdintza hau erabil daiteke:
dim(S+T) =dimS+dimT —dim(SNT)=2+3-1=4

Beraz, S+ T azpiespazioko sistema aske bat lortzeko nahikoa da haren sistema

sortzailean askeak diren lau bektore aukeratzea. Adibidez,

{(0,-1,0,0), (0,0,0,1), (1,0,0,0), (0,0,1,—1)} bektoreek osatutako sistema askea izango

da, beraien determinantea ez-nulua bada:
0 0 1

o o

1.0 0
00 0 #0
01 0

|
=

Beraz,Bs,r = {(0,—1,0,0), (0,0,0,1), (1,0,0,0), (0,0,1,—1)} S + T azpiespazioko oinarri

4
bat da. Gainera,. S+TCR

Yim(S + T) = dim IR“} = S+ T = R* Beraz,Bs,r da bila gabiltzan

R*-ko oinarri bat.

P14. 1zan b|teZ S = ((1, 0, 0, 1), (0, 0, 1, 1)) etaT = {(.xl, X2,X3, .X4)| X1 — X3 — X4 = 0,
x, + x, = 0} R* espazio bektorialeko bi azpiespazio bektorial.

a) KalkulatuS etaT azpiespazio bektorialen oinarri bana.

b) KalkulatuS N T azpiespazio bektoriala.

¢) KalkulatuS + T azpiespazio bektoriala. Batura zuzena al da?

EBAZPENA

a) S azpiespazio bektorialeko sistema sortzailea osatzen {ddi®,0,1),(0,0,1,1)}

bektoreek. Gainera sistema hau askea da, bertako bi bektoreak ez baitira proportzionalak.
Hau daBs = {(1,0,0,1),(0,0,1,1)} S espazioaren oinarri bat da.
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T azpiespazioaren oinarri bat lortzeko bertako edozein bektorek izan beharreko formari
erreparatuko diogwx € T,3x3,x, € R: ¥ = (x5 + X4, —X4, X3, %,). Hau da
X = (x4 —%4,0,%4) + (x3,0,%3,0) = ¥ = x,(1,—1,0,1) + x5(1,0,1,0)

Br ={(1,-1,0,1),(1,0,1,0)} sistemal-ren sistema sortzailea da eta bera osatzen duten
bektoreak proportzionalak ez direnez, askea ere bada. OndBficE, azpiespazioko

oinari bat da.

b) SNT ebakidura-espazioko oinarri bat kalkulatzeko, bertako elementu orokor batek duen

forma aztertu behar da:
X, + X3 =«
X€Sdq, B ER X = (a,0,8,a+ ) }:> —x,=0 :{‘Z:ﬁ:O
X ET,Ax3,x4 ER X = (X3 + X4, —X4, X3,X4) x3=p X4 = x3=0
xy=a+f

Hau da ¥ € SNT bektore bakarrd = (0,0,0,0) bektorea da. Beraz,(§T = {0}.

c) S+ T azpiespazio bektorialaren dimentsioa kalkulatuko dugu:
dim(S+T) =dimS+dimT —dim(SNT)=2+2-0=4

dim(S +T) =4 betetzen da et& + TcR* denez,S + T = R* izango da. Gainera,
aureko ataletiks N T = {0} betetzen dela daukagu, beraz, batura zuzena @aT =

R*.

P15. Izan bitez S = {(.xl, X3,X3, x4)| X1+ x, = 0, X3 — Z.X4 = 0} eta

T = {(xq,%5,%3,%4)| X, — %, + x, = 0} R* espazio bektorialeko bi azpiespazio bektorial.
a) KalkulatuS etaT azpiespazio bektorialen oinarri bana.
b) KalkulatuS N T azpiespazio bektorialeko oinarri bat.
¢) KalkulatuS + T azpiespazio bektoriala. Batura zuzena al da?
EBAZPENA
a) S azpiespazioko sistema sortzaile bat kalkulatuko dugu, bertako bektore orokor batek

zera betetzen dwX = (xq, x5, x3,%,) € S,3x5, %4 € R: X = (— x5, X5, 2X4, X,). Hau da
X = (= x3,%5,0,0) + (0,0,2x4, x,) = x,(— 1,1,0,0) + x,(0,0,2,1)
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B; = {(—1,1,0,0),(0,0,2,1)} sistemaS azpiespazioko sistema sortzaile bat da. Bera
osatzen duten bektoreak proportzionalak ez direnez, sistema askea ere bada&, Beraz,
sistema Sazpiespazioko oinarri bat da.

Era antzekoanT azpiespazio bektorialeko sistema sortzaile bat lortuko dugu=
(1, %9, %3,%4) € T,3xq,x3,%4 € R: X = (xq, 21 + x4, x3,%,). Hau da:

X = (x1,%1,0,0) + (0,0, x3,0) + (0,x4,0,x,) = x,(1,1,0,0) + x3(0,0,1,0) + x,(0,1,0,1)

Br ={(1,1,0,0), (0,0,1,0), (0,1,0,1)} sistemaT azpiespazioko sistema sortzaile bat da.
Sistema hau gainera askea da:
a;(1,1,0,0) + ,(0,0,1,0) + @5(0,1,0,1) = (0,0,00) 2 a; =a, =a3 =0

Beraz, B- = {(1,1,0,0), (0,0,1,0), (0,1,0,1)} T azpiespazioko sistema oinarri bat da.

b) SNT ebakidurako edozein bektorek bi azpiespazio bektorialetako ekuazio inplizituak
bete behar ditu:

x1+x2=0 Xy = — X1 X, = —Xq

X3 — 2%, =0 ${953=2?C4 ﬁ{x3=—4x1
X1 — Xp+x,=0 X4 = —2x Xy = —2X

VX €SNT,3x; € R: X = (g, —xy, —4x1,—2x;). Beraz, Bsnr={(1,—1,—4,-2)}

sistema ebakidurako sistema sortzaile bat da. Gainera askea da, bektore ez-nulu bakarrak

osatzen baitu. Berazg R ebakidura azpiespazioko oinarri bat da.

c) S+ T azpiespazioaren dimentsioa kalkulatuko dugu:
dim(S+T) =dimS+dimT —dim(SNT)=2+3—-1=4

dim(S +T) =4 betetzen da et§ + TcR* denez,S+ T = R* izango da. Aurreko

ataletik SNT # {6} betetzen dela daukagu, beraz, ez da batura zuzena izango.
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EBATZITAKO GALDERAK

G1. Esan ondoko baieztapenak egiak ala gezurrak diren. Izarv bedi,, ¥,, 3} R3-ko

oinari bat. Orduan,

a) V, = {¥,,V, — ¥, %3} R3-ko oinarri bat da.

b) V, ={-9; + ¥, + U3, ¥, — U3, —V3} R3-ko oinarri bat da.

C) Vi ={-0, + 7V, + V3, ¥, — U3, 203 — ¥;} R3-ko oinarri bat da.

EBAZPENA

a) Egia.V = {#;, ¥,, 73} R3-ko oinarri bat bada, hura osatzen duten hiru bektoreak linealki
independenteak dira eta hiru bektore horiek zutabetzat dituen determinantea ez-nulua da,
hau da: |¥,,7, 73] # 0. Determinanteen propietateengatik zera  dakigu:

2,2,

oo s 2L, S
[V1, D2, V3| = |91,V — Uy, Vs

Eta |¥,,7,, V3] #0 denez, orduan |¥,¥, —¥;,73] # 0 daukagu. Beraz, V; =
{#1, 7, — ¥, ¥3} sistema askea d®3-ren dimentsioa 3 denez efa sistema 3 bektore

akek osatzen dutenez, sistema h&uk® oinarri bat da.

b) Egia. Aurreko atalekoa bezalako prozedurari jarraituz zera daukagu:

Z3-7 L+ 2yt Zy Z,-Z3
[P, V2, V3] = [,V — Uy, U3 — V| = =V + 0, + 03,0, — U, V53— V| =
Z4-2,+2,
= |-V + U, + V3,0, — U3, V3 — V| = |—V; + U, + V3, U, — U3, —Vs|
Eta |¥,, ¥,,U3] # 0 denez, orduan |—¥; + ¥, + U5, U, — U3, —VU3| # 0. Beraz,
V, = {—¥, + ¥, + U5, ¥, — U3, —13} sistema askea d®3-ren dimentsioa 3 denez éfa

sistema 3 bektore askek osatzen dutenez, sistemah&a Ginarri bat da.

c) Gezurra.V; sistemako 3. bektorea beste bi bektoreen konbinazio lineala da:

203 — Uy = (=0 + U, + ¥3) — (¥, — ¥3)

Beraz, |4 sistema ez da askea eta ondorioz ezin daRZ&ko oinarria.
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G2. Esan ondoko baieztapena egia ala gezurra Wen{v,, v,,v;} eta U = {u;,u,, U3}
sistemakR3-ko sistema askeak badira, ordudh= {v; + Uy, ¥, + i,, U5 + U3} Sstema ere

askea da.
EBAZPENA

GezurralV = {¥;,9,, 73} sistema askea emanik, nahikoalda= {i,,U,, U3} sistema askea

kontsideratzea nom); = —ii; betetzen den = 1,2,3 indizeren baterako. Suposa dezagun

¥, = —i; dela, orduanW = {5, U, + Uy, U3 + U3} sistema ez da askea, bektore nulua bere

baitan baitu.

G3. Esan ondoko baieztapena egia ala gezurra den. Zero bektorearen koordRftatuak

espazioko edozein oinarrirekiko nuluak dira.
EBAZPENA

Egia. Absurdura eramanez frogatuko dugu. Suposa deZaguf,, v,,..., U,} R™ren

oinari bat existitzen dela non zero bektorea era honetan idazten den:

0 = a;9; + a,¥, + -+ @, By, non indizeren baterakq e 0 den

Kasu honetany = {#,,7,,..., U,} Sistema ez litzateke askea izango. Hori gertatzea
ezinezkoa da zerdn R™-ren oinarri bat dela esan baitugu hasieran. Ondorioz suposatu duguna
abaurdua da eta, beraz, zero bektorearen koordendfakspazioko edozein oinarrirekiko

nuluak dira.

G4. Esan ondoko baieztapenak egiak ala gezurrak diterespazio bektorialea eta T
azpiespazioak kontsideratzen dira, beraien dimentsioak, hurrenez hdire§,=2 eta

dimT = 4 izanik.
a) Ondoko desberdintza betetzendan S + dimT = dim (S + T).
b) dim(SNT) =1 betetzen da.

c) 1<dim(SNT)< 2 betetzen dira.



Espazio bektorialak 127

EBAZPENA

a) Egia. Azpiespazioen baturaren dimentsioak honako berdintza hau betetzen du:
dim(S+T)=dimS+dimT —dim(SNT)

dim(SNT)>=0 denez, orduan, dimS+dimT =dim (S+T). Beraz, frogatuta

geratzen da.
b) Gezurra. dim(S NT) = 1 berdintza S + T = R> kasuan bakarrik beteko litzateke. Kasu
horretan, dim(S + T) = dim S + dim T — dim(S N T) berdintza beteko bailitzateke.

Orohar, dim(S + T) < 5 betetzen da, beraz:
dim(S+T) =dimS+dimT —dim(SNT)<5=>2+4—-dim(SNT) <5

=>dimSnT)=>1
c) Egia. Aurreko ataletik dim(SNT)>=1 dela daukagu. Gainera, SNT €S betetzen

denez, zera daukagu:
dim(SNT) <dimS=2=dim(SNT) <2

Eta desberdintza kontuan hartuz, hauxe da daukaguna:

1<dim(SNT) <2

Ondorioz, dim(S NT) = 1 edo dim(S N T) = 2 izan behar du.
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MATHEMATICA ERABILIZ EBATZITAKO ARIKETAK

M1. Esan ondoko azpimultzoak hurrenez huiRéetaR*-ko azpiespazioak diren:
a V=A{(xy2€eR®| 2x+y=3zx—y=0}.

by W={(x,y,zt) ER*| x—y+2z=t,x+y=2t—1}.

EBAZPENA

a) V multzoko ekuazioak definituko ditugu eta ikusiko dugu ea bektore nuluak ekuazio
hauek betetzen dituen:

Remove ["Global "%"]

ekl[{a , b , c }]=2a+b-3c;ek2[{a , b ,c }]=a-b-0;
nulua = {0, 0, 0};

ekl [nulua] =

True

ek2 [nulua] = 0

True

Bektore nulual/’ multzoko bektorea da, bertan egoteko baldintza biak betetzen baititu.

Hortaz,V azpiespazio bektoriala izan daiteke.

Ondoren,V azpiespazio bektoriala dela frogatzeko ondoko berdintza ea betetzen den
ikusiko dugu:

VX,YyEVAVaBER=> aX+pByEV
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Horretarako,X = (xq,%5,x3) €V ea ¥ = (y4,¥2,V3) € V bektoreak definituko ditugu
eta, ondoren, beraien konbinazio lineala dén+ 8y bektorea eraikiko dugu:

x={x1, x2, x3}; y = {yl, v2, y3};

bek =axx+fxy

{xla+yl B, x2a+y2 3, x3a+ y3 B}

X etay bektoreak Vmultzokoak direne#; multzoko ekuazio hauek betetzen dituzte:

eklx = ekl [x]

2x1 +x2-3x3

ek?x = ek2 [x]

xl - x2

ekly = ekl [y]

2yl+y2-3y3

ek2y = ek2[y]

¥l -y2

ax + By bektored/ multzokoa izango da, bertan egoteko bi ekuazioak betetzen baditu:

ekl [bek]

x2a+y2B+2 (xla+ylB) -3 (x3a+y3B)

ek2[bek]

xla-x2a+ylB-y28

ekl[bek] = axekl[x] + Bxekl[y] // Simplify

True
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ek?[bek] = axek2[x] + Brxek2[y] // Simplify

True

ax + By bektored/ multzoan dagoenez, R3-ko azpiespazio bektorial bat da.

b) W azpimultzoan egoteko bektore batek bete beharreko bi ekuazioak definitzen dira eta
ikusiko dugu ea bektore nuluak ekuazio horiek betetzen dituen ala ez:

ekl =x-y+2z=t;ek2=x+2y=2t-1;

ekl /. {x-20,y->0,z-50, t>0}

True

ek? /. {x=+0,y=+0,z-30, t->0}

False

Bektore nulual¥ azpimultzoan egoteko bigarren berdintza betetzen ez duénez,da

R*-ko azpiespazio bektorial bat.

M2. Esan #=(-21,0,1), ¥ =(0,1,-2,0), w=(03,-2,—-1) eta t=(101,-1)

bektoreak linealki dependenteak diren ala ez.

EBAZPENA

| Remove ["Global ="] |

Lau bektoreak definituko ditugu:

u={-2,1,0,1};v={0,1, -2, 0}; w= {0, 3, -2, -1};
t={1,0,1, -1};
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Dependentzia edo independentzia linealeko erlazioa planteatzen da:

sol = Solve[mp *u+az*v+azxw+agxt= {0, 0, 0, 0}]

{{3‘.1 —3 :;—4, oz —» Olg, O3 —)—?}}

a, = a, = az = a, = 0 soluzio tribialaz gain, infinitu soluzio existitzen dira, hau da, posible
da konbinazio lineala zero izatea koefizienteren bat ez-nulua izanik. Bérdzy etat

bektoreak linealki dependenteak dira.

- o —

M3. P ={u,v,w} bektore-sistema emanik, nodi = (1,m,—2),¥ = (m+ 1,0,1) eta
w=(202m-1),

a) Kalkulatum parametro errealaren baliBabektore-sistema askea izan dadin.

b) Posible al daP bektore-sistemaR3-ko oinarri bat izatea? Baiezko kasuan, kalkulatu
X = (—2,2,2) bektorearen osagaiak oinarri horretar= —1 denean.

EBAZPENA

a) Bektoreak definituko ditugu etB bektore-sistema askea izatea posible egingo duen
parametroaren balioa kalkulatuko dugu, dependentzia edo indepentzia linealeko baldintza
planteatuz:

Remove ["Global "%"]

u={1, m, -2}; v={m+1,0, 1};w=4{2,0,2m-1};

Reduce[axu+bxv+cxw=={0, 0, 0}]

3 | |
(m=0&&kb=-c&ka=-c) || ||m=—5 |[|m=1|&b=c-2cmé&&a=10] ||

(-3+m+2m? 208&c=0&cb=0&&a=20)

Solve [—3 +m+2m? = . :\.1]

{{m=-2}, m-u1)
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Ekuazio linealetako sistemaren emaitzatik ondorioztatzemda0 edom =1 edo
m = —3/2 deneanP sistema ez dela askea. Bestela esands 0 etam # 1 eta
m # —3/2 deneanp sistema askea izango da.

Matrizeen heina erabiliz ere kalkula daitelke bektore-sistema askea izatekn

parametroak bete beharreko baldintza:

mat = Transpeose[{u, v, w}]; MatrixForm[mat]

{1 1l+m 2

m 0 0
-2 1 -1+2m|
Solve[Det[mat] == 0]

3
{{m—)—g}, {m—0}, {m=1}}

m =0 edom =1 edo m = —3/2 denean, hiru bektoreek osatzen duten matrizearen
heina 3 baino txikiagoa da, matrizearen determinantea zero baita. Kasu hdtretan,
bektore-sistema lotua da. Hau da,+ 0 etam # 1 eta m # —3/2 deneanp sistema

askea izango da.

b) Aurreko atalean lortu ditugum parametroaren balioetarake; € ]R{—{—%,O,l}, P

sistema askea izateaz g#iA-ko oinarria ere bada, espazio bektorial honen dimentsioa 3
bata etaP sistema hiru bektore askez osatua baitago.

m = —1 denean ereP sistemako bektoreeR3 espazioko oinarri bat osatzen dute non
u=(>1,-1,-2),% = (0,0,1) etaw = (2,0,—3) diren. Oinarri horrekikat = (—2,2,2)
bektorearen osagaiak kalkulatzeko bektore hori oinarri horretako bektoreen konbinazio

lineal gisa idaztea aski da:

u=zu/. ma+-1;v=vwv/.ma2-1;w=w/.m>-1;

sol = Selvelasxu+bsv+owrw={-2, 2, 2}]

{{fa—=-2, b—=>-2, c=>0}}
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xp = {a, b, e} /. s0l[[1]]

{-2, -2, 0}

Beraz, ¥ = (—22,2) bektorearer® oinarriarekiko osagaiak hauek dira:
%p = (=2,—-2,0) p.

M4. Izan bediA = {#;,V,, 73} R® espazio bektorialeko oinarri bat, nai3 = (1,0,1),
¥, = (=2,0,—1) eta v; = (2,—1,1), &a v = 3v; — 2¥, — ¥; bektorea. Izan beds R3-ko
azpespazio bektorial bat etd = {i,,,} haen oinarri bati, = (0,1,—1) ea i, = (1,0,1)
izanik.

a) Kalkulatus bektorearen koordenatu-ko oinarri kanonikoarekiko.

b) Esan ea? bektoreaS azpiespazio bektorialean dagoen ala ez, eta hala balitz, kalkulatu
bektore horren koordenatu&koinarriarekiko.

EBAZPENA

a) A etaB sistemetako bektoreak definituko ditugu:

Remove ["Global "%"]

vli=4{1,0,1};v2={-2,0, -1};v3={2, -1, 1};ul ={0,1, -1};
u2={1, 0, 1};

¥ bektorearen oinarri kanonikoarekiko osagaiak hauek dira:

Ve=3xvl-2xv2-v3

{5, 1, 41

Beraz:v; = (5,1,4)c.
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b) S azpiespazioaren ekuazio parametrikoak kalkulatuko ditugu haren oinarri bateko
bektoreetatik abiatuz:

ekuaziocak = axul + 5+ u2

{Br =, —cx + B}

-

v bektoreaS azpiespaziokoa izango dd&, azpiespazioaren ekuazio parametrikoak
betetzen baditu:

Solve[vc =- ekuazioak]

{{a—=1, B»51}

¥ bektoreaS azpiespaziokoa da, ekuazio parametrikoak betetzen baititu. Ondoren,
bektorearerB oinarriarekiko koordenatuak kalkulatuko ditugu:

so0l = Solve[a=ul + bwu2 == wc]

{{fa—=1,b—=5}}

vb = {a, b} /. sol[[1]]

{1, 3}

Beraz, vbektoreare oinarriarekiko koordenatuak hauek difa= (1,5)5.

M5. Izan bediP,(x) bigarren mailako edo bigarren maila baino txikiagoko polinomioek
osatutako espazio bektoriala(x) = a + bx + cx? nona, b, c € R.

a) p,(x) = 3 polinomioa emanik, frogatd = {p, (x), [ p,(x)dx, [[ (p1(x)dx)dx} sistema
P, (x)-ko oinarri bat dela. Integrazio-konstantea nulua kontsideratu.

b) Kalkulatu—1 + 3x + 2x2 bektorearen koordenatuak aurreko ataleko oinarriarekiko.
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EBAZPENA

a) Ariketa ebazteko polinomioak bektoreak direla kontsideratuko da, beraien osagaiak
IP,(x) espazio bektorialekl, x, x2} oinari kanonikoarekiko osagaiak izanik. Hau da,
p(x) = a + bx + cx? nona, b, c € R polinomioaf{a, b, c} bezala adieraziko da.

Remowve ["Global %"]

A = {p;(x), [ p1(x)dx, [[ (p1(x)dx)dx} sistemako bektoreak kalkulatuz hasiko gara.

plk = {3, 0, 0}

{3, 0, 0}

p2 = Integrate[pl, x]

3x

p2k = {0, 3, 0}

{0, 3, 0}

p3 = Integrate[p2, x]

3x?

2

p3k = {0, 0, 3/2}

3
{o. o, 5}

Bektore horiekP,(x) espazioko oinarri bat osatzen dutela frogatzeko asii sistema
askea dela ikuste®,(x) espazio bektorialaren dimentsioa 3 baita Atdstema hiru

bektore askek osatua egongo litzatekeelako.
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Reduce[a+xplk + B+ p2k + y = p3k = {0, 0, 0}, {=, 8, ¥v}]
y=0&&ER =0&&ax=10

A sistema askea dela frogatu dugu, bdPazx) espazio bektorialeko oinarri bat da.

b) Aurreko ataleko oinarriarekike-1 + 3x + 2x2 bektorearen koordenatuak kalkulatzeko,
bekore hori oinarriko bektoreen konbinazio lineal gisa idatziko dugu:

Solve[{-1, 3, 2} =a+plk+b+p2k+cxp3k, {a, b, c}]

1 4
[r 11
“_a—)—g,b—)l,cagn-

Beraz, —1+ 3x + 2x? bektorearen 4 = {3,3x,%x2} oinarriarekiko koordenatuak
(—1, 1,1) dira.
3 3/4
M6. Izan bitez A = {d,,d,,ds,d,} ea B = {b;, by, b3, b,} R* espazio bektorialeko bi
oinari, nond, = by — by, d, = 2bs, d3 = b, + 2b, etad, = b, — b diren.

-

a) Kalkulatu x¥ bektorearen koordenatuak oinarriarekiko, A oinarriarekiko haren
koordenatuak ¥= (1,0,—1,—1)4 direla jakinik.

b) Kalkulatu y bektorearen koordenatuald oinarriarekiko, B oinarriarekiko haren
koordenatuak g = (1,1,0,—1)p direla jakinik.

EBAZPENA

a) Oinarri-aldaketa matrizea erabiliZ bektorearen B oinarriarekiko koordenatuak
kalkulatuko ditugu:

Remove ["Global “%"]

xa={1, 0, -1, -1}; xb = {x1, x2, x3, x4};
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al={1,-1,0,0};a2=4{0,0,2,0};a3={(1,0,0, 2};ad4=4{0,1, -1, 0};
mat = Transpose[ {al, a2, a3, ad}];
MatrixForm[mat]

{1 01 0
-1 00 1
0 2 0 -1

0 0 2 0

sol = Solve[xb = mat.xa]; xb = xb /. sol[[1]]

{0, -2, 1, -2}

Beraz, Xbektorearen koordenatu&koinarriarekiko % = (0,—2,1,2)p dira.

b) ¥ bektorearen koordenatuak oinarriarekiko kalkulatuko ditugu oinarri aldaketarako
formula erabilita:

yb={1,1,0, -1}; ya = {y1l, y2, y3, y4};

=0l = Solve[yb = mat.yal; ya=ya /. sol[[1]]

3 5 1 5
3-3-73- 3}

Beraz, ybektorearen koordenatudkoinarriarekiko 3 = G%—%;) dira.
A

M7. 1zan bedi ondoko bektore-sistethia= {((1] _é)(_i 8)(8 é)((l) (1))}

a) FrogatuB sistema M(R) espazio bektorialeko oinarri bat dela.

2 4
3 -2
koordenatuak oinarri kanonikoarekiko.

b) 1zan bediA, =( ) B oinarrian idatzitako matrizea. Kalkulatd, matrizearen

3 -1
2 2
matizearen koordenatudk oinarriarekiko.

c) lzan bedi A2=( ) oinarri kanonikoan idatzitako matrizea. Kalkulai,
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EBAZPENA

a) dim M,(R) = 4 denezB sistemaM, (R) espazio bektorialeko oinarri bat izateko aski da
sistemako lau bektoreak linealki independenteak direla ikustea:

Remove ["Global ="]

1 -1
0 o0

ol e 1 0 e 01 10
-0 0 )i v2= (4 o) ¥ - (

0o/’ 0o 1/f

Solve[a; bl +az b2 + az b3 +as bd =0, {a1, az, az, as}]

{{cr 20, az >0, a3 >0, g > 0}}

B sistema askea denez,, (R) espazioko oinarri bat da.

b) A; matrizearen oinarri kanonikoarekiko koordenatuak kalkulatzeko koordenatuen
definizioa edota oinarri-aldaketa matrizea erabil daitezke. Definizioa erabiliz:

al=2bl+4b2+3b3-2hbd4; al = Flatten[al]

{4, 1, -4, -2}

Beraz, A, matrizearen oinarri kanonikoarekiko koordenatuak hauek dira=
(4,1,—4,-2)¢.

Emaitza bera lortzen dugu oinarri-aldaketaRo matrizea erabilita.P matrizeak B
oinarriko bektoreak ditu zutabetzat, hau da:

P = Transpose[{{1, -1, 0, 0}, {1, 0, -1, 0}, {0, 1,0, 0}, {1,0,0, 1}}];
MatrixForm|[P]

f1 1 0 1
-1 0 10
0 -1 00
o 0 0 1]
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P matrizeaA; matrizearenB oinariarekiko koordenatuez biderkatuz, matrizearen
oinari kanonikoarekiko koordenatuak kalkulatzen dira. Ikus daitekeenez aurretik lortu

den emaitza bera lortzen da:

P.{2, 4, 3, -2}

{4, 1, -4, -2}

Beraz, A; matrizearen oinarri kanonikoarekiko koordenatuak hauek dira=
(4,1,—4,-2)¢.

c) Bektore baten oinarri batekiko koordenatuen definizioa erabilita zera daukagu:

a2 = {a1, a2, az, aa};
sol = Solve[as bl + az b2 + az b3 + as bd = {{3, -1}, {2, 2}}, {a1, a2, az, as}]

{{en 2 3, a2 = -2, &3 > 2, g > 21}

a2 = a2 /. sol[[1]]

{3, -2, 2, 2}

Beraz, 4 matrizearerB oinariarekiko koordenatuak hauek didd; = (3,—2,2,2)3.

Beniro ere, oinarri-aldaketako adierazpena erabilita emaitza bera lortuko genukeela
egiazta daiteke. Kasu honetan, aurreko atalekoatrizearen alderantzizkoaz biderkatu

behar dirad, matrizearen oinarri kanonikoarekiko koordenatuak:

Inverse[P] // MatrixForm

{10 1 -1
00 -1 0
11 1 -1

00 0 1

Inverse[P].{3, -1, 2, 2}

{3, -2, 2, 2}
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MS8. Izan bitez S= {(xl, xZ,X3,x4)| X1 + Xy = 0, X3 — ZX4_ = O} eta

T = {(x1, %2, %3,%4)| X, — X, + x, = 0} R* espazio bektorialeko bi azpiespazio bektorial.

a) KalkulatusS etaT azpiespazio bektorialen oinarri bana.

b) KalkulatuS N T azpiespazio bektorialeko oinarri bat.

c) KalkulatuS + T azpiespazio bektoriala. Batura zuzena al da?

EBAZPENA

a) S espazioko sistema sortzaile bat kalkulatuz hasiko gara:

Remove ["Global ="]

s0ll = Solve[{x]l +x2 =0, x3 -2x4 ==0}, {x1, x2, 3, xd4}]

{{x1 > -x2, x3 = 2x4}}

x={x1, x2, x3, x4} /. soll[[1]]

{-x2, =2, 2 x4, x4}

bsl=x/. {x2 51, x4 50}

{-1, 1, 0, 0}

bs2=x/. {x2 50, x4 1}

{o, 0, 2, 1}

Beraz,B; = {(— 1,1,0,0), (0,0,2,1)} sistemaS azpiespazioko sistema sortzaile bat&ja.

sistema Sazpiespazioko oinarria izango da, askea bada. Ikus dezagun ea askea den:

Solve[a; bsl + ap bs2 = 0, {ay, az}]

{{aa 20, az = 0}}
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B, sistema askea ere badeneazfespazioko oinarri bat da.

Era berdintsuafi azpiespazioko oinarri bat lortuko dugu:

20l2 = Solve[xl - x2 + x4 =0, {x1, x2, x3, x4}]

{{xl = x2 - x4}}

x = {x1, x2, x3, x4} /. sol2[[1]]

{x2 - x4, x2, x3, x4}

btl=x/. {x2-51, x350, x4 50}

{1, 1, 0, 0}

bt2=x/. {x2-50, x331, x4 50}

{0, 0, 1, 0}

bt3=x/. {x2 21, x3+0, x4+ 1}

{0, 1, 0, 1}

Br ={(1,1,0,0),(0,0,1,0),(0,1,0,1)} sistemaTl azpiespazioko sistema sortzaile bat da.

Ikus dezagun ea sistema hau askea den:

Solve[a; btl +a; bt2 +az b t3 =0, {a1, az, az}]

{{ez >0, 1 >0, a3 > 0}}

Ondorioz,B; = {(1,1,0,0), (0,0,1,0), (0,1,0,1)} T azpiespazioko oinarri bat da.

b) SNT ebakidurako edozein bektore bi azpiespazioetan dagoenez:

s0l3 = Solve[{x]l +x2 =0, x3 -2x4 ==-0, x1 —x2 + x4 = 0}, {x1, x2, x3, x4}]

=1 - -’;—4, x2 = ’;—4, x3 > 2x4}}
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x = {x1, x2, x3, x4} /. =0l3[[1]]

{—"2—4, ’;—4, 2 x4, x4}

Kontsideratu aurreko adierazpena duen edozein bektore:

intl =x /. x4+ -2

{1, -1, -4, -2}

Bs nr =1{(1,-1,—4,-2)} sistema ebakidurako sistema sortzaile bat da. Gainera askea
da, bektore ez-nulu bakarrak osatzen baitu. BeBazr ebakidura azpiespazioko

oinari bat da.

c) S+ T azpiespazioa ondoko bektoreek sortua da:

S+T =((-11,0,0),(0,0,2,1),(1,1,0,0), (0,0,1,0), (0,1,0,1))

S+ T azpiespazioa zein den kalkulatzeko haren oinarri bat kalkulatuko dugu.
Horretarako aski d& eta T azpiespazioetako oinarriek osatutako sisteman linealki

independenteak diren bektoreak kontsideratzea:

m = Transpose[{bsl, bs2, btl, bt2, bt3}]; MatrixForm[m]

fury

-1
0
0
1

F-

koo
(=R =T
(= = =

(==

MatrixRank [m]

4

Det[m[[{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 3, 4}]]]

=&
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Aurreko matrizea osatzen duten lehenengo lau zutabe-bektoreak linealki independenteak
direnez,{(—1,1,0,0), (0,0,2,1),(1,1,0,0), (0,0,1,0)} S + T azpiespazioko oinarri bat da.

Oinarri hori erabilitaS + T azpiespazioko ekuazio parametrikoak kalkula daitezke:

axbsl + Bxb=s2 + y*btl + 5§ * bt2

{-a+v, ax+vy, 2B+5, B}

BukatzekaS N T # {0} denez, bi azpiespazio hauen arteko batura ez da zuzena izango.






4 APLIKAZIO LINEALAK

4.1 Aplikazio linealak eta propietateak

Definizioa. Izan biteZ((E, +), (K, +,),) eta((F,+), (K, +,),°) K gorputzean definitutako
bi espazio bektorial eta izan bgdE-tik F-ra definitutako aplikazioa:
fiE-> F
uU- fi)
f aplikazioa lineala da, ondorengo bi baldintzak betetzen baditu:
) fA+D)=f@)+f@), Vi, TEE

i) flaed) =aof(i), Vi€eEVaeK

Teorema. Izan bite£(E, +), (K, +,),°) eta((F,+), (K, +,-),°) K gorputzean definitutako bi
espazio bektorial eta izan befliE-tik F-ra definitutako aplikazioaf aplikazioa lineala da,
ondorengo baldintza betetzen bada:

flacti+Beod)=aoef(U)+pof®), VU,V € E,Va,f €K

4.2 Aplikazio linealen sailkapena

Definizioak. Izan bedif: E — F aplikazioa:

- Aplikazio bat injektiboa da, irudi bati gehienez aurreirudi bakarra dagokionean. Hau da,
ez dira irudi bereko elementu bi edo gehiago existitzen:

Uy # Uy = f(Uy) # f(Uz)
Edo gauza bera den&i,) = f(i,) = Uy = i,.
- Aplikazio bat suprajektiboa da, helmuga edo amaiera multzoko elementu guztiek

gutxienez aurreirudi bat dutenean:
VWEF,FJUEE:f(U) =W



146 Aljebra: teoria eta ariketak. Mathematica programaren aplikazioa

- Funtzio bat bijektiboa da, injektiboa eta suprajektiboa denean. Hau da, amaiera multzoko
elementu guztiek aurreirudi bakarra dutenean:
VWEF,IAUEE:f(U) =W

Aplikazio linealei, espazio bektorialen arteko morfismo edo homomorfismo ere deritze.

- f aplikazio lineala suprajektiboa denean, epimorfismo deritzo.

- f aplikazio lineala injektiboa denean, monomorfismo deritzo.

- f aplikazio lineala bijektiboa denean, isomorfismo deritzo.

- f aplikazio linealeat = F betetzen denean, endomorfismo deritzo.

- f endomorfismoa bijektiboa denean, automorfismo deritzo.

4.3 Aplikazio linealen propietateak

Izan bedi hurrengo aplikazio lineala:
fiE-> F
uU- f)

1.- Izan bedDg, E espazio bektorialeko batuketarekiko elementu neutro@zeta espazio

bektorialekoa, orduan, ondorengo berdintza betetzegﬁ(@:) = 5F.
2-Vi €E, f(-%) = —f(@).
3.-W c E azpiespazio bektoriala bada, ordygi") < F azpiespazio bektoriala da.
4.- f(W) € F azpiespazio bektoriala bada, ordWr= E azpiespazio bektoriala da.

5.-S = {iy, Uy, ..., U, } Sistema lotua bada, ordugi(s) = {f (4,), f (Uy), ..., f (U,)} sistema

ere lotua da.

6.- £(S) = {f(Uy), f(Uy), ..., f(Up)} sistema askea bada, orddas {u,, s, ..., U,} Sstema

ere askea da.
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4.4 Aplikazio lineal baten irudia

Definizioa. Izan bedif:E — F aplikazio linealaE espazio bektorialeko bektore guztien
irudiek F espazioan osatzen duten multzgaaplikazioaren irudia deritzo efan(f) notazioa
erabilita izendatzen da:

Im(f) = {f(): 1 € E}

Teorema. Izan bitezE p dimentsioko espazio bektoriala eta= {u,,u,, ..., 1i,} haen
oinarri  bat, orduan Im(f) F-ren azpiespazio bektorial bat da, non

45 Aplikazio lineal baten matrizea

Izan bedif:E —» F aplikazio lineala,E etaF espazio bektorialak hurrenez hurperetan
dimentsiokoak izanik. Izan biteZ/ = {t,, U,,.. ,i,} E espazioko oinarri bat eta

V = {¥;,V,, .., Uy} F espazioko oinarri bat.

Definizioa. f  aplikazio linealaren U eta V  oinarriekiko  matrizea
fFU) ={fQ@), f(Wy), ..., f(y)} sistemako bektoreeH oinarriarekiko koordenatuez osatua

dago. Aplikazio linealaren matrizea honako notazioa erabilita idatziko dugu:

(F@), f @), s f @),

Izan bitez Uoinarriko elementuen irudiak dinarriarekiko:

fi1 fi2 flp
fay = {2 | =2 | o =
fnl v fnZ \V4 fnp v

Orduan, f aplikazio linealaren &taV oinarriekiko matrizea hauxe da:
fir fiz flp\

(F@D.f @) f @), = | T2 f2 7 Jov
far faz o o/ gy

= fuy

U sistemaF espazioko oinarri bat denevii € E,3ay, ay, ..., ap € K: U = a1y + apii, +
-+ a,l, f aplikazio linealarer/ eta V oinarriekiko matrizea ezagutuz geyt(i) kalkula
daiteke. faplikazioa lineala denez, zera daukagu:

f@) = arf (y) + azf (Up) + -+ ap f (1)
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Eta (f(dy), f (i), ...,f(ﬁp))w balioak aurreko adierazpenean ordezkgt(iz)-ren balioa
V oinarrian daukagu:

fi1 fiz flp
f@y = aif () + apf (Uy) + -+ apf (Up) = a4 f?l +a; f?z totap fz:p

fnl v fnZ \V4 fnp \4

Ondorioz:

Y1 fir fiz flp\ ay

fay =) =T S S (R Sy = @

In/y for faz o fap uyv %/ y

4.5.1 Aplikazio lineal baten heina

Izan bedif:E — F aplikazio lineala,E etaF espazio bektorialap etan dimentsiokoak
izanik hurrenez hurren, eta izan bited = {ii, 4, ..., Uy} E espazioko oinarri bat eta
V = {¥;,V,, .., Uy} F espazioko oinarri bat. Aplikazio lineal baten heina(fihazpiespazioaren
dimentsioa da. Izan erém(f) = (f (), f(ii2), ..., f(¥,)) denez, sistema horretatik linealki
independenteak diren bektoreak hartuz gémo(f) espazio bektorialaren oinarri bat izango

dugu etam(f)-ren dimentsioa oinarriko bektore kopurua izango da.

fuy matrizeak {f (&), f (i), ..., f(i,)} bektoreenV oinarriarekiko koordenatuak ditu
zutabetzat, haren heina linealki independenteak diren zutabe kopurua da, eta, ondorioz,

irudiaren dimentsioarekin bat dator:

h(fyy) = dimIm(f)

4.6 Aplikazio lineal baten nukleoa

Definizioa. Izan bedif:E — F aplikazio lineala et& etaF p etan dimentsioko espazio

bektorialak hurrenez hurrerd, € F irudia dutenE espazioko bektoreek osatzen duten

multzoarif aplikazioaren nukleoa deritzo efar(f) izendatzen da:

Ker(f) = {ii € E: f(&) = Of)}
Propietateak:
- f aplikazioaren nukleoB espazio bektorialeko azpiespazio bat da.
- Dimentsioen arteko ondorengo berdintza betetzen da:

dim(E) = dim Ker(f) + dimIm(f) = dim(E) = dim Ker(f) + h(fyy)
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4.7 Aplikazio linealen ezaugarritzea

- f aplikazio lineala injektiboa da bere nukleoa bektore nulua denean:
f injektiboa da & Ker(f) = {65}

- f apikazio lineala injektiboa da dimentsioen arteko ondoko berdintza betetzen denean:
f injektiboa da & dim(E) = dimim(f)

- f aplikazio lineala suprajektiboa da bere iruBliaspazio bektorial osoa denean:
f suprajektiboa da & Im(f) = F

- f aplikazio lineala bijektiboa da batera injektiboa eta suprajektiboa denean:
Im(f) =

f bijektiboa da & {Ker(f) _ {65}

4.8 Aplikazio linealen batuketa

lzan bitezf:E - F etag:E —» F aplikazio linealak etd/ = {uiy,uy,...,1,} eta
V ={¥,,V,,..,%,} E &a F espazio bektorialetako oinarri bana. Bi aplikazio lineal horien

batuketaf + g: E — F honela definitutako aplikazio lineala da:
f+9)@) = f(@) + g@),Vi €E

f + g aplikazio linealari lotutako matrizea aplikazio lineal bakoitzari lotutako matrizeen
arteko batura da:

+Puy = fuy +9guy

fuyv etagyy matrizeak feta g aplikazioenU etaV oinarriekiko matrizeak izanik.

U oinarriko bektoreen irudiak etag aplikazioen bide¥ oinarriarekiko hauexek dira:

f11 f12 flp\
ran =) ran=( "2 . ra) =

furl fury \fnp .

g11 912 I1p
gy =9 ) ga@n =92 .9y =7

In1 v In2 v gnp %
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f + g aplikazioaren linealtasuna erabiliz,oinarriko bektoreen irudiak oinarriarekiko era

honetan kalkula daitezke:

fi1t911
- - - +
(f +9)(@) = ) +g(i) = | T1492
fo1+ 9n1/y
fi2t912
— — — +
(f + Q@) = fly+g() = | 2492 |
fn2+gn2 \4
fipt9ip
- - N +
(F + 9)(Ep) = f@)rgGip) = | 7192
fnp+gnp v
futgu  fiztge v fwtdw
>+ Duy = f21‘|.‘921 fzz"jgzz pr'i"gZp
fait9n1 fazt Gnz v fnp+gnp
fuu fiz v S g11 Y1z T Y
“ Gop
— ]%1 f2:2 ) fzsp + 9521 9522 . 5 = fuv + guy
fa1 faz - fnp uv In1 In2z - YInp Uy

4.9 Aplikazio lineal baten eta eskalar baten arteko biderketa

lzan bedi f:E—>F aplikazio lineala eta izan bitezU = {i;, %y, .., U,} €a
V = {¥;,7,, ..., U}, E etaF espazio bektorialetako bi oinarri hurrenez hurren. 1zan fygdi f
aplikazio linealarerU etal’ oinarriekiko matrizea:
fir fiz flp
_|fa f2 fap
fuv : T :

fnl fnZ o fnp uyv

Definizioa. a € K emanik,a eskalarraren et aplikazio linealaren arteko biderketa honela
definitutako aplikazio lineala da:
aof:E—> F
- (aef)W)=af@
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4.7 atalean erabilitako antzeko arrazoibidea erabitiz,f aplikazio linealari lotutako
matrizea lor daiteke:

afin afiz v afiy fi fiz o S

@fNuy = af.21 afzz a]?p f?l fz'z fZ.p =a(fuyy

=a

afnl afnz afnp 1A% fnl fnZ fnp uv

4.10Aplikazio linealen konposaketa

Izan bitez ((E,+), (K, +,).0), ((F,+),(K,+,),°) eta ((H,4),(K,+,),°) K gorputzean
definitutakop, n etaq dimentsioko hiru espazio bektorial, eta izan bfteZ —» F etag: F - H
aplikazioa linealakf etag aplikazioen konposaketa era honetan definitutakof: E - H
aplikazio lineala da:

Gef)E 5> F Sn

u - f@) - (ge°H) = glf @]
Izan bitez U ={i,, Uy, ... Uy}, V = {B, By, ..., B} €8 T ={£, L5, ..., {;}, E, F eta H espazio
bektorialetako oinarri bana hurrenez hurrgn.f aplikazio linealaren matrizea aplikazio lineal

bakoitzari dagozkion matrizeen arteko biderkadura da:

@eNur=@Dvr Ouy

EMaxp EMgxn  EMnyp

non:

- fuy, f aplikazio linealare/ etaV oinarriekiko matrizea den.

- gy g aplikazio linealareW etaT oinarriekiko matrizea den.
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EBATZITAKO ARIKETAK

P1. Adierazif:R3 - R3, f(x,v,z) = 2x + y,x — z,—x + 2y + z) aplikazioa lineala den

ala ez.
EBAZPENA

f aplikazioa lineala izango da, ondokoa betetzen badu:
flaz +By) = af @) + Bf(F),VE Y ER}AVa, B ER

Edo bdiokidea dena:

{f(f+37)=f(9?)+f(37)
f(aX) = af (X)

V%y€ERIAVaER

f aplikazioaren linealtasuna frogatzeko ikusiko dugu ea azken bi berdintza hauek betetzen

diren. Izan bitez ¥ = (g x,, x3) € R3 etay = (y;,y,, ¥3) € R® bektoreak, orduan:

X +y = (x1,%2%3) + (V1,¥2,¥3) = (X1 + Y1, %2 + Y2, X3 + ¥3)

Hiru bektore horien irudiak kalkulatuko ditugu:
Q) = (2x1 + x3, %1 — X3, —%1 + 2X; + X3)
fO) =@y1+y2y1—y3—y1+ 272+ ¥3)

fE+Y) = QG +y0) + G +y2), (81 +y1) — (x5 +y3),

—(x1 + 1) +2(x; +y2) + (x5 +y3)) =
fE+Y) = Qx1 + 2y + X3 + Y2, %1 + Y1 — X3 — Y3, %1 — Y1 + 2%, + 2y, + X3+ Y3) (1)

f(X) + f () ere kalkulatuko dugu:
fG) + Q) = @xy + %2, %1 — X3,—%1 + 2X + x3) + 2y + Y2, Y1 — Y3, —V1 + 2y, +¥3)

fG)+ @) = Qxy + X2+ 2y + Y2, %1 — X3 + Y1 — Y3, —Xq + 2x+X3 — Y1 + 2y, +¥3)(2)

(1) eta (2) adierazpenak berdinak direngzaplikazioa lineala izateko bete beharreko
lehenengo baldintza bete egiten da:

fE+D) =fE+f0O)
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Ikus dezagun ea bigarren baldintza betetzen den. Horretavake; a(xq, x5, x3) =
(axq, ax,, ax3) bektorea osatuko dugu eta haren irudia kalkulatuko dugu:

flax) = ax, + ax,, ax; — axs, —ax; + 2ax; + axs) (3

Ondorengaf (x) kalkulatuko dugu:

af (%) = a(2xy + x5, %1 — X3, =% + 2% + x3) =
af (X) = 2ax; + ax,, axq — axs, —ax; + 2ax; + ax3) (4

(3) eta (4) adierazpenak berdinak diren¢gzaplikazioa lineala izateko bete beharreko

bigarren baldintza ere bete egiten flatx) = af (¥). Berazf aplikazioa lineala da.
P2.f:R3 > R? aplikazio lineala emanik eta(¥, y, z) = (x — 2y + 2z,x — z) izanik.
a) Kalkulatuf aplikazioaren nukleoa.
b) KalkulatuIm(f)-ren oinarri bat eta haren dimentsioa.
¢) Sailkatuf aplikazio lineala.

EBAZPENA

a) Nukleoaren definizioa kontuan izanda, zera dakigu:
ieKer(f)ef@) =0

Hau da: ¥ = (x,y,z) € Ker(f) © f(¥) = f(x,y,2) = (x — 2y + 2z,x — z) = (0,0).
Beraz, aplikazio linealaren nukleoa kalkulatzeko aski da azken bi bektore horien osagaiak
berdinduz lortzen den ekuazio linealetako sistema ebaztea:

_ 2
{x—2y+22—0:{x=§y

x—z=0
x=2z

Beraz, faplikazioaren nukleoa hurrengoa #er(f) = {Gy yéy) |y € R}.

b) Izan bediC = {é;,é,,8;} R3-ko oinarri kanonikoa. Aplikazio linealaren irudiaren
definizioagatik badakigu Im(f) = (f(€,),f(&,), f(&;)) dela. Beraz, oinarri
kanonikoko bektoreen irudiak kalkulatuz hasiko gara:

f(€1) =f(1,0,0) = (1,1)
f(é) = £(0,1,0) = (=2,0) = Im(f) =((1,1),(=2,0),(2,—1))
f(é) =f(0,01) =(2,-1)
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Im(f) azpiespazioaren oinarri bat kalkulatzeko, aski da haren sistema sortzailean linealki

independenteak diren bektoreak hartzea. Hau da:

|1

. _§|=2¢0=>h(1 —2 2):2

0 -1

Hau da,B = {(1,1), (—2,0)} Im(f) azpiespazioaren oinarri bat da dia Im(f) = 2.
Gainera, dimR? =2 denez etalm(f) € R? denez, orduanim(f)=R? dela

ondorbztatzen da.

c) dimKer(f) =1 # 0 denezf ez da injektiboa. Etdim Im(f) = 2 = dimR? denezf
suprajektiboa da. Beraz, gpimorfismoa da.

P3.f:P,(x) — P,(x) aplikazio lineala emanik, non(6(x)) = k?p(x) — p(1), Vk # 0:
a) Kalkulatu aplikazio linealaren matrizea oinarri kanonikoarekiko.

b) Kalkulatu nukleoaren oinarri bat eta haren dimentsioa.

¢) Kalkulatulm(f)-ren oinarri bat.

d) Sailkatuf aplikazio lineala.

EBAZPENA

a) Izan bedt, = {1, x, x2} P,(x) espazioko oinarri kanonikoa. Oinarri horretako bektoreen
irudien koordenatuak oinarri kanonikoarekiko kalkulatuko ditugu:
f)=k?-1=(k?- 1,0,0),
f(x) = k?x —1=(=1,k?0),
f(x?) = k*x* =1 = (=1,0,k?),

Irudiok zutabeetan jartzean lortzen den matrizea da aplikazio linealari lotutako matrizea:

k-1 -1 -1
fe,c, = 0 k? 0
Cy,C

0 0 k?
b) Nukleoaren definizioa erabilita zera daukagu:
p(x) € Ker(f)  f(p(x)) =0 =0x?+ 0x + 0

2,42

Izan bedip(x), P, (x) espazio bektorialeko edozein polinomio:

vp(x) € P,(x): p(x) = ax? + bx + ¢
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Polinomio hori nukleoan egongo da, honako berdintza hau betetzen badu:

f(p(x)) = ak?x? + bk?x + ck? —a—b —c = 0x* + 0x + 0

Aurreko berdintzaren alde bietako polinomioen koefizienteak berdinduz zera daukagu:

ak? =0 k%0 a=0
ck!—a—-b—-c=0 c(k*-1)=0

Etaberaz, kasu ezberdinak bereizi behar dira:

1. kasuak # +1 = ¢ = 0. Kasu honetan, sistemaren soluzioa 0, b = 0, ¢ = 0 da.
Beraz, aplikazio linealaren nukleoa polinomio nulua da. HauKda(f) = {0} eta
dimKer(f) = 0.

2. kasuak = +1. Kasu honetan, sistemaren soluzioa 0, b = 0, Vc € R da. Beraz,
aplikazio linealaren nukleoa polinomio konstantez osatuta dago. HaWed&f) =
{p(x) = c| c € R}, etaB = {1} honen oinarri bat izanik. Beraz, dim Kg?) = 1.

¢) Im(f) azpiespazioaren oinarri bat lortzeko dimentsioen arteko erlazioa erabiliko dugu:
dim(P,(x)) = dimKer(f) + dimim(f)

Nukleoaren dimentsio&z parametroaren araberakoa denez, aurreko atalean bezala, bi

kasu bereizi behar dira:

1. kasua:k # +1 denean:dimKer(f) = 0 = dim Im(f) = dim (P,(x)) Ganera,
Im(f) € P,(x) = Im(f) = P,(x). Beraz,IP,(x) espazio bektorialaren edozein oinarri
Im(f)-ren oinarria da. Konkretuki, oinarri kanonikGa= {1, x, x2} aplikazio linealaren

irudiaren oinarri bat da.
2. kasuak = +1 denean:

dimKer(f) = 1= dimIm(f) = dim(P,(x)) — dim Ker(f)
=>dimim(f)=3-1=2

Im(f) azpiespazioaren definizioa erabilita zera daukagu:

m(f) = (f(1), f(x), f(x?)) =(k? — 1, k?x—1,k*x?—1)
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Im(f) azpiespazioaren dimentsioa 2 denez, nahikoa da aurreko sistema sortzailetik

linealki independenteak diren bi bektore hartzea. Horrela, adibidez sistema sortzaileko

bigarren eta hirugarren polinomioak linealki independenteak diren aztertuko dugu:
a;(k?x? = 1) +a,(k®>x—1) =0x2 4+ 0x+ 0

a1k2=0
>k —a;+ak®x—a, =0x?+0x+0=>{ a,k?=0 =a;=0a,=0
—0(1—0(2=0

Beraz, B= {k?x — 1, k?x? — 1} Im(f)-ren oinarri bat da.

d) Lehenengo kasuar, # +1 etadimKer(f) = 0 dira, berazf injektiboa da. Gainera,
dimim(f) = 3 = dimP,(x) denez,Im(f) = P,(x) betetzen da et suprajektiboa
da. Beraz, kasu honetgirautomorfismo bat da.

Bigarren kasuank = +1 eta dimKer(f) =1+ 0 dira, beraz,f ez da injektiboa.
Gainera, dimim(f) =2 # 3 =dimP,(x) betetzen denezf ez da suprajektiboa.

Hortaz, kasu honetghhomomorfismo bat baino ez da.

a b)z(a+b 0

P4. f:M,(R) - M,(R) aplikazio lineala emanik,f(c d a c+d

) eran

definitua dagoena:
a) Kalkulatuf aplikazio linealareiM, (R)-ko oinarri kanonikoarekiko matrizea.
b) Kalkulatu nukleoa, haren oinarri bat eta haren dimentsioa.
c) KalkulatuIm(f) azpiespazioaren dimentsioa.

d) Sailkatuf aplikazio lineala.

EBAZPENA

a) lzan bedi M, (R) azpiespazioko oinarri kanonikoa:
(/1 0y (0 1y (0 0y (0 O I . . .
C—{(O 0),(0 0)'(1 0)'(0 1)} f aplikazio linealaren oinarri

kanonikoarekiko matrizea kalkulatzeko, oinarri kanonikoko bektoreeen bidezko
irudiak kalkulatuko ditugu:
1 0y _/1 0
f (0 0) - (1 0)

G o)=1( o)+o-(g )+1-( +o-(g D=7 o =010k
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0 0):1-(0 O)+0-(0 0)+0-(1 0)+0-(0 1)=>f(0 é)=(1,0,0,0)c

8 (1))=°‘((1) 8)“)'(8 3)”‘((1) 8)+1~(8 g)ﬁf(‘f 8)=(0,0,0.1)c

{( o D=0 1

o D=0 o)t (g ro (@ +r(p D=r( 1)=w0oone

Lortu ditugun irudiak matrize bateko zutabe bihurtfiaplikazio linealarerV, (R)-ko
oinari kanonikoarekiko matrizea daukagu:

Y

b) f aplikazioaren nukleoa bektore hauek osatzen dute:

ker(h) ={aem@ 1 r = (0 9))

Sror
cocor
m oo o
—~ oo o

c,C

Izan bedid = (ch 3;) Orduan, haren irudia hauxe df(A) = (x-;y z-(l)-t)' A

matrizea nukleoan egongo ¢dA) = (x I Y 2 3 t) = (8 8) betetzen badu. Hau da:
x+y=0
{ 0=0 >x=y=0,z=-tVteR

x=0
z+t=0

0 0

Beraz, Ker(f) = {(—t t

(1 D

Ondorioz,dimKer(f) = 1.

):teR} eta nukleoaren oinarri bat hurrengoa da=
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c) Im(f)-ren dimentsioa lortzeko gplikazioaren matrizearen heina kalkulatuko dugu:
1100 11 0

R(O 0 0 0)V_pl1 o o =3 = dimim(f) =3
100 0 0 o0 1
0 0 1 1

d) dimKer(f)=1+0 denez, f ez da injektiboa. GaineradimIim(f) =3 #
dim (M,(R)))= 4 denezf ez da suprajektiboa. Ordughhomomorfismo bat baino ez
da.

P5. Izan bedf: R* —» R? aplikazio linealaf (x,vy,z,t) = Qx+y—t,x+z+t,—x—y +
z + 2t) bezala definitua dagoena.

a) Kalkulatu? = (0,4, —1,3) bektorearerf bidezko irudiav € Ker(f) betetzen al da?
b) Kalkulatuw = (1,4,3) bektorea iruditzat duen bektore bat.

EBAZPENA

a) v bektorearen irudia kalkulatuko dugu:
f@=f04-13)=4-3,-1+3,-4+(-1)+2-3) =(1,2,1)

¥ bektorea ez da nukleoko bektore bat, hawdaKer(f), bere irudia ez baita bektore

nulua.

b) f() = w betetzen dueni € R* bektorea aurkitu behar da. Horretaragey, y, z, t) =
(1,4,3) berdintzatik eratortzen den sistema ebatzi beharra dago:
2x+y—t=1
fo,y,2,t) =(143) = { x+z+t=4
—x—y+z+2t=3

Sistema hau askatzeko koefizienteen matrizearen eta matrize hedatuaren heinak

1

4

3

Bi matrize horietan, 3. errenkada lehenengo bi errenkaden konbinazio lineala da:
E3=E;—E4

kalkulatzen ditugu:

2 1.0 -1 . 2 1.0 -1
A=<1 0 1 1), (A|b)=(1 01 1

1 -1 1 2 1 -1 1 2

Beraz, KA) = h(A|b) < 2. Zehazki, ondorengoa daukagu:

2 3= 0= ha) = h(a]p) = 2
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h(A) = 2 = h(A|b) < ezezagun kopurua= 4 betetzen denez, Sistema Bateragarri

Indeterminatua da. Daukagun sistemaren baliokidea da hurrengo sistema:

2x+y—-t=1
x+z+t=4 @{iji’_l'”
—-x—y+z+2t=3 x=4-z-t
2x+y=1+p
x=;¥;;—u=>x=4_l_#’ y==74+214+3u, z=A4 t=pu
t=u

Nahikoa dal etau parametroei balioak ematea, sistemak dituen infinitu emaitzen artean
emaitza bat lortzeko. Adibidez,= 0 etay = 0 hartuzx =4,y =-7, z=0etat =0
emaitza lortzen da. Berazy = (1,4,3) bektorea iruditzat duen bektore bdt=
(4,-7,0,0) bektorea litzateke.

P6. Izan bedf: M;(R) — M;3(R) apikazio lineala, non:

a b c 0 b+d c+g
f(d f): d—b 0 f+h

)

g h i g—c h—f 0
1 2 0
a) KalkulatuA =(-1 1 2) matrizearerf aplikazioaren bidezko irudia.
4 0 1
0 3 5
b) KalkulatuB =| -3 0 1 | matrizearen aurre irudia.
310
EBAZPENA
1 20 0 1 4
af(y=f-1 1 2)=(-3 0o 2|
4 0 1 4 -2 0
a b c
b) B matrizea iruditzat dueéd e f) matrizea aurkitu behar da. Horretarako, ondoko
g h i

sistema ebatzi beharra dago:

a b c 0 b+d c+g 0 3 5
f(d e f>=B=> d—>b 0 f+h =<—3 0 1)
31

g h i g—c h—f 0
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Aurreko matrizeak osagaiz osagai berdinduz, zera lortzen da:

b+d=3
d—b=-3
c+g=>5
ig_CZS 2d=0b=3,g=4c=1h=1f=0
f+h=1
h—f=1

a 3 1
Beraz.(o e 0) Va,e,i € R motako edozein matrizB matrizearen aurre irudia da.
4 1 i

Hau da, infinitu matrize daudg aplikazioaren bidezko iruditz&® matrizea dutenak.

1 3 1
Horietako ba(o 10 0 ) matrizea da.
4 1 -10

P7. 1zan bedf: P, (x) - P, (x) aplikazio linealaf (p(x)) = 2p’(x) izanik.

a) Kalkulatu f aplikazioaren matrizealP,(x) eta P;(x) espazioetako oinarri
kanonikoekiko.

b) Kalkulatu f aplikazioaren matrize®,(x)-ko oinarri kanonikoarekiko et®, (x)-ko
V = {x,x — 2 } oinarriarekiko.

c) Kalkulatuf aplikazioaren matrize®, (x)-ko U = {2,1 + 2x,x + x? } oinarriarekiko eta
P, (x)-ko oinarri kanonikoarekiko.

d) Kalkulatuf aplikazioaren matrize®, (x)-ko U = {2,1 + 2x,x + x? } oinarriarekiko eta
P, (x)-ko V = {x,x — 2 } oinarriarekiko.

EBAZPENA

a) lzan bediC, = {1,x,x?} P,(x) espazioko oinarri kanonikoa ety = {1,x} P, (x)
egaziokoa.C, oinarriko bektoreen irudiak kalkulatuko ditugu efa oinarriarekiko
dagozkien koordenatuak lortuko ditugu:

f(=o0 0=0-1+0-x= f(1)=(0,0),
f)=2 ={2=2-14+0-x= f(x) = (20),
f(x?) = 4x 4x=0-1+4-x= f(x?) = (04),

Beraz hauxe dgf aplikazioarenC, eta C; oinarriekiko matrizea hauxe dfg, ¢, =

(0 0 Ve
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b) Izan bitezC, = {1,x,x%} IP,(x) espazioko oinarri kanonikoa efa= {x,x — 2 } P, (x)

espaioko oinarria. C, oinarriko bektoreen irudiak lortuko ditugu eta, ondoré&n,
oinariarekiko dagozkien koordenatuak kalkulatuko ditugu:

f(=o0 0=0-x+0-(x—2)= f(1)=(0,0),

fX)=2 ={2=ax+b-x—2)=2a=1b=-1=f(x)=>1,-1)y

f(x?) = 4x dx=a-x+b-(x—2)= a=4b=0= f(x?) = (4,0),

Beraz, f aplikazioaren C, eta V oinarriekiko matrizea hauxe dafc,y =

(0 1 0.y

c) lzan bitezU = {2,1 + 2x,x + x2 } P, (x) espazioko oinarri bat ed, = {1,x} P, (x)
espaioko oinarri kanonikoal/ oinarriko bektoreen irudiak lortuko ditugu eta, ondoren,
C; oinarriarekiko dagozkien koordenatuak kalkulatuko ditugu:
f(2)=0 0=0-1+0-x= f(2) = (0,0),
fA+2x)=4 = 4=4-1+0-x> f(1+2x)=(40),
flx+x2)=2+4x 2+4x=2-1+4-x> f(x+x?) =(24),

Beraz, faplikazioarerU etaV oinarriekiko matrizea hauxe d ¢, = (8 g i) .
U,Cy

d) Izan bitez U = {2,1 + 2x,x + x?} P,(x) espazioko oinarri bat et¥l = {x,x —2}
P, (x) espazioko oinarri batl oinarriko bektoreen irudiak lortuko ditugu eta, ondoren,
V oinarriarekiko dagozkien koordenatuak kalkulatuko ditugu:
f2)=0
fl+2x)=4 =
(x+x%)=2+4x

0=0-x+0-(x—2)= f(2) = (0,0),
4=a-x+b-(x—2)> a=2b=—-2> f(1+2x) = (2,-2)y

=
2+4x=a-x+b-(x—2)=> a=5b=-1> f(x+x%)=(5-1),

Beraz, f aplikazioaren U eta C; oinarriekiko matrizea hauxe da:
0 2 5)

fU,V = (0 -2 1 U’V-
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P8. Izan bedif:R? » R® aplikazio lineala,f(x,y) = (x —y,0,y — x) bidez definitua

dagoena.

a) Kalkulatu f aplikazioaren matrize®? eta R3 espazioetako oinarri kanonikoekiko.
Matrize hori erabilizKer(f) kalkulatu.

b) Kalkulatuf aplikazioaren matrizeR?-ko A = {(1,—1), (2,1)} oinarriarekiko etaR3-ko
B ={(0,1,1),(2,1,0), (—1,0,1)} oinarriarekiko. Kalkulatier(f) matrize hori erabiliz.

c) Frogatu aurreko bi ataletan kalkulatutako nukleoak berdinak direla.

EBAZPENA

a) lzan bitezC, = {(1,0),(0,1)} eta C; = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} R? eta R? espazio
bekltorialetako oinarri kanonikoak hurrenez hurrégp. oinarriko bektoreen irudiak’;
oinarikoen menpe kalkulatuko ditugu:

f(1,0) = (1,0,-1)
{ £(0,1) = (-1,0,1)

Beraz, R etaR? espazioetako oinarri kanonikoekikaapikazioaren matrizea hauxe da:

1 -1
fe,ee=( 0 0
-1 1/¢,c,

Matrize hori erabilizKer(f) kalkulatuko dugu:

Ker(f) = {X € R?| f() = (0,0,0)}

X = (x1,%,) bektore orokorra hartuz, ondokoa daukagu:

0 =1\ 0=x;—x
) =(000)=(0)= 1 {‘12=>=
f@) =( )=><0> (_(i (1)>(x2) =210= —x, 41, S X1 = %2
Beraz, Ker(f) = {(xy,x1):x, € R} da, B = {(1,1)} nukleoaren oinarri bat izanik.

Ondorioz, nukleoaren dimentsioa 1 da.

b) Kasu honetadl = {(1,—1), (2,1)} oinarriko bektoreen irudiak kalkulatu eta irudi horiek
B oinarriko bektoreen konbinazio lineal gisa idatzi behar dira:
f(1,-1) = (2,0,—2)63 = (2,0,-2) = a(0,1,1) + b(2,1,0) + ¢(—1,0,1)
>a=b=0,c=-2> f(1,-1) =(0,0,—2)p

f(21) = (1,0,-1)¢, = (1,0,-1) = a(0,1,1) + b(2,1,0) + ¢(—1,0,1)
Sa=b=0,c=-1=f(21) = (0,0,-1)
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Beraz, R?-ko A={1,-1),21} oinarriarekiko eta R3-ko
B ={(0,1,1),(2,1,0), (—1,0,1)} oinarriarekiko faplikazioaren matrizea hauxe da:

0 0
fap = ( 0 0)
=2 =1/,

Matrize hori erabilizKer(f) kalkulatuko dugu:
Ker(f) ={Z € R*| f(2) = (0,0,0)}

Z = (z,,2z,) bektore orokorra hartuz, zera daukagu:

0 0 0y,
f() =(0,0,0) > (0) = ( 0 0 ) (Z;) =>0=-22z—27, 22, =—-27
0 -2 -1

Beraz,Ker(f) = {(z1,—22,):z, € R} da,B’ = {(1,—2)} nukleoaren oinarri bat izanik.

Ondorioz, nukleoaren dimentsioa 1 da.

c) Lehenengo ataleko nukledd?-ko oinarri kanonikoarekiko adierazi da, eta bigarren
atalekoa, aldiz,R?-ko A oinarriarekiko. Hori dela-eta, oinarriek begi-bistaz ezberdinak
dirudite, baina froga dezagun berdinak direla.

Har dezagunA oinarrian adierazita dagoefl,—2) Ker(f)-ko oinarriko bektorea.
Bektore hori oinarri kanonikoan adieraziko dugu:
1,-2),=1-(L,-D+(=2)-2,1) = (=3,-3)g,

Eta (—3,—3) bektorea(1,1) bektorearekiko proportzionala da, hau da, lehen atalean
lortutako nukleoaren oinarria osatzen duen bektorearekiko proportzionala da. Ondorioz,
bi bektore horiek sortzen dituzten azpiespazioak berdinak dira, hau da, atal bietan lortu

diren nukleoak berdinak dira.

P9. Izan bitezf:R3 - R*, g:R* > R?® eta h: R* > R® aplikazio linealak, era honetan
definituta daudenak:f(x,y,z) = 2x+y,x+2,2z,x+ 2y), glx,y,z,t) =(x+y+z,x+
2z,y + 2t) eta h(x,y,z) = (x,y,y —z). Kalkulatu posible denean, oinarri kanonikoekiko

ondoko aplikazio linealen ekuazioak eta matrizeak.
a) fog.
b) fogoh.

c) fohog.
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EBAZPENA

a) fog:R* SR LR

fog aplikazioaren matrizea kalkulatzeko nahikoa flata g aplikazioei dagozkien

matrizeak biderkatzea. Beraf,eta g aplikazioen matrizeak kalkulatuko ditugu

lehendabizi:
£(1,0,0) = (2,1,0,1) i (1) (1)
F0L0) = (1002 = fe.c, =| g o 2
f(O'O’l) = (0,1,2,0) 1 2 0 C3C
La

O =
[\S}

9(1,0,0,0) = (1,1,0)
{g(O,l,0,0) = (101) _ ~ <1 1 g)

9(0,0,1,0) = (1,2,0) ~ Icas = )

9(0,0,0,1) = (0,0,2) Cals

S)
[
=)

Bukatzeko,fog konposaketaren matrizea kalkulatuko dugu:

VSRR EEE
(foy)c4,c4=fcg,c4'gc4,¢:3= 0 0 2 -(1 0 2 0>= 0 2 0 4
12 0 010203 9 5 0/,

Aplikazioaren ekuazioak kalkulatzeko matrizearenRétko bektore orokor baten arteko

biderketa egin daiteke:

Y1 3 2 4 0\ /%1 Y1 3x1 + 2x; + 4x3
Ya (1 2 1 2| %), (Y2)_(® + 2%, +x3 + 2x4
Y3 0 2 0 4/\x3 V3 2%y +4x,

Va 3 1 5 0/ W Va 3x1 + x5 + 5x5

Beraz, fogaplikazioaren ekuazioak hauexek dira:
(fog)(x1, x5, x3,x4) = (Bxq + 2%, + 4x3, %1 + 2%, + X3 + 2x4, 2%, + 424,3%1 + X, + 5x3)

Emaitza bera lortuko genuk@ = (xy, x,, x5, x,) bektore orokorrari dagokiorf (g (%))
irudia kalkulatzeko, lehenengg, aplikazioa aplikatuta, eta, ondorghaplikatuta. Hau

da, definizioa erabiliz:
(fog)(@) = f(g(X)) = f(xs + x5 + x3,%1 + 2X3, %, + 2x,) =
(fog)(X) = (2(xy + x5 + x3) + (%1 + 2x3), (%1 + x5 + x3) + (x5 + 2x4), 2(x5 + 2x,),

(%1 + x5 +x3) + 2(x1 + 2x3)) =
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(fog)(X) = (Bxq + 2x5 + 4x3,x1 + 2X5 + x3 + 224, 225 + 424, 32, + X5 + 5x3)

b) Konposketa hau ezin da egipg,aplikazioaren jatorri-espazioa ez bditaplikazioaren
helmuga-espazioaren berdina.

g h f
c) fohog:R*>R3 - R3>R*
Lehenengo atalean bezala, hemen ere konposaketa-aplikazioari dagokion matrizea

lortzeko konposaketan parte hartzen duten aplikazioei dagozkien matrizeak biderkatuko
ditugu. Dagoeneko lehen atalean kalkulatu ditygueta g aplikazioei dagozkien

matrizeak:
i é ‘1’ 1110
fC3,C4= 00 2 ’ 964,C3=<1 0 2 0)
12 0/¢p, 0 1 0 2/¢pc
h aplikazioari dagokion matrizea lortuko dugu:
h(1,0,0) = (1,0,0) 10 0
h(0,1,0) = (0,1,1) :h63,53=<0 1 o)
h(0,0,l) = (0,0,—1) 0 1 -1 C3,C3

Etafohog aplikazioaren oinarri kanonikoekiko matrizea hauxe da:

(fohog) CCs = fc3,c4 : [hc3,c3 : gC4,C3]

i(l)‘l) 10 o /1 110
=(3 3 2)|lo 1 0)~<1020
120 No1 -1/ %0 10 2
2 10 3 2 4 0
=1011(1)21%=203—2
o0z2)\; %2 9 2 -2 4 —4
120 - 31 5 0/¢p,

Aplikazioaren ekuazioak kalkulatzeko matrizearerRét&o bektore orokor baten arteko
biderketa egin daiteke:

821 32 4 0\ /™ Y1 3x1 4 2x; + 4x3
Y2 )_[2 0 3 —2|(X|_(¥2)|_[ 2Zx+3x3-2x
V3 2 =2 4 —4)\*X3 Y3 2x1 — 2%y + 4x3—4x,
Ya 3 1 5 0/ Vg Ya 3xq + x, + 5x3

Beraz, X = (x4, %,,x3,%,) bektorea emanikfohog aplikazioaren ekuazioak hauexek
dira:

(fohog) (%) = (3xq + 2x5 + 4x3,2x; + 3x3 — 2x,4, 2%1 — 2%y + 4X3—4x4,3%; + x5 + 5x3)
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P10. Kalkulatu f: R — R? aplikazio linealaren ekuazioak, ondokoa jakinf2,0,1) =
4,1), f(=1,1,0) = (—2,0) etaf(1,1,2) = (2,2).

EBAZPENA

Izan bitezC; = {é,, &,,é;} R3 espazioko oinarri kanonikoa, nép = (1,0,0), &, = (0,1,0)
etaé; = (0,0,1) diren, etaC, = {&',,&',} R?>-koa, non & = (1,0) eta &', = (0,1) diren.

(2,0,1) bektorea honela adieraz daiteke oinarri kanonikoko bektoreen konbinazio lineal gisa:
(2,0,1) = 2¢, + é;. Aplikazio linealen propietateak aplikatuz, ondokoa daukagu:
f(2,01) = (41) = f(26, + &) = 2f(é)) + f(&) = (41)c,

(—1,1,0) eta(1,1,2) bektoreekin prozesu bera errepikatuz:

f(=1,1,0) = (=2,0) = (=€, + &) = —f(&) + f(&;) = (=2,0)c,

f(,1,2) = (2,2) > f(é, + &, + 2&3) = f(&) + f(&2) + 2f(&3) = (2,2)c,

Hiru ekuazio eta hiru ezezaguneko sistema lineala osatzen dugu, ezeZRé¢pkoakinarri
kanonikoko bektoreen irudieR?-ko oinarri kanonikoarekiko koordenatuak izanik:
2f(é) + (&) = (41)

—f(é) + f(&) = (-2,0)
f(€) +f(&) +2f(é3) = (2.2)

Sistema ebatzi eta ondoko emaitza lortzenfda;) = (2,0), f(&,) = (0,0) etaf(&;) =
(0,1). Azkenik, aplikazio linealaren matrizea lortzeko kalkulatutako irudiak zutabeka kokatzen
dira:

200)

ng.Cz = (0 0 1 C3.Ca

Matrize hau erabilitg aplikazio linealari dagozkion ekuazioak lor daitezke:

X1
YViy_(2 0 0 Y1 = 2% _
0=C 8 %) ~Pa2 =+ snno = @nno

P11. Kalkulatu f: P, (x) = P,(x) aplikazio linealari dagokion matrizea, jatorri-espazioan
B = {2 4+ x,x — 1} oinarria eta helmuga-espazioan oinarri kanonikoa kontsideraty£4ta+
2) = x — 2 etaf (x — 4) = 2x + 1 betetzen direla jakinik.
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EBAZPENA

(4x + 2) bektoreaB oinarriko bektoreen konbinazio lineal gisa adieraziko dugu:

4x+2=a2+x)+b(x—1)>a=2etab=2 =24x+2=2Q+x)+2(x—1)

Ondoren, aplikazioaren linealtasunaz 8teoinarriko bektoreen irudien balioez baliatuz,
(4x + 2) bektorearen irudia kalkulatuko dugu:
fAx+2)=x-2=>f2Q+x)+2(x—-D]=2fR+x)+2f(x—-1)=x—-2

(4x + 2) bektorearekin jarraitutako prozesu bera errepikatzen ¢ugu4) bektorearekin.
LehendabiziB oinarriko bektoreen konbinazio lineal gisa adieraziko dugu:
x—4=a+x)+b(x—1)=>a=—-letab=2=>x—-4=—2+x)+2(x—-1)

f(x — 4) ezaguna denez hurrengoa daukagu:
fx—4)=2x+1=>f[-C+x)+2x—-D]=—fQR+x)+2f(x—1) =2x+1

Bi ekuazio eta bi ezezaguneko sistema lineala osatzen dugu, ezezdyuiakrriko
bektoreen irudien oinarri kanonikoarekiko koordenatuak izanik:

2fR+x)+2f(x—1)=x—-2
{—f(2+x)+2f(x—1)=2x+1

Sistemaren emaitza hauxe da:

f(2+x)=—§x—1 eta f(x—1)=§x

Irudiak dagoenekd®, (x) espazioko oinarri kanonikoarekiko adierazita daudenez, eskatutako

f aplikazio linealaren matrizea ondorengoa da:

foc = (—_1}3 536)B,c
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EBATZITAKO GALDERAK

G1. Izan bedif R3-n definitutako endomorfismo ba® = {é;,&,,é;} R3-ko oinarri
kanonikoa etaf(é;) =u, f(&,) =7 eta f(é;) =u+ v, nonu eta ¥ bektoreak linealki

independenteak diren. Esan honako baieztapen hauek egia diren ala ez.

a) f injektiboa da.
b) f suprajektiboa da.

EBAZPENA

a) Gezurra.f injektiboa izango da, baldin eta soilik baldifer(f) = {0} bada. Ikus
dezagun ea berdintza hau betetzen den:

Ker(f) = {(x1,%3,%3) € R%: f (1, %5, x3) = 0}

V(x1,x5,%x3) € R3 oinarri kanonikoko bektoreen konbinazio lineal gisa honela idazten
da:

N R R
(X1, X2,X3) = X181 + X8, + X385

f aplkazioa lineala dela kontuan hartuz:
f(x1,x2,%3) = x1f(€1) + x2f (€2) + x3f (€3) = x18 + %,V + x3(¥ + V)
= (x1 + x:;)ﬁ + (.X'Z‘}‘.X':),)'l}>
(x1,x,,x3) € Ker(f) beteko da, baldin eta soilik baldfitx,, x,, x3) = 0 bada. Hau da:

f 1, %2,%3) = (X + x3)U + (xp+x3)0 = 0

u etav bektoreak linealki independenteak direnez, ez-nuluak dira, ondorioz:

{x1+X3=0

Sx =X, = —X
X,+x3 =0 1 2 3

Beraz, nukleoa hurrengoa da:

Ker(f) = {(—x3,—x3,x3):x3 € R} # {6}
Eta ondorioz, planteatutako baieztapena gezurra da.
b) Gezurra.f suprajektiboa izango da, baldin eta soilik baldiim Im(f) = dimR3 = 3

bada Edozeinf: E — F aplikazio linealek ondorengoa betetzen du:
dimE = dimKer(f) + dimIm(f)
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Orduanf: R® - R3 endomorfismoaren kasu berezian, ondokoa betetzen da:
dimR3 = dimKer(f) + dimIm(f)

Aurreko ataletikkKer(f) = {(—x3, —x3,%3): x3 € R} = ((—1,—1,1)) dda badakigu, eta,
berazdimKer(f) = 1. Balio hori aurreko ekuazioan ordezkatuz zera lortzen da:
dimR2 = dimKer(f) + dim Im(f) = dimIm(f) = 2

=3 =1

Eta, beraz, baieztapena gezurra da.
G2. Esan ondoko baieztapenak egiak ala gezurrak diren:

a) f:R? —» R* motako aplikazio lineal bat injektiboa izan daiteke.
b) f:R? - R* motako aplikazio lineal bat suprajektiboa izan daiteke.
c) g:R* - R? motako aplikazio lineal bat injektiboa izan daiteke.
d) g:R* - R? motako aplikazio lineal bat suprajektiboa izan daiteke.

EBAZPENA

a) Egia. Nukleoaren, irudiaren eta hasierako espazioaren dimentsioak erlazionatzen dituen
berdintza erabiliz zera daukagu:
dimR? = dimKer(f) + dimIm(f)

f injektiboa izango da, baldin eta soilik bal&er(f) = {6} bada, edo gauza bera dena,
baldin eta soilik baldinlimKer(f) = 0 bada Kasu honetan irudiaren dimentsioa hauxe
da:
dimR? = dimKer(f) + dimIm(f) = dimIm(f) = 2
=2 =0
Im(f) R*-ko azpiespazio bat deneZimIm(f) < dimR* =4 bete behar da. Eta

baldintza horrek ez du kontraesanik sortdém Im(f) = 2 baldintzarekin.

b) Gezurra.f suprajektiboa izango da, baldin eta soilik baldit(f) = R* bada. Hau da,
dimIm(f) = 4 betetzen bada:

dimR? = dimKer(f) + dimIm(f) = 2 = dimKer(f) + 4 = dimKer(f) = =2
— —_—
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Eta azken berdintza hori absurdua da, zeren edozein azpiespazioren dimentsioa zero edo

zero baino handiagoa baita, bereziki, nukleoaren kasuan digfiKker0.

c) Gezurra. Ez da posiblg: R* - R? motako aplikazio lineal injektiborik aurkitzerilg.
aplikazioa injektiboa izango da, baldin eta soilik bal#fier(g) = {0} bada, eta, beraz,
dimKer(g) = 0 bada. Berriz ere dimentsioen arteko erlazioa erabiliz zera lortzen da:

dimR* = dimKer(g) + dimim(g) = dimim(g) = 4
=4 -0

Bestalde,Im(g) R2-ren azpiespazio bektoriala deneimim(g) < 2 bete behar da.

Beraz, ezin daiteke aplikazio lineala suprajektiboa izateko baldiimzém (g) = 4 bete.

d) Egia. g suprajektiboa izango da, baldin eta soilik baltirn(g) = R? bada, eta, beraz,
dimIm(g) = 2 bada. Kasu honetan, nukleoaren dimentsioa hauxe izango da:

dimR* = dimKer(g) + dimim(g) = dimKer(g) = 2
=4 =2

Eta azken berdintza hori betetzea posible da, zKeetig) R*-ko azpiespazio bat baita
etadimKer(g) < 4 betetzen baita.

G3. Izan bedif: E - F aplikazio lineala, nodimE = n etadimF = m, n < m diren. Esan

ondoko baieztapenak egia ala gezurra diren.

a) E espazio bektorialeko{u,,u,,...,Uu,} sistema askea bada, ordudh espazio
bektorialeko{f (i), f (dy), ..., f (i)} sistema askea da.

b) F espazio bektorialekf (ii,), f (i,), ..., f (Un)} Sistema askea bada, orduamspazio
bektorialeko{u,, Uy, ..., i, } sistema askea da.

EBAZPENA

a) Gezurra. Izan biteZ = R? etaF = R® espazio bektorialak et® = {&;,é,} R?-ko
oinarri kanonikoa. Izan bedif: R? > R3 aplikazio lineala, nonf(é;) = (1,1,0),
f(&,) =(2,2,0) diren. B={¢é,,8,} sistema askea izan arreff(é,),f (&)} =
{(1,1,0), (2,2,0)} sistema ez da askea.

b) Egia. Absurdura eramanez frogatuko dugu. Suposa dezBgespazio bektorialeko

{i, Uy, ..., Uy, } sistema lotua dela. Hau da, existitzen dgélabektore bat, sistemako
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gainerako bektoreen konbinazio lineala dena. Suposa dezagun sistemako gainerako
bektoreen konbinazio lineala den bektorea lehenengoa dela:

Uy = ayly + ag Uz + -+ a, Uy, non Ia; # 0

f aplikazioa lineala denez, zera daukagu:

f(@y) = ayf (i) + az f(U3) + -+ anf (i), non Ja; # 0

Azken berdintza horretatikf (i,) bektorea{f(u,),...,f(d,)} bektoreen konbinazio
lineala dela ondorioztatzen da, befg4ii,), f (d,), -.., f (i)} sistema lotua da. Hau da,
lortutakoa absurdua denez, suposatu duguna ez da egia eta, ondorioz, planteatutako
baieztapena egia da.
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MATHEMATICA ERABILIZ EBATZITAKO ARIKETAK

M1. Adierazi f:R3 - R3, f(x,y,2) = 2x+y,x—z,—x + 2y +z) aplikazioa lineala
den.

EBAZPENA

Remove ["Global ="]

f aplikazioa et&R3 espazioko bi bektore orokor definituko ditugu:

x = {x1, x2, x3}; y = {yl, y2, y3};

f[{a , b ,=}]={2a+b,a-c, —a+2b+c};

f aplikazioa lineala izango da, ondoko bi baldintzak betetzen baditu:

(1G4 =/D+G),

ﬁ N X,y ER3AVaER
fa®) = af @) Y

Lehenengo baldintza betetzen dela ikusiko dugu:

£[x]

{2x1 +x2, x1 -x3, -x1 +2=x2+x3}

£ly]

2yl +w2, y1-w3, -yl+2y2+y3}

flx+vy]

x2+2 (x1+¥1) +y2, x1 - x3+yl-%3, x1+x3-yl1+2 (x2+y2) +y3}
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flx+y] = f[x] + £[y] // Simplify

True

Bigarren baldintza betetzen dela ikusiko dugu:

floa*x]

{(2xlao+x2a, x1a-x3a, -®xl a+ 2 x2a+x3a}

a % £[x]

{(2x1 +%x2) a, (x1-x3) a, (-x1+2x2 +x3) o}

flaxx] == ax £[x] // Simplify

True

Beraz, faplikazioa lineala da.

M2. f:R3 - R? aplikazio lineala emanik efd(x,v,z) = (x — 2y + 2z,x — z) izanik.
a) Kalkulatu aplikazio linealaren matrizea.

b) Kalkulatuf aplikazioaren nukleoa.

¢) KalkulatuIm(f)-ren oinarri bat eta haren dimentsioa.

d) Sailkatuf aplikazio lineala.

EBAZPENA

a) f aplikazioa definituko dugu eta berari lotutako matrizea kalkulatuko dugu, oinarri
kanonikoko bektoreen irudiak kalkulatuz:

Remove ["Global " x"]

f{x, v ,2z)}]={x-2y+2z, x-z);
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fel = £[{1, 0, 0}]; fe2 = £[{0, 1, 0}]; £e3 = £[{0, 0, 1}];

mat = Transpose[ {fel, fe2, fe3}]; MatrixForm [mat]

f1 -2 2
l-.l 0 —1_-|

b) Aplikazioaren nukleoa kalkulatzek® = (x,y,z) € Ker(f) bektorea kontsideratuko
dugu. Bektore horrek(x) = 0 beteko du.

nuk = {x1, x2, x3};

sol = Solve[f[nuk] = {0, 0}]

2 x2

{22, 322

nuk = nuk /. Flatten[sol]

2 x2 2 x2
(=2 =}

Nukleoko bektoreek duten forma orokorra kalkulatu ondoren, nukleoaren oinarri bat

kalkulatuko dugu x2ldagaiari edozein balio emanez:

bnuk = nuk /. x2 5 1

Beste aukera bat da NullSpace agindua erabiltzea eta, era horretan lortzen den nukleoaren

oinarritik abiatuz, nukleoko bektoreen forma orokorra kalkulatzea:

bnuk = Flatten[NullSpace [mat] ]

{2, 3, 2}

nukleoa = a % bnuk

{2, 3a, 2a}
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c) Irudiek osatutako azpiespazioaren dimentsioa kalkulatzeko, aski da aplikazioaren
matrizearen heina kalkulatzea:

dimimag = MatrixRank [mat]

2

Im(f) azpiespazioaren oinarri bat kalkulatzeko askil®df)-ren sistema sortzailean

linealki independenteak diren bektoreak hartzea. Hau da:

Det[mat[[{1, 2}, {1, 2}]11]

2

B ={(1,1),(—2,0)} Im(f) azpiespazioaren oinarri bat da eta, bedim Im(f) = 2.
Gainera, dimR? =2 denez etalm(f) € R? denez, orduanim(f)=R? dela

ondoriozatzen da.

d) dimKer(f) =1+ 0 denezf ez da injektiboa. Etdimim(f) = 2 = dimR? denez,
f suprajektiboa da. Beraz, ¢gpimorfismoa da.

a b)z(a+b 0

M3. f:M,(R) - M,(R) aplikazio lineala emanik,f(c d a c+d

) eran

definitua dagoena:
a) Kalkulatuf aplikazio linealareiM,(R)-ko oinarri kanonikoarekiko matrizea.
b) Kalkulatu nukleoa, haren oinarri bat eta haren dimentsioa.
¢) KalkulatuIm(f) azpiespazioaren dimentsioa.
d) Esan zein motatako aplikazio lineala d¢en

EBAZPENA

a) f aplikazio lineala definituko dugu eta berari lotutako matrizea kalkulatzeko oinarri
kanonikoko bektoreen irudiak kalkulatuko ditugu:

Remove ["Global "%"]
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fl{{a_. B2}, {e ,d}}] ={{a+b, 0}, {a, c+d}}

{{a+b, 0}, {a, c+d}}

fel = £[{{1, 0}, {0, 0}}]; £fe2 = £[{{0, 1}, {0, 0}}]; £=3 = £[{{0, 0}, {1, 0}}];
fed = £[{{0, 0}, {0, 1}}];

mat = Transpose[ {Flatten[fel], Flatten[fe2], Flatten[fe3], Flatten[fed] }];
MatrixForm [mat]

i

-OI—‘OI—‘
=T = = I
Hooo
Hooo

b) M,(R) espazioko bektore bat hartuko dugu éter(f)-n egoteko bete beharreko
baldintzak zeintzuk diren kalkulatuko dugu:

ker = {{x1, x2}, {x3, x4}};

sol = Solve[f[ker] == {{0, 0}, {0, 03}}]

{{x1 >0, x2 >0, x3 > -x4}}

ker = ker /. sel[[1]]

({0, 0}, {-=4, x4}}

Behin Ker(f) espazioko bektoreen forma orokorra definitu ostednaldagaiari balio
bat emanez oinarri bat kalkulatuko dugu:

bker = ker /. x4 + 1; MatrixForm|[bker]

Nukleoaren oinarria bektore ez-nulu bakarrak osatzen dugéie&er(f) = 1 da.
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c) lIrudiek osatutako azpiespazioaren dimentsioa aplikazioaren matrizearen heinaren
berdina da. Beraz, matrize honen heina kalkulatuko dugu:

dimimag = MatrixRank [mat]

&

d) dimKer(f)=1+0 denez, f ez da injektiboa. Gaineradimim(f) =3 #4 =
dimM,(R) denezf ez da suprajektiboa. Orduafihomomorfismo bat baino ez da.

M4. Izan bedif:R* -» R3® aplikazio lineala,f(x,y,z,t) = 2x+y—t,x+z+t,—x —
y + z + 2t) bezala definitua dagoena.

a) Kalkulatuv = (0,4, —1,3) bektorearerf bidezko irudia? € Ker(f) betetzen al da?
b) Kalkulatuw = (1,4,3) bektorea iruditzat duen bektore bat.

EBAZPENA

a) f aplikazioa definituko dugu etabektorearen irudia kalkulatuko dugu:

Remove ["Global “*"]

fl{z= ,¥v .z ,t}]={2x+y-t, x+z+t, - x-y+z+2¢t}

{-t+2x+y, t+x+z, 2t-x-y+ =}

v={0, 4, -1, 3}; £[v]

{1, 2, 1}

f[v] = {0, 0, 0}

False

¥ bektorea ez da nukleoko bektore Ift;) # 0 baita.
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b) W bektorea iruditzat dueR*-ko bektore orokor bat definitzen da:

bektorea = {x, y, =z, t}; w= {1, 4, 3};

sol = Solwve[f[bektorea] = w]

w bektorea iruditzat duten bektoreak infinitu dira. Horietariko bat kalkulatzeko nahikoa
day etaz parametroei balioak ematea:

bektorea = bektorea /. {y + -7, z > 0}

{4, -7, 0, 0}

M5. Izan bedi f: M(R) - M;(R) apikazio lineala, non:

a b c 0 b+d c+g
f(d f)z d—b 0 f+h
g h i g—c h-—f 0

@

a) Kalkulatud = <—

B =
[== N
N

) matrizearerf aplikazioaren bidezko irudia.

w

5
1) matrizearen aurre irudia.

b) KalkulatuB = (—
1 0

w w o
o

EBAZPENA

a) f aplikazioa definituko dugu ethmatrizearen irudia kalkulatuko dugu:

Remove ["Global "%"]
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fl[{{a . b ,c},{d.,e , £}, {g.hb ,1i1}]=

{{0, b+d, e+g}, {d-b, 0, £+h}, {g-e, h-£f, 0}}

{{0, b+d, c+g}, {-b+d, 0, £+h}, {-c+g, —£+h, 0}}

n={{1,2,0}, {-1,1, 2}, {4, 0, 1}}; £[A] // MatrixForm

[0
‘—3

1
0
.4 -2

[ % I Y

b) B matrizea et& x 3 dimentsioko matrize orokor bat definituko ditugu:

B={{0, 3, 5}, {-3,0,1}, {3,1, 0}}; aurreirudi = Array[m, {3, 3}];
MatrixForm[aurreirudi]

fm[1, 1] m[1, 2] m[1, 3] |
m[2, 1] m[2, 2] m[2, 3]
\m[3, 1] m[3, 2] m[3, 3] |

f aplikazioaren bidez Bnatrizean eraldatzen diren matrizeak kalkulatuko ditugu:

sol = Selve[f[aurreirudi] == B]

{{m[1, 2] =+ 3, m[2, 1] -+ 0, m[1, 3] =1, m[3, 1] -+ 4, m[2, 3] =0, m[3, 2] =+ 1}}

aurreirudi = aurreirudi /. sol[[1]]; MatrixForm[aurreirudi]

fm[1, 1] 3 1
0 m[2, 2] 0
4 1 m[3, 3] |

m(1,1), m(2,2) etam(3,3) parametroek infinitu balio har ditzaketenez, infinitu dira

matrizea iruditzat duten matrizeak. Parametro horiei balioak emanda, hauetako matrize
bat zehaztuko dugu:

aurreirudi = aurreirudi /. {m[1, 1] » 1, m[2, 2] -+ 10, m[3, 3] -+ -10};
MatrixForm [aurreirudi]

13 1,
010 o J
la 1 -10)
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M6. Izan bitezf:R3 - R* g:R* -> R3 eta h: R® - R3 aplikazio linealak, era honetan
definituta daudenak: f(x,y,z) = Qx+y,x+22z,x+2y), g(x,y,z,t) = (x+y+z,x +
2z,y + 2t) eta h(x,y,z) = (x,y,y —z). Kalkulatu, posible denean, oinarri kanonikoekiko

ondoko aplikazio linealen ekuazioak eta matrizeak.
a) fog.
b) fogoh.
c) fohog.
EBAZPENA

a) Lehendabizjf, g etah aplikazioak definituko ditugu:

Remove ["Global ="]

f[{x_, Y . z_}] ={2x+y,x+2, 2z, x+2y};
gl{= , v ,z , t }] ={x+y+z,x+2z, y+2t};
hi{= , ¥ , =2 }] ={=x, vy, ¥y-2};

Hiru aplikazio horien oinarri kanonikoekiko matrizeak kalkulatuko ditugu:

fel = £[{1, 0, 0}]; fe2 = £[{0, 1, 0}]; fe3 = £[{0, 0, 1}];

matf = Transpose[{fel, fe2, fe3}]; MatrixForm[matf]

[l = e 8
Moo
(=T R S |

gel =g[{1, 0, 0, 0}];ge2 =g[{0, 1,0, 0}]; ge3 =g[{0, 0,1, 0}];
ged = g[{0, 0, 0, 1}];
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matg = Transpose[{gel, ge2, ge3, ged}]; MatrixForm [matg]

o m
RO
o NP
Moo

hel =h[{1, 0, 0}]; he2 =h[{0, 1, 0}]; he3 =h[{0, 0, 1}];

math = Transpose[{hel, he2, he3}]; MatrixForm|[math]

{

0
’)
-1

S
[Ey

Ondoren, fog aplikazioaren matrizea kalkulatuko dugfi-ren matrizea g-ren

matrizearekin biderkatuz:

matfg = matf.matg

{{3, 2, 4, 0}, {1, 2,1, 2}, {0, 2, O, 4}, {3, 1, 5, 0}}

Aurreko matrizea erabiliz, fogplikazioaren ekuazioak zehaztuko ditugu:

{vl, ¥v2, v3, v4} = matfg. {x1, x2, x3, x4}

{3x1+2=x2+4x3, x1+2x2 +x3+2x4, 2x2+4x4, 3%l +x2+5x3}

fog aplikazioaren ekuazioak kalkulatzeko beste era bat zera da, zuzenean aplikazioen

konposaketaren definizioa erabiltzea:

flg[{x1l, x2, x3, x4}]] // Simplify

{3x1+2x2+4x3, x1+2x2+x3+2x4, 2 (x2+2x4), 3x1 +x2+5x3}

b) Aurreko atalean jarraitutako prozesu berari jarraitzen fagmh aplikazioaren matrizea
lortzeko. Ondorengo eragiketetan ikus daitekeenez, ezinezkoa da aplikazioari lotutako
matrizea eta ekuazioak lortzea, zergnaplikazioaren jatorri-espazioa ez baia
aplikazioaren amaiera-espazioaren berdina.



182 Aljebra: teoria eta ariketak. Mathematica programaren aplikazioa

flg[h[{x1, x2, x3}]]] // Simplify

£lg[{xl, x2, x2 - x3}]]

matf.matg.math

Dot::dotsh:
Tensors {{3,2,4,0},{1,2,1,2},{0,2,0,4},{3,1,5,0}} and {{1, 0, 0}, {0, 1, 0}, {0, 1, —1}} have incompatible
shapes. =

{{3, 2, 4, 0}, {1, 2, 1, 2}, {0, 2, O, 4}, {3, 1, 5, 0}}-.
{{1, 0, 0}, {0, 1, 0}, {0, 1, -1}}

c) Prozesu berari jarraitufphog aplikazioaren matrizea eta ekuazioak lortuko ditugu:

flhlg[{x1, x2, x3, x4}]]] // Simplify

{3x1+2x2+4x3, 2x1 +3x3-2x4, 2 (x1 -x2+2=x3-2x4), 3x1+=x2+5=x3}

matf.math.matg

({3, 2, 4, 0}, {2, 0, 3, -2}, {2, -2, 4, -4}, {3, 1, 5, 0}}

M7. Izan bedif:R? - R3 aplikazio lineala,f(x,y) = (x —y,0,y — x) bidez definitua

dagoena.

a) Kalkulatu f aplikazioaren matrize®? eta R3 espazioetako oinarri kanonikoekiko.
Matrize hori erabilizKer(f) kalkulatu.

b) Kalkulatuf aplikazioaren matrizeR?-ko A = {(1,—1), (2,1)} oinarriarekiko et&R3-ko
B ={(0,1,1),(2,1,0), (—1,0,1)} oinarriarekiko. Matrize hori erabiliZer(f) kalkulatu.

c) Frogatu aurreko bi ataletan kalkulatutako nukleoak berdinak direla.

EBAZPENA

a) Aplikazioaren oinarri kanonikoekiko matrizea kalkulatuko dugu:

Remove ["Global ="]
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fl{= , v }]1 ={x-y, 0, y-x};

fel = £[{1, 0}]; fe2 = £[{0, 1}];

matec = Transpose [ {fel, fe2}]; MatrixForm [matcc]

1 -1
‘ o 0 J
V-1 1 |

f aplikazioaren matrizea erabiliz, Ker(£)a honen oinarri bat kalkulatuko ditugu:

kerl = {x1, x2}; sol = Solve[matcc.kerl = {0, 0, 0}]

{{xl1 +=x2}}

kerl = kerl /. Flatten[sol]

{x2, x2}

bkerl = kerl /. x2 3 1

{1, 1}

Beraz, B ={(1,1)} nukleoaren oinarri bat da. Ondorioz, nukleoaren dimentsioa 1 da.

b) f aplikazioarem etaB oinarriekiko matrizea kalkulatuko dugu:

al={1, -1};a2={2,1}; bl ={0,1, 1}; b2 = {2, 1, 0};
b3 = {-1, 0, 1};

fal = £[al]

{2, 0, -2}

sol = Solve[fal =axbl +B8+b2 +y«+b3, {a, B, v}]

{{fx=20, 820, ¥y =>-2}1}
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falbaseb = {a, B, Y} /. scl[[1]]

{0, 0, -2}
fa2 = £[a2]
{1, 0, -1}

sol = Solve[fa?2 =axbl + B+b2 +y«+b3, {a, B, v}]

{{x=0, 820, y=-1}}

faZbaseb = {a, B, ¥} /. s0l[[1]]

{0, 0, -1}

matab = Transpose[ {falbaseb, faZbaseb}]; MatrixForm[matab]

[0 0y
o o0 J
V-2 -1

f aplikazioaren matrizea erabiliz, Ker(£)a honen oinarri bat kalkulatuko ditugu:

ker2 = {x1, x2}; scl = Sclve[matab.ker2 == {0, 0, 0}]

{f= -3

ker? = ker2 /. Flatten[socl]

=2
{5 =2}

bker2 = ker2 /. x2 5 -2

{1, -2}

Beraz, B’ ={(1,—2)} A etaB oinarriekiko kalkulatutako nukleoaren oinarri bat da.
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c) Aurreko bi ataletan kalkulatu diren nukleoak oinarri kanonikoarekiko #Ata
oinarriarekiko adierazi dira hurrenez hurren. Hori dela-eta oinarriek begi-bistaz
ezberdinak diruditen arren, berdinak direla frogatuko dugu. Horretarako, bigarren atalean

lortu den nukleoko edozein bektorek oinarri kanonikoarekiko duen adierazpena lortuko
dugu:

bker?kanonikoa = 1xal + (-2) a2

{-3, -3}

bker2kanonikeoa = (-3) % bkerl

True

Eta (—3,—3) bektorea(1,1) bektorearekiko proportzionala da. Ondorioz, bi bektore
horiek sortzen dituzten azpiespazioak berdinak dira, hau da, atal bietan lortu diren
nukleoak berdinak dira.






5 DIAGONALIZAZIOA

5.1 Bektore propioak eta balio propioak

Definizioa. Izan bitez((E, +), (K, +,),°) espazio bektoriala eta matrizea lotuta dueff

endomorfismoa:
fiE-> E
X - f(X)

X € E bektore ez-nulug-ren bektore propioa edo autobektorea da, existitzen bhad&
eskalar bat noif (¥) = A1 X betetzen dem € K eskalarrarit bektore propioari egokitutakf-
ren balio propio edo autobalio deritzb.matrizeaf endomorfismoari lotutako matrizea denez,
orduan f(¥) = AX betetzen da, beraz € E bektoreaf-ren edoA-ren autobektorea da,

existitzen badd € K eskalar bati¥ = A ¥ betetzen duena.

Oharra:

—

- Kasu tribiala ekiditeke # 0 baldintza inposatzen da, edozéig K baliok A .0=210
berdintza betetzen baitu.
5.2 Bektore propioen propietateak

Izan bedi((E, +), (K, +,-),o) espazio bektoriala eth E-n definitutako endomorfismo bat.

Orduan:

i) Bektore propio batil; € K balio propio bakarra dagokio. Demagune E bektore
propioari bi balio propidl,, 1, € K dagozkiola. Orduan, horiek berdinak izan behar dute,

hau dad; = 1,. Demaguni, etal, ¥ autobektoreari lotutako autobalioak direla, orduan:

f(X) =X eaf(X) =A%, ondoriozA, % = 1, = 4, = A,
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ii) X € E f-ren bektore propioari A € Balio propioa badagoki¢g X) € E bektorea eref-
ren bektore propioa da etae K balio propio bera dagokio.

iii) 1 € K balio propioa emanik, honek infinitu bektore propio ditu lotuta.

iv) 1 € K balio propioari lotutako bektore propioek azpiespazio bektorial bat osatzen dute.
Azpiespazio horrk balio propioari lotutako azpiespazio propioa deritzoFgtadieraziko
dugu:
Ey={X€E:f(X)=1%}

Edo gauza bera dendy ={% € E : (f — A)(®) = 0} = Ker(f — Ai), i identitate-

aplikazioa izaniki(¥) = X.

v) Balio propio ezberdinei lotutako bektore propioak linealki independenteak dira.

5.3 Polinomio karakteristikoa eta anizkoiztasunak

Izan bitez((E,+), (K, +,),°) n dimentsio finituko espazio bektorialf, E-n definitutako
endomorfismoa et = {u,, U, ..., U, } E-ko oinarri bat. I1zan bedi € E f-ren bektore propioa,
etal berari dagokion autobalioa. Orduan:

f(@) =A% %=+ 0izanik

Aurreko berdintza matrizialki adieraz daiteke:
fu,u ' (f)u = A(f)u

fup matrizeal oinariarekikof endomorfismoari lotutako matrizea izanik. Hau da:

fir fiz v S X1 X1
for faz vt fan N e Y
foi faz o fan uuU Xn/y Xn/ y

Aurreko berdintza ondorengo ekuazio linealetako sistemaren baliokidea da:

(fir = Dx1 + fioxg + -+ finx, =0
farx1 + (foz=Dxg + -+ forx, =0

fr1x1 + fazxz + o+ (fan — Dx =0
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Sistema homogeneo batek soluzio tribialaz gain beste soluzio bat izateko, koefizienteen

matrizearen determinanteak nulua izan behar du:

fll_/l f12 o o fln
f21 fZZ_A o fzn
fui fz v fan—2

Aurreko determinantearf endomorfismoaren polinomio karakteristikoa deritzo &tgl)

bidez adieraziko dugu:

fll_/‘{ f12 fln

f21 fZZ_/l on

ZONI
fi far o fan—2

Pr(1) polinomioareni, 4,, ..., 4, € K erroak f endomorfismoaren balio propioak edo

autobalioak dira.

Definizioa. A autobalio baten anizkoiztasun aljebraikod, autobalioak polinomio

karakteristikoan duen anizkoiztasuna da.

Definizioa. A autobalio baten anizkoiztasun geometrikoautobalioari lotutako azpiespazio
propioaren dimentsioa da.

Proposizioa. Izan bedi f-ren autobalioa, orduan:
1=my(d) < me(d)

mg(A) A autobalioaren anizkoiztasun geometrikoa eia(1) A autobalioaren anizkoiztasun

aliebraikoa izanik.

5.4 Endomorfismo diagonalizagarriak

Definizioa. A eta B matrizeak antzekoak dira, baldi = P~1AP betetzen dueR matrize
erregularra existitzen bada.

Proposizioa. A eta B matrizeak antzekoak badira, hau da= P~1AP betetzen bada,

orduan:
i) Py =Ps(D)

i) 4] =|B|
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i) tr(A) = tr(B), tr matrizearen aztarna edo traza izanik, hau da, matrizeko diagonal
nagusiko elementuen batura.

Definizioa. Endomorfismo bat diagonalizagarria izango da, berari lotuthkmatrizea
matrize diagonal baten antzekoa bada. Hau da, ondoko berdintza betetze® dogtrize
erregularra et® matrize diagonala existitzen badira:

D =P71AP

Definizioa. f:E — E endomorfismo bat diagonalizagarria izango da, existitzen Bada
espazioko oinarri bat non berari lotutako matrizea diagonala den. Oinarri hori linealki

independenteak direftren bektore propioz osatuta dago.

Teorema. Dimentsio finitudunE espazio bektorialean definitutakf endomorfismoa
diagonalizagarria da, baldin eta soilik balt(iﬁ—/lji), j=1,2,..,r aplikazioen nukleoen
dimentsioen baturakt espazio bektorialaren dimentsioa ematen badu4,,..., 1, € K
endonorfismoaren balio propioak izanik:

dim(Ker(f — 4,0)) + dim(Ker(f — 2,0)) + ...+ dim(Ker(f — A,i)) = dim (E)

Teorema. lzan bed((E, +), (K, +,~),o) n dimentsio finituko espazio bektoriala efaE-n
definitutako endomorfismo bat. Endomorfismo hori diagonalizagarria da, baldin eta soilik

baldin honakoak betetzen badira:
- P¢(4) polinomio karakteristikoa bere osotasun&agorputzean deskonposatzen da.
- J; autobalioen anizkoiztasun aljebraikoak bat datoz anizkoiztasun geometrikoekin.

Hau da, A1, A2, 0, A EK autobalioen anizkoiztasun aljebraikoak
mg (A1), ma(Ay), ..., mg(A;) badira eta anizkoiztasun geometrikoak
mg (A1), my(42), ..., mg(4,) badira, f diagonalizagarria da ondokoak betetzen badira:

{ma(/h) +me(d) + -+ me(4) =n
ma(A) =my(h).  j=12r

Oharra:

- n autobalio ezberdin dituefi endomorfismoa beti da diagonalizagarria, aurreko bi
baldintzak betetzen baititu.
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5.5 Endomorfismo simetrikoak

Definizioa. Izan bedif E espazio bektorialean definitutako endomorfismpaimetrikoa da

ondokoa betetzen denean:
f)-y=%-f(), VX,V EE

Definizioa. f endomorfismoa simetrikoa da, berari lotutako matrizea simetrikoa denean.

5.6 Endomorfismo simetrikoen diagonalizazioa

Definizioa. A matrizea ortogonalki diagonalizagarria da, ondoko berdintza betetzen Rluten
matrize ortogonalaP("! = Pt) etaD matrize diagonala existitzen direnean:
D = P7'AP = PtAP

Teorema. f endomorfismoa ortogonalki diagonalizagarria da, baldin eta soilik baidin,
endomorfismoa simetrikoa bada.

Teorema. lIzan bitezE n dimentsioko espazio bektoriala eta E-n definitutako
endomorfismo simetrikoa. Orduan, hurrengo hiru baieztapenak betetzen dira:

i) f-ren balio propio eta bektore propio guztiak errelak dira.
i) Balio propio bakoitzaren anizkoiztasun aljebraikoa eta geometrikoa bat datoz.
iii) f endomorfismoa diagonalizagarria da.

Teorema. lzan bitezE n dimentsioko espazio bektoriala etg E-n definitutako
endomorfismo simetrikoa. Orduan, autobalio ezberdinei lotutako autobektoreak binaka

ortogonalak dira ohiko biderketa eskalarrarekiko.

Teorema. lzan bitezE n dimentsioko espazio bektoriala etd E-n definitutako
endomorfismo simetrikoa. Orduan, posible ko bektore propioez osatutald espazioko
oinarri ortonormal bat osatzea. Oinarri ortonormal hgfien balio propioei lotutako
azpiespazio propioen oinarri ortonormalen bildura da.
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5.7 Jordan-en forma kanonikoa

Definizioa. 1 autobalioari lotutakan ordenako Jordan-en oinarrizko matrizea edo oinarrizko
blokea, J(1) adieraziko dugunayn ordenako matrize karratua da, diagonal nagusiko
elementuaki dituena eta diagonal nagusiaren gaineko diagonalean batak dituena, matrizeko

gainerako elementuak nuluak izanik:

0
_ ~ 0
JA=1E T
2

mxm

Definizioa. J matrizea Jordan-en matrizea edo Jordan-en forma kanonikoa dela esaten da,
blokeka diagonala denean. Hau da, Jordaneh), J(1,),..,J(As) oinarrizko blokeak

existitzen direnean, non:

J(A1)
J(A2)

()

5.7.1 Jordan-en forma kanonikoaren eraketa

Izan bitez((E, +), (K, +,),°) espazio bektorialgf: E - E endomorfismo bat etd berari
lotutako matrizea, norKk =R, K =Q edo K =C diren. f endomorfismoa ez da beti
diagonalizagarria izango, beraz, beti ez da posible izAngaP~1AP beteko duterD matrize
diagonala et® matrize erregularra topatzgaendomorfismoa diagonalizagarria ez den zenbait
kasutan posible da= P~1AP berdintza betetzen dutgnordan-en matrize bat ePamatrize
erregular bat bilatzea. Ohartki,= C denean, beti existitzen dglalordan-en matrize bat eta

matrize erregular bat nop= P~1AP.

Proposizioa. Izan biteZ: E - E n dimentsiokoE espazioan definitutako endomorfismoa
etamg(4) anizkoiztasun aljebraikoa duénautobalioa. Demagum, (1) = dim £} < m, (1)
bektzen dela, orduan existitzeng& N, non:

E, G E} ¢ - G EP =EP*', non E} = Ker(f — i)/
Ganera,Vq € N: g > p kontsideratzen badugu, ordugih = E;' betetzen da.

Bestalde, aurreko azpiespazio-katearen dimentsioek honakoa betetzen dute:

dimE; < dimE} < - < dimE} =mg(4)
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Ef azpiespazioaren dimentsioa A autobalioaren anizkoiztasun aljebraikoaren berdina dela
azpimarratu beharra dago: dim Ef =mgy(A). Ef azpiespazioari A autobalioari egokitutako

azpiespazio maximoa deritzo.

Teorema. Izan bitez f: E — E endomorfismoa eta A;,A,, ..., A f-ren autobalioak. Ondorioz,

f |Eak:E/1k - [y, aplikazio lineal bakoitzak B(Aj) oinarri bat onartzen du, non f |E/1k

aplikazioari elkartutako matrizea B(A;) oinarriarekiko Jordan-en matrizea den. B = B(4;) U
B(A;) U ..U B(A) bektore-sistemak E azpiespazioaren oinarri bat osatzen du, Jordan-en
oinarria deituko duguna. B oinarriarekiko f endomorfismoari lotutako matrizea hurrengo

Jordan-en forma kanonikoa da:

()

P matrizea Jordan-en B oinarriko bektoreen koordenatuak zutabeka jarriz eraikitzen da eta

hurrengo berdintza betetzen da: ] = P~*AP.

5.7.2 Jordan-en forma kanonikoa lortzeko algoritmoko pausoak

Izan bitez ((E ,+), (K, +,-),0) espazio bektoriala, f: E — E endomorfismo bat eta A berari
lotutako matrizea, non K = R, K = Q edo K = C diren. ] = P~'AP berdintza beteko duten J
Jordan-en forma kanonikoa eta P matrize erregularra lortzeko honako pauso hauek eman behar

dira:

1.- A matrizearen autobalioak kalkulatzen dira, hau da |A — AI| polinomio karakteristikoaren
erroak, baita beraien anizkoiztasunak ere. Izan bitez A4,4,,..,4; € K, A matrizearen

autobalioak, beraien anizkoiztasun aljebraikoak m,(11), mg(4,), ..., mg (As) izanik.

2.- A autobalio bakoitzari lotutako Ej, azpiespazioa kalkulatzen da. Kontuan izan autobalio
baten anizkoiztasun geometrikoa beti anizkoiztasun aljebraikoa baino txikiagoa edo berdina

dela, mg(4x) < mg(Ax). Ondorioz, bi kasu ezberdin bereizi behar dira:

2.1- my(4;) = mg(4;) betetzen denean, linealki independenteak diren m,(4;) bektore
existitzen dira, Jordan-en B(Aj) oinarria osatuko dutenak hain zuzen. Oinarri horretako

bektoreei lotutako Jordan-en matrizea diagonala izango da:

A O - 0
0 A - 0
coro.
0 0 - A/ axmaio

J) =
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2.2- my(A,) <mg(d) betetzen denean, A, autobalioari lotutako Jordan-en myg(Ax)
oinarrizko bloke existitzen dira. Ondokoa betetzen duen Eljk = Ker(f — Axi)/ azpiespazio-
katea kalkulatzen da k = 1, 2, ..., s balioetarako:

+1
Ep G Ef, G GEF=E""  non k=12.,s

Kasu honetan hurrengo prozesua jarraitzen da:

a) EP¥eta E pi—1 azpiespazioen dimentsioen kenketa kalkulatzen da:
Ak Ak

— g Pk _ i Pr—1
qpk_dlmE,lk dlmEAk

qp, zenbakiak E f k" - Ef :_1 azpiespazio bektorialean linealki independenteak diren

bektore kopurua adierazten du. Hau da, g, zenbakiak Ef k" azpiespazioan egonik Ef :_1

azpiespazioan ez dauden eta linealki independenteak diren bektoreen kopurua adierazten

du. Ohartu bektore horiek Ef : - Ef :_1 azpiespazioko oinarri bat osatuko dutela. Izan

bedi B = {ﬁl, Uy, ..., U, } oinarria. Oinarri horretako bektore bakoitzarentzat py
dpy,

ordenako eta 4; autobaliodun Jordan-en oinarrizko bloke bat lortzen da. Beraz, guztira A,
autobaliodun eta pyxp;, dimentsiodun Jordan-en q,, bloke elemental lortzen dira. Jordan-
en bloke horietako bakoitza B oinarriko bektore bakoitzaren (f —Ai)
aplikazioarekiko irudi jarraituen bidez lortzen da. Horrela, j=1,2,..,qp, indize

bakoitzerako, p;, bektorez osatutako multzoa lortzen da:

j - -1 - -2 - 2 -1 -1 - =
Bék(/lk) = {ujpk = (A —lkl) . u]-pk N (A - Akl) U, U = (A —)l.kl) . u]-,u]-}

Ohartu honakoak betetzen direla:
(A= 4DEP* = (A-D2 AP % = = (4 —4DP" = (A — N D)Peii;
j j j '

U €E Pk betetzen denez, orduan (4 — A1 )Pkil; = 0 eta ondorioz:
k

r (A - Akl)ﬁjpk_l =0 ﬁjpk_l € E)Lk

! (A-D2aP =0 _ ) i7" e B},

L(A - Akl)pk_l'l_ijl =0 uj € Elplf_l
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Beste alde batetik, absurdura eramanﬁz(,i_ Ef:_z froga daiteke. Suposa dezagun
i'e Ef:_z betetzen dela, orduan(4 — 2, /)?* %' =0 daukagu eta ;' =
(A — A1) - 4; dela kontuan hartuz ondokoa daukagu:

(A— APl = 0= i € EP<

Baina,ii; € E}*"" absurdua daj; bektorea}* — E}*”" azpiespazioan baitago.

Era antzekoan beste hauek froga daitezkf.?: ¢ Ef:_S, ﬁjp"_z € E;,. Ondorioz,

Bz{k (A;) oinariko bektoreek ondokoa betetzen dutela ziurta daiteke:
- pr—1 - DE—2 -2 -2 -3
u]'pk € E/lk‘ u]-pk € E/lzk - E/lk‘ ...,u]- € Ef: - Ef: )

-1 Pk—1 _ pPr—2 = Pk _ pPr—1
u}' € Eﬂ-k Elk ,Uj € Eﬂ-k E}Lk

B,fk(/lk) oinari bakoitzari lotutako Jordan-en oinarrizko blokea ondokoa izanik:

Ak 1 - 0
0 A = 0

= o o
00 Ak PrXPk

Oinarri guztien biIduraB,}k(/lk) Ung(Ak) U ...BZ:k(Ak), soltzen ari garen Jordan-en

oinarriaren parte izango da.

b) dimEfk"_l—dimEf:_zdiferentzia kalkulatzen da eta, aurreko atalean bezalaxe,

diferentzia horrekt‘:"/{’,:‘_1 - E/{’:_Z azpiespazioan linealki independenteak diren bektoreen

kopumuaematen digu.

Prozesu honetako a) ataleailj’k"_1 - Efk"_z azpiespaziokog,, bektore lortu dira.
Zehazki B = {ﬁl,ﬂ’z, ...,ﬁqpk} oinarriko bektore bakoitzeko bektore bat lortu da. Nahikoa
daE/{’k"'1 azpiespaziokoak izr;tnilE}{;"2 azpiespazioan ez daudey) _, = dim Efk"'l -

dim Ef:_z — qp, bektore aukeratzea. Bektore berri horiek beren artean ez ezik, orain arte

eraikitako Bp, (Ax) U BS, (A;) U ...B::"(Ak) bekoreekiko ere linealki independenteak

izan behar dute.
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Ondoren, a) ataleko antzeko prozedura erabilita, hau da, bektore bgftren,i)
aplkazioaren bidezko irudi jarraituak kalkulatuz, autobaliodunp, —1 ordenako
Jordan-en oinarrizko blokea lortzen da.

c) Atal honetan b) atalean azaldutako prozesua errepikatzey, dezpiespaziora iritsi
arte. E;, azpiespazioan aurreko bektoreekin bat@j’ké azpiespazio maximokd (1)

oinaria osatuko duten bektoreak aukeratzen dira.
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EBATZITAKO ARIKETAK

1 1 0
P1. Oinarri bateary: R® » R® endomorfismoari lotutako matrizeh= (2 -1 2) dela
0 1 1

jakinik, kalkulatuf-ren bektore eta balio propioak.
EBAZPENA
f endomorfismoaren polinomio karakteristikoa kalkulatuko dugu:
1 1 0 1 00 1-2 1 0
(2 -1 2) —A(O 1 0)
0 1 1 0 0 1

P =14—-A|= 2 —-1-2 2 |=
=-B+A+51-5

0 1 1-4

Ekuazio karakteristikoa ebatzizghdomorfismoaren balio propioak kalkulatuko ditugu:

/’{1=1
P =-B+22451-5=0=>A-1)(A-V5)(1+V5)=0= {2, =+V5
132_\/5

Balio propio bakoitzari lotutako bektore propioak kalkulatzen dira:

- A, = 1 balio propioari dagozkion bektore propioak kalkulatzeko askidda A,1)v = 0
ekuazio-sistema askatzea= (x,y, z) € R? izanik:

. 0 1 0\ 0 y=0
(A—I)13=0=><2 -2 2><y>=<0>={ _ I
0 1 o/ \z 0 2x—2y+2z=0

y =0, X =-z vzeR

A, = 1 balio propioari lotutako bektore propioek ondoko espazio bektoriala osatzen dute:
Ey, ={(x,y,2):x=-2y =0}={(-20,2): z € R} = ((-1,0,1))

- 1, =45 balio propioari dagozkion bektore propioak kalkulatzeko ere aski da
(A — 2,1)% = 0 ekuazio sistema askatz@a= (x,y,z) € R3 izanik:

1-+5 1 0 x 0
(A-V5D)5=0= 2 —1-+5 2 (}’>=(0>
0 1 1-v5/% \0

(1-VB)x+y=0
=>{2x+(-1-V5)y+2z=0=>y=—(1-5)z, x=2 Vz€R
y+(1—\/§)z=0
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A, = ++/5 balio propioari lotutako bektore propioek ondoko azpiespazio bektoriala osatzen

dute:
Ey, = {(x,y,z): xX=zy= —(1 — \/g)z} = {(Z, (—1 + \/g)z, Z): zZ € ]R}
=((1,—-1++5,1))

- Eraberear; = —/5 autobalioari lotutako bektore propioak kalkulatuko ditugu:
. [1++5 1 0 \/x /0

(A+Vs)i=0=| 2 —14V5 2 (y>=(0)

0 1 1++5/% \0

(1+V8)x+y=0
>{2x+(-14V5)y+2z2=0=>y=—(1+V5)z, x=2 Vz€R
y+(1++v5)z=0

Horrela,1; = —/5 autobalioari lotutako bektoreez osatutako azpiespazioa hauxe da:

Ey, = {y,2)x=2zy=—(1+ \/g)z} ={(z(-1- \/g)z, z):z € R}
=((1,-1-+5,1))

P2. Kalkulatu3 x 3 ordenakad matrizeal; = 3, 1, = 1 etal; = —2 autobalioak dituena,
eta ¥, = (1,2,1), ¥, = (—-1,4,1) eta ¥3 = (1,—1,—1) autobalioei dagozkien autobektoreak

izanik.
EBAZPENA
Hasierako datuetatik ondorengo matrizeak lor daitezke:
30 0 1 -1 1
D=|0 1 0 eta P=|(2 4 -1
0 0 -2 1 1 -1

non D = P~1AP betetzen denD = P~1AP bada, orduand = PDP~1. Eta eragiketak eginez

ekatzen digute matrizea lor daiteke:

1 -1 1N/3 O 0\ /1 -1 1
A=|2 4 -1](0 1 012 4 -1
1 1 -1/\0 =2/ \1 1 -1

0
1 -1 1\/3 0 0\/ 1/2 0 1/2 1 -1 4
=<2 4 —1)(0 1 0)(—1/6 1/3 —1/2>=>A=<3 2 —1)
1 1 -1/\0 0 -2 1/3 1/3 -1 2 1 -1

-1
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2 a 0

P3. lzan bediM=<1 b 0) matrizea, a,b eta ¢ parametroak errealak izanily
2 0 ¢

matrizearen traza 6 dela etd = (0,0,1) eta ¥, = (1,—1,2) bekoreak M matrizearen
aubbektoreak direla jakinik.

a) KalkulatuM matrizea.

b) Kalkulatu 3M3 —7M? + 2M — I adierazpenaren balioa, bektore eta balio propioen
kontzeptuak erabilita.

EBAZPENA

a) M matrizearen traza edo aztarna 6 bada, orduan:
2+b+c=6=>b+c=4%

¥; bektorea¥ matrizearen autobektorea denez, ordéaly € R : Mv, = A;%,. Hau da:
2 a 0\/0 0 0 0
1 b O0fl0)=24{0|=2(0)|=4]|0]2c=1
2 0 ¢/ \1 1 c 1
Era berean,’, bektoreaM matrizearen autobektorea denez, orddai, € R: M7, =
2 a 0 1 1 2—a=1,
1 b 0 (—1 =h(-1]=2{1-b=-2,
2 0 ¢ 2 2 24 2c =24,

Aurreko baldintzetatik eratorri den 5 ekuazio eta 5 ezezaguneko ekuazio linealetako
sistema askatzen da:

AUy

b+c=4 fa=0
c=XA b=3
2—a=1, ={c=1
Ll—b=—/12 [4 =1
24+2c=21, =2

2 0 0
Ondoiioz, bila ari garen matrizea hauxe db= <1 3 0).
2 01

b) M matrizearenl; balio propioa kalkulatzeko matrize baten traza balio propioen
bawuraren berdina dela erabiliko dugu:

M+A+A=6>1;,=3
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A5 = 3 balio propioarii; = (x,y, z) bektore propioa badagokio, orduan:

2 0 0\ x X 2x = 3x
M‘_7)3=A37733(1 3 0><}’>=3<}7>=‘{x+3y=3y >x=0,z=0,Vy€eER

2 0 1/ \z z 2x+z=3z

Beraz, 1; = 3 balio propioaren bektore propioak = (0,y,0) motakoak diray € R
izanik. Adibidez, y = 1 kontsideratuz,7; = (0,1,0) bektore propioa daukagu. Era
horetan, ondokd etaP matrizeak ditugu:

1 00 0 1 0
D={0 2 0 eta P=|0 -1 1
0 0 3 1 2 0

nonD = P~1MP betetzen duten. Berdintza hori erabili#2-ren adierazpena ondoriozta
daiteke:
M =PDP '=>M?=M-M = (PDP~Y)(PDP"') = PD?P~!

Eta era berearld™-ren adierazpena hurrengoa da:
M™ = ppnpt
Azken adierazpen hori erabilita eskatzen diguten adierazpenaren balioa kalkula daiteke:

3M3 —7M2 + 2M — [ = 3 PD3P~1 — 7PD2P~1 + 2PDP~! — P[P~
= P(3D3 = 7D*+2D —)P~*

0 1 0 1 0 0\3 1 0 0\2 100
=<o -1 1)3(020)—7(020) +2<020>
1 2 0 0 0 3 0 0 3 0 0 3
1 0 0\]/0 1 O0\7!
—(0 10)}(0 -1 1)
o 0o 1/1\1 2 o
0 1 0\N/-3 0 0\/-2 0 1 -1 0 0
=<o -1 1)(0—1 o)(100)=<24 23 0)
1 2 0/\0 o0 23/\1 1 0 4 0 -3

P4. Izan bitezE espazio bektoriala etd = {u,,u,, U3} E-ko oinarri bat. 1zan bedf E

espazioan definitutako endomorfismoa, np@ui,) = i, — 3i, betetzen deny = U, + 3uUs

A, = 1 autobalioari lotutako autobektorea izanik eta= (1, —1,2) 1, = 2-ri lotutakoa.

a) KalkulatuU oinariarekiko f endomorfismoari lotutako matrizea.

b) Kalkulatu aurreko ataleko matrizearen antzekoa den matrize diagonal bd eta

espazioko oinarri bat, non oinarri horrekikf endomorfismoari lotutako matrizea
diagonala den.
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EBAZPENA

a) U oinarriarekiko f endomorfismoari lotutako matrizea kalkulatzeko, askif@g),
f(u,) etaf () kakulatzea eta zutabeetan jartzea.

f@y) =u, —3u, = (1,-3,0)y denez, eskatzen duten matrizeko lehenengo zutabea
1

(—3) da.
0

¥ bektoregf endomorfismoarei; = 1 autobaliodun bektore propio bat denez, orduan:

Bedalde,f-ren linealtasuna erabiliz ondokoa daukagu:
f@) = f(Uy + 3ii3) = f(Uy) + 3f(13) = 1y + 3
Aurreko berdintzarf (i) ordezkatuz, f{ii;) baloa lor dezakegu:

f@) = fQy) +3f(Hs) =ty + 313 = 3f(U3) =ty + 31y — (U —3Uy) =

f(ﬁ3) = ﬁz + ﬁ3 = (0,1,1)U

0
Beraz, eskatzen duten matrizeko hirugarren zut{be)ada. Momentuzl/ oinarriarekiko
1

f endomorfismoari lotutako matrizea hurrengoa dela daukagu:

1 a 0
fu,u =-3 b 1 , a,b,c €R
0 c 1 u,u

Azkenik, w = (1,—1,2) bektorea 1, = 2 autobalioari lotutako autobektorea dela

erabiliko dugu:

1 a 0 1 1 l—a=2 a=-1
f(W)=2W$<—3 b 1><—1>=2<—1>=>{—3—b+2=—2=>{b=1
0 c 1 2 2 —c+2=4 c=-2

Ondorioz, f endomorfismoari lotutako matrizea hurrengoa dgyy =

1 -1 0
-3 1 1) .
0 -2 1/yy
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b) Bila gabiltzan matrize diagonala aurkitzekg,fmatrizearen autobalioak kalkulatu behar
dira. Momentuz,A; =1 eta 1, = 2 autobalioak ezagutzen dira. Bakarrik hirugarren
autobalioa; kalkulatzea geratzen d&, autobalioa kalkulatzekfy, ; matrizearen traza
edo atarna 3 dela erabiliko dugu:

MF+A+A3=14+2+23= 1+14+1 =223=0

fu,u_re" traza

Beraz, f; ; matrizearen antzekoa dénmatrize diagonala ondorengoa da:

1 00
D=<O 2 0)
0 0 0

f endomorfismoari lotutako matrizea diagonala bihurtzen dtiesspazioko oinarria
lortzeko autobalio bakoitzari lotutako autobektoreak kalkulatzea geratzen da. Badakigu
A, = 1 autobalioari lotutako autobektoreadela etal, = 2 autobalioari lotutakoaw
dela.1; = 0 autobalioari lotutako &= (x, v, z) autobektorea kalkulatzeko ondoko sistema
planteatzen dugu:

) 1 -1 0\ /x x x—y=0 2 2
fO=at=>(-3 1 1 <y>=0<y>:~ -3x+y+z=0 =>x=§,y=§,VZ ER
0 -2 1/ \z z —2y+z=0

A3 = 0 autobalioari lotutako autobektoredhk= (%gz) motakoak diraz € R izanik.

Adibidez, z = 2 eginezt = (1,1,2) bektore propioa daukagu. Bergzendomorfismoari
lotutako matrizea diagonala izateko aukeratutdkoespazio bektorialeko oinarria
B = {#,w,t} da,p = (1,0,3),w = (1,—1,2) etaf = (1,1,2) izanik.

a 0 -1
P5. Izan bedf: R® - R? endomorfismoa etd = (0 -1 a) berari lotutako matrizea.
0 a -1

Kalkulatu a parametroaren balioak matrizea diagonalizagarria izan dadin eta diagonalizatu

posible den kasuetan.
EBAZPENA
Ekuazio karakteristikoa ebatzizrdatrizearen autobalioak kalkulatzen dira:

a 0 -1 1 0 0 a—2A 0 -1
(0 -1 a) —/1<0 1 0)
0 a —1 0 0 1

0 -1-2 a |[>
[A=AUl=@—D((-1-1D?>-aH)=(@a—-NDNa@a-1-D(-a-1-2) =

|A— Al =

0 a -1-2
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M=a
[A-A=0e]t,=a—-1
A3=_a_1

Ekuazio karakteristikoaren hiru erro lortu dira. Horrela, parametroak hartzen dituen
balioen arabera, erro horiek sinpleak edo anizkoitzak izango dira, ondorioz, kasu ezberdinak

izango ditugu aztergai.

1. kasuaa # 0 etaa # —%. Kasu honetan hiru autobalio ezberdin daude:

A =a,nonmy(4;) =1
A, =a—1,nonm,(1,) =1
A3 =—a—1,nonm,(13) =1

Autobalio horiei lotutako azpiespazio propioak kalkulatuko ditugu:

- A, = adenean(4 — 1,1)% = 0 ebatzi behar da, non % = (%, z) € R®:

/00 -1\ x\ [0 -z=0
(A—a1)13=0=>(0 -1-a a )<y>=(0):~{(—1—a))'+az=0=>
0 a —1-a/ \z 0 ay+(—1—a)z=0

y=0,z=0,Vx€R

A4 = a autobaliori lotutako azpiespazio propioa hurrengoa da:
Ej, = {(x,0,0) | x € R} =((1,0,0)), nonmy(4,) =1

- A, =a—1denean eréd — A,1)% = 0 ebatzi behar da, nah= (x,y,2) € R
. 1 0 -1\ /x 0 x—z=0
(A—(a—1)1)17=0$<0 —-a a><y>=(0>${—ay+az=0:
0 a -—a/ ‘\z 0 ay—az=0

x=2z,y=2zVz€ER

Etal, = a — 1 autobalioari lotutako azpiespazio propioa hurrengoa da:
Ey, ={(z,2,2) | z € R} = ((1,1,1)), nonmy(4,) =1

- Azkenik, & = —a — 1 autobalioari dagokion azpiespazio propioa kalkulatuko dugu:
2a+1 0 -1\ /x 0 L, =
(A—(—a—l)l)ﬁ=6=>< 0 a a><y>=<0>=>{(2a+1)x z=0_

0 a ) \z 0 ay+az=0

y=—R2a+1x,z=2a+1x VxR
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Etal; = —a — 1 autobalioari lotutako azpiespazioa hurrengoa da:
Ep, = {(x,—(2a+ Dx, (2a + x) | x € R} = ((1,—(2a + 1), 2a + 1)), nonmgy(43) = 1
A =a,nonmg(4) =1=my(4,)

Lehenengo kasuaren laburpehiat, = a — 1,nonm,(1;) = 1 = my(4;)
A3 = —a—1,nonmg(43) = 1 =my(43)

Kasu honetanA matrizea diagonalizagarria da dlaeta P matrizeak lor daitezke, non

D = P~1AP:
a 0 0 11 1
D=(0 a-—1 0 eta P={0 1 —-1-2a
0 0 —-a—1 01 1+ 2a

2. kasuaa = 0 deneanf endomorfismoari lotutakd matrizea ondokoa da:

0 0 -1
A=(0 -1 0
0 0 -1

=0, nonmy(4;) =1

. . . Ay =
Kasu honetan, bi autobalio ezberdin lortzen c{l/l{:;i: ~1,nonmy(4;) = 2

A, = 0 autobalioari lotutako azpiespazio propioa kalkulatzéko— 111)17=5 sistema

ebatziko dugu, ¥ = (x,z) € R3 izanik:

/0 0 -1\ x 0 =0
Ab=0=(0 -1 0 <y>= 0)${_y=0=>y=0,z=0,\7’xE]R

0 0 -1/%z 0

Orduan1; = 0 autobalioari lotutako azpiespazio propioa hurrengoa da:
E;, = {(x,0,0) |x € R} = ((1,0,0)), nonmy(1;) = 1

Era berean}, = —1 autobalioari lotutako azpiespazio propioa kalkulatuko dugu:

/10 =1\ (0
A+Dv=0=|0 0 O <y>= 0)]=2x—z=0=>x=2zVy,z€e€R
0 0 0/ \z 0

Beraz:Ey, = {(z,y,2) | y,z € R} = ((1,0,1),(0,1,0)), nonmg(2,) = 2.

. Ay =0,nonmg(4) =1 =my(4,)
Bigarren kasuko laburpena hurrengoa (ﬁa:_ 1,non my () = 2 = m, (1,)
2— 4 a\A2) — &4 = litgAz
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Kasu honetan eré¢ matrizea diagonalizagarria da dla= P~ AP berdintza beteko duten D
eta P matrizeak hurrengoak dira:

0 0 0 1 10
D= (0 -1 0> eta P= (O 0 1)
0o 0 -1 0 10

3. kasuau = —% deneanf endomorfismoari lotutakd matrizea ondokoa da:
-1/2 0 -1
A= ( 0 -1 —1/2)
0 -1/2 -1

A matrizeak bi autobalio ezberdin di{ti:l - _iﬁﬁgg 2“813 - ;
2= = ’ a\2) —

A, = —3/2 autobalioari dagokion azpiespazio propioa kalkulatzeko ondoko ekuazio sistema
ebaziko dugu:

3 . 1 0 -1\ /x 0 x—z=0
(A+—1)17=0=><0 1/2 —1/2><y>=<0>:> {(1) _(1) —0>
2 o -1/2 172/\z/ \o 2)Y~\2)? =

x=2zy=2zVzeR

Horrela,A; = —3/2 autobalioari lotutako azpiespazio propioa lortuko dugu:
E; ={(z,z,2) | z € R} =((1,1,1)), nonmy(4,) = 1

Era berean,A, = —1/2 autobalioari dagokion azpiespazio propioa kalkulatzeko ebatzi

behareko sistema ebatziko dugil — 1,1 = 0, non® = (x,y,2) € R3:
1 /0 0 -1\ & 0 —z=0
(A +—1)ﬁ =0= (0 -1/2 —1/2) (y> = <0> = {_(}) _ (1) —0>
z 0 -1/2 -1/2/\z/ \o 2)Y ~\2)% 7
y=0,z=0,Yx€R

Etal, = —1/2 autobalioari dagokion azpiespazio propioa hurrengoa da:
E;, = {(x,0,0) | x € R} = ((1,0,0)), nonmy(4;) = 1

Azken kasu honetako laburpena hurrengoa da:

3
A= —5non mg(A) =1 =my(A)
A, =—1/2, nonmg(4;) =2 # my(d;) =1

Ondoiioz, kasu honeta] matrizea ez da diagonalizagarria.
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—-a 1 b
P6. Izan bedf: R - R? endomorfismoa etd = ( 0 -1 0) berari lotutako matrizea.
0 1 b

Kalkulatu a eta b parametro errealen balioak matrizea diagonalizagarria izan dadin eta
diagonalizatu posible den kasuetan.

EBAZPENA

Ekuazio karakteristikoa ebatzizmatrizearen autobalioak kalkulatzen dira:

—a—21 1 b
[A=2l=| o -1-2 0 |=(a-DNE1-DB-DH =
0 1 b—2
A =-a
|A—AI|=O<:){AZ=—
A3=b

Ekuazio karakteristikoaren hiru erro lortu dira. Horrela@tab parametroek hartzen dituzten
balioen arabera, erro horiek sinpleak edo anizkoitzak izango dira eta kasu ezberdinak izango
ditugu aztergai.

1. kasuaua # 1 etab # —1 etaa # —b direnean, hiru autobalio ezberdin daude:

A1 = —a,nonmy(4;) =1
A, =—1,nonm,(1,) =1
A3 =b,nonmy(13) =1

Autobalio horiei lotutako azpiespazio propioak kalkulatu behar dira:

- A, = —a denean(A — A,1)% = 0 sistema ebatzi behar da= (x,y,z) € R? izanik:

/0 1 b \/x\ (0 y+bz=0
(A+a1)17=0=><0 a-1 0><y>=<0>=> (@a-Dy=0 =

0 1 a+b/ \z 0 y+(a+b)z=0

y=0,z=0,Vx€R

Eta autobalio horri lotutako azpiespazio propioa hauxe da:
Ej, ={(x,0,0) | x € R} =((1,0,0)), nonmy(4,) = 1

- A, =—1 denean ere berari lotutako azpiespazio propioa kalkulatu behar da ondoko
sistema ebatziz:

—-a+1 1 b X 0 _ B
A+D5=0> 0 0 o0 <y>= 0 =>{(1 a)X+y+bz_0:>
0 1 b+1/ \z 0 y+(b+1z=0
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1
S (-1-b)z,vzER

A, = —1 autobalioari lotutako azpiespazio propioa hurrengoa da:

Ey, = {(ﬁz (-1-b)z, z) |z € ]R} = ((ﬁ,q — b, 1)), nonmg(4,) = 1

- Azkenik, A = b autobalioari lotutako espazio propioa kalkulatzen da:

. —a—b 1 b\ /x 0 (—a—b)x+y+bz=0
(A—b1)17=0=>< 0 -1-b 0><y>=<0>=> (=1-b)y=0 .
0 1 0o/\z \o y=0

b
=— =0,vzeR
X a+bz,y 0,vz

A3 = b autobalioari lotutako azpiespazio propioa hurrengoa da:

Ey, = {(ﬁz, 0, z) |z € R} = ((i 0.1)), nonmg(43) =1

a+b’

A = —a,nonmy(4;) =1 =my(1,)
Lehenengo kasu honetako laburpena hauxe &ta= —1,nonm,(1;) = 1 = my(4,)
A3 = b,nonmy(43) =1 =mgy(43)

Kasu honetand matrizea diagonalizagarria da eba= P~1AP berdintza betetzen dutéh

eta P matrizeak lor daitezke:

—a 0 0 1 = =
pD=( 0 -1 0| eta P=(q 15, %
0 0 b 0 1 1

2. kasuaa = 1 etab # —1 direneanf endomorfismoari lotutakd matrizea hauxe da:

-1 1 b
A=< 0 -1 0)
0 1 b

=—1,nonm,(14,) =2

Kasu honetan bi autobalio ezberdin daL{é/%: = bnonm,(1,) = 1
=b, o) =

1, = —1 autobalioari dagokion azpiespazio propioa kalkulatzeida 1,1)v = 0 sistema

ebatziz, nor{A — A,1)% = 0:

01 b \x 0
S bz =0
(A+I)ﬁ=0=><0 o 0 ><y>=<o>=>{ +y(-l|;—+zl)z—0=>
0 1 b+1/\z o/ VY =

y=0,z=0,Vx€R
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Beraz, 4, = —1 autobalioari dagokion azpiespazio propi@, = {(x,0,0) |[x € R} =
((1,0,0)) da, my(4;) =1 izanik. Kasu honetanm,(1;) =2 # my(4,) =1 direnez, A

matrizea ez da diagonalizagarria.

3. kasuab = —1 etaa # 1 direneanf endomorfismoari lotutakd matrizea ondokoa da:
—a 1 -1
A= 0 -1 0
0 1 -1

—1,nonm,(1,) =2

Kasu honetan bi autobalio ezberdin lortzen c{ﬁé:z
2 =—a,nonmg(1;) =1

4, = —1 autobalioari dagokion azpiespazio propioa kalkulatzen da:

—-a+1 1 -1\ /x 0 B o
(A+1)17=6=>< 0 0 0><y>=<0)=>{(1 a)xt}z) z=0
0 1 0/\z 0 y=

y=0z=0-a)x,VxER
4, = —1 autobalioari dagokion azpiespazio propioa ondokoa da:
Ep, ={(x,0,(1 - a)x) |x € R} = ((1,0,1 — a))
Autobalioaren anizkoiztasun aljebraikoa eta geometrikoa ezberdinakngjf@d,) = 2 #

mg(4,) = 1, beraz A matrizea ez da diagonalizagarria.

4. kasuau = —b etaa # 1 direneanf endomorfismoari lotutakd matrizea hauxe da:
—-a 1 —a
A=l 0 -1 0
0 1 —a

= —a,nonmy(4,) =2

- - : M
Bi autobalio ezberdin daud{a/12 = —Lnonmy(d,) = 1

A, = —a autobalioari lotutako azpiespazio propioa kalkulatzeko hurrengo sistema ebatzi
behar da:

. 0 1 —a\ /x 0 y—az=0
(A+a1)13=0=><0 a—1 0)<y>=<0>=>{(a—1)y=0 >az=0
0 1 0/ \z 0 y=0
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Bi kasu ezberdin daude:

4.1 kasua:a # 0 denean, sistemaren soluziga=0 etaz =0,¥Yx € R da. Ondorioz
A, = —a autobalioari lotutako azpiespazio propioa ondokoa da:
Ej, = {(x,0,0) |x € R} = ((1,0,0)), nonmg(4;) =1

A, = —a autobalioaren anizkoiztasun aljebraikoa eta geometrikoa bat ez datozenez,

mq(4) = 2 # my(4,) = 1, A matrizea ez da diagonalizagarria.

4.2 kasua:a = 0 denean, sistemaren soluzipa= 0 eta Vx,z € R da. Berazl, = —a
autotalioari lotutako azpiespazio propioa ondokoa da:
Ey, ={(x,0,2) |x,z € R} = ((1,0,0), (0,0,1)), nonmg(1,) = 2

1, = —1 autobalioari lotutako azpiespazio propioa kalkulatzen da:
1 1 0\ /x 0
— =0
(A+I)v=0=>(0 0 0><y>=<o>z{’y€i§=0 >
0 1 1/ \z 0

x=2zy=-zVz€R

Ondorioz, 1, = —1 autobalioari lotutako azpiespazio propioa ondokoa da:
E, ={(z,—z2) |z € R} = ((1,—-1,1)), non my(4;) =1

1 = —a,nonmg(Ay) =2 = my(4y)

A
4.2 kasuko laburpena hauxe c{a = —1,nonmy() = 1= m,(,) a # 0 izanik.
2 — 4 a\A2) — 1 = Mgz

Kasu honetaml matrizea diagonalizagarria da eba= P~1AP berdintza betetzen dutéh

eta P matrizeak lor daitezke:
0 0 O 1 0 1
D=|0 0 O eta P={0 0 -1
0 0 -1 01 1

5. kasuaaa =1 etab = —1 direneanf endomorfismoari lotutakd matrizea ondorengoa

da:
-1 1 -1
A= ( 0 -1 O)
0 1 -1

Autobalio bakarra lortzen da; & —1, nonm,(1;) = 3 den.
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A, = —1 autobalioari lotutako azpiespazio propioa kalkulatzen da:

_ /01 -1\ x 0\ y_,=0

(A+1)17=0=><0 0 0)(y>=(0>=>{ -0 =>y=z=0Vx€eR
01 0o/\z \o Y

A1 = —1 autobalioari dagokion azpiespazio propioa:

E;, = {(x,0,0) |x € R} = ((1,0,0)) non my(A;) = 1

Kasu honetam, (4,) = 3 # my(4,) = 1 direnez, Amatrizea ez da diagonalizagarria.

1 -1 0
P7. Izan bedi f: R® > R® endomorfismoa etad = (—

1 2 —1) berari lotutako
0 -1 1
matrizea. Kalkulatyf-rekiko matrizea diagonala egingo duen oinarri ortonormal bat.

EBAZPENA

f endomorfismoari lotutako matrizea erreala eta simetrikoa dé¢rdiagonalizagarria d&.

endomorfismoaren autobalioak kalkulatuko ditugu,— AI| =0 ekuazio karakteristikoa
ebatziz:

1-1 -1 0 =0
[A-all=]| -1 2—12 -1 |=-2B+42-31=2|A-AU|=02,=1
0 -1 1-2 A3 =3

A, = 0 autobalioari lotutako autobektoreak kalkulatuko ditugu ondoko sistema ebatziz:
_ 1 -1 0\ 0 x—y=0
Av=0=>|-1 2 -1 (y): 0]=>{—x+2y—-z=0=>x=y=2VzeR
0 -1 1/\z 0 —-y+z=0
Beraz, 4 = 0 autobalioari lotutako azpiespazio propioa hurrengoa da:
E, ={(zz2) |z € R} =((1,1,1))
Era berean], = 1 autobalioari lotutako azpiespazio propioa kalkulatuko dugu:

E), ={(-z0,2) | z€ R} = ((-1,0,1))

Bukatzeko prozedura berari jarraituz; = 3 autobalioari lotutako azpiespazio propioa
lortzen da:

Ey, ={(z,—2z2)|zeR}={((1,-21))
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Autobalioei lotutako azpiespazio propioak kalkulatu ondofeendomorfismoari lotutako

matrizea diagonala izatea posible egiten dRé+ko oinarri bat daukagu) matrize diagonala

0 0 0
~(0 1 o]
0 0 3

Eta R3-ko oinarria, adibidezB = {#;,¥,, ¥3} izanik non%; = (1,1,1),%, = (-1,0,1) ela

ondorengoa izanik:

U3 = (1,—-2,1) diren. Oinarri hori ortogonala da, bektore propio bakoitza balio propio ezberdin
bati lotuta baitago. Beraz, oinarri hori oinarri ortonormala bilakatzeko nahikoa da bektoreak

unitario bihurtzea, beraien normaz zatituz:

. 2 (1,1,1) 1 1 1
ST VEr e (T '3 T)
. Uy (=1,0,1) 1
Il Ot r 2 <T _)
. Uy 1,-2,1) (1 -2 1
A m‘%'ﬁ%)

Orduan, B' = {li;,u,, U3} oinarria R3-ko oinarri ortonormal bat dagi; = (%\/1—5%)

-

-1 1 — 1 -2 1 . . . . . .
U, 0 eta u; =( ) izanik, etaf endomorfismoaren oinarri horrekiko

- (ﬁ' 'Ti) V6’ V6’ V6
matrizea ondorengo matrize diagonala da:

0 0 0
={(0 1 0
0 0 3

1 -4 8

P8. Izan bedf: R® - R3 endomorfismoa etd = (—4 7 4) berari lotutako matrizea.
8 4 1

Kalkulatu f-rekiko matrizea diagonala egingo duen oinarri ortonormal bat.
EBAZPENA

f endomorfismoari lotutako matrizea erreala eta simetrikoa dg¢rdiagonalizagarria dg.
endomorfismoaren autobalioak kalkulatuko ditugu, — AI| =0 ekuazio karakteristikoa

ebatziz:

-1 -4 8
[A-Ml=| -4 7-2 4 =—(A+9)(A—9)2:>|A—AI|=0(:>{
8 4 1-2

2y =—9
/12=9

nonmgy(4,) = 1 etam,(4,) = 2 diren.
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- 1y = —9 autobalioari lotutako autobektoreak kalkulatzeko ondoko sistema ebatziko
dugu:

10 —4 8\ /x 0 10x —4y+8z=0
(A+91)17=0=>(—4— 16 4><y>=(0)=>{—4-x+16y+4z=0z
8 4 10/ ‘z 0 8x+4y+10z=0
z
x=—z,y=—E,VzE]R

Ondorioz,A; = —9 autobalioari lotutako azpiespazio propioa hurrengoa da:

Ey, = {(—Z,—g,z) |z € R} =((21,-2))

- Era berdintsuan, = 9 autobalioari lotutako azpiespazio propioa kalkula daiteke:

By, = {(—% +2,y,2) 1,2 € R} = ((1,-2,0),(1,0,1))

Behin autobalioei lotutako azpiespazio propioak kalkulatfitendomorfismoari lotutako
matrizea diagonala izatea posible egiten dRérko oinarri bat daukagu) matrize diagonala

ondokoa izanik:

EtaR3-ko oinarria, adibideB = {#,, %,, %3} izango da, no; = (2,1, —2), %, = (1,—2,0)
eta?; = (1,0,1) diren. Oinarri hori ez da ortogonais, etav; bektoreak ez baitira ortogonalak:
¥y U3 =(1,-2,0)-(1,01) =2 %0

¥, etav, autobalio ezberdinei lotutako autobektoreak direnez, ortogonalak dira. Arrazoi
beragatik ¥, eta?; bektoreak ere ortogonalak dira. Hiru bektoreak ortogonalak izateko aski da
aubbalio anizkoitzari lotutako autobektoreetako bat eraldatzea. Gram-Schmidt-en metodoa

erabiliko dugu.

Izan bediw; = ¥5 + A%, bektorea:
Wy = (1,0,1) + A(1,-2,0) = (1 + 4, -24,1)

A parametroaren balioa zehaztuko duguetaw; bektoreak ortogonalak izan daitezen.
Horretarako, #.w; = 0 berdintza planteatuko dugu:
(1,-20)- 1+2,-24,1)=0=>14+214+41+0=0=>1=-1/5

A parametroaren baliog; bektorean ordezkatuz zera daukagu:

. _(1 12 1)_(42 1)
W3 = 5’5’ =55
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Era horretan lortutakw; bektoreai; bekorearekiko ere ortogonala dela froga daiteke:

W, - —(4 2 1) @1-2)=24+2_2-0
Wi i =55 T TR TR T AT
Beraz,B' = {¥,,7,, W5} f endomorfismoaren bektore propioez osatut@dko ortogonal
bat da. Oinarri hori ortonormal bihurtzeko nahikoa da bektoreak unitario bihurtzea, beraien
normaz zatituz:

LB (2.1,-2) (2 1 2)
U =—= = _—— —
YTB T 22112+ (-2)2 \3'3" 3

B (1,-2,0) (1 -

Uy = —5 = =|— —
2%l 1T+ (22102 W5 VB

N

N
Uz =

o)
= (%)gig(%;)w:( 55

ﬂ\*

- - = . . . . — 21 -2
Beraz, B"” = {u,, 1,13} oinaria R3-ko oinarri ortonormal bat dagi;, = (g,g,—3),

_ (1 -2 - _ (4 2 5. . ) . . .
5 = (ﬁ,ﬁ,o) etau; = (3ﬁ,3ﬁ, 3 ) izanik. Etaf endomorfismoaren oinarri horrekiko

9 0 0
matrizea ondorengo matrize diagonala®Ria: ( 0 9 0).
0 0 9

2 1 4
(3 V5 3@)
GaineraD = P'AP berdintza betetzen dela froga daitekes % _72 32—\/5 izanik.
\2 o &
3 3
1 1 0 -2 -2 2
0 0 0 1 1 -1
_| 0 2 -1 -2 -1 3 . )
P9. Kalkulatu A=| 5 7 0 2 0o -3 | matrizearen Jordan-en forma
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 -1
kanonikoa.
EBAZPENA

A matrizearen autobalioak kalkulatu ahal izateko, lehendabizi polinomio karakteriskoa
lortuko dugu:

1-12 1 0 -2 -2 2
0 -1 0 1 1 -1
_| 0 2 -1-12 =2 -1 3 1 _1)4 2
P,(A) = 0 ] 0 2-1 0 _3 =A-D*1+1)
0 0 0 0 1-2 0
0 0 0 0 0 -1-2
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Hauek dirad matrizearen autobalioak eta haien anizkoiztasun aljebraikoak:

Ay = 1,non my(,) =
@-D'a+)*=0e {/12 = —1,non mg(4z) = 2

Gogpratu, matrizea diagonalizagarria denean, Jordan-en forma kanonikoa matrize diagonala

dela. Aldiz, matrizea diagonalizagarria ez dene%%r]],vj’ = 1,2 azpiespazio-katea kalkulatu

behar da. A matrizea diagonalizagarria den aztertuz hasiko gara. Horretarako, autobalio

bakoitzari lotutako azpiespazio propioak kalkulatuko ditugu eta anizkoiztasun aljebraikoa eta
geometrikoa berdinak diren ikusiko dugu.

- A, =1 autobalioa:

Autobalio honen anizkoiztasun aljebraikog (#;,) = 4 da. Bestalde, autobalio honi lotutako
azpiespazio propio&er(A — A1) kalkulatzen da:

Ey, ={X€E:(A-4D%=0}=Ker(A— )

E,, azpiespazioa lortzeko ondoko sistema ebatzi beharra dago:

o 1 0 —2 —2 ( — 2%, — 2x5 + 2x5 =0
/8 _; _g 5 _1 _1\/ 0 J —x2+x4+x5—x6—0
KO 1 0 1 o / 2= |=> 2%y —2x3 —2x4, — X5+ 3%, =0 =
0 0 o 0 0 o0 \Xs/ \0/ l —x; +%x,—3x,=0
0o 0o o0 o0 o0 -2/ \ 0 —2% =0

X =0,x3=0,x4 =0,x5 =0,x¢ =0,Vx; ER

Ondoiioz, 4; = 1 autobalioari lotutako azpiespazio propioa hurrengoa da:
Ey, = {(x1,0,0,0,0,0) | x; € R} = ((1,0,0,0,0,0))

Ej, azpiespazioa bektore ez-nulu bakarrak sortu dueng@l,) = dimE; = 1 daukagu.
Beraz, anizkoiztasun geometrikoa eta aljebraikoa ez datoz tha(d,) = dimkE;, =
1 #m,(4,) = 4. Ondorioz, A matrizea ez da diagonalizagarria etl,ﬁ1 azpiespazio-katea

eraikiko dugu, azpiespazioaren dimentsioa eta autobalioaren anizkoiztasun aljebraikoa bat etorri
arte.

Gaineramg(1,) = dimE;, = 1 beetzen denez, autobaliodun Jordan-en oinarrizko bloke
balkarra dago.
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Azpiespazio-katea osatzen hasiko gara:

E} ={Z€E:(A— D)% =0} =Ker(A— ,1)?

Efl azpiespazioaren sistema sortzaile bat lortzeko ondoko ekuazio linealetako sistema askatu

beha da:
0 1 0 -1 1 1 X1 0
/0 0 0 0 -1 0\ /xz\ /0\
| 0 -4 4 4 4 -8 | X310
0 0 0 0 -1 4 /[|Xs 0
\0 00 0 O 0/ k"s) KO)
0 0 0 O 0 4/ Me 0
( Xy — X4 +X5+x5=0 [ X2 =Xy
—x5=0 Il x5=0
{—4x2+4x3+4—x4+4x5—8x6=0 > x3=0
—x5+4xs =0 X6 =0
k 4xs =0 Vxy,x ER

Beraz, E}i = { (x1,%2,0,x2,0,0) | x1,x, € R} =((1,0,0,0,0,0),(0,1,0,1,0,0)). Kasu
honetan, Efl azpiespazioa linealki independenteak diren bi bektorek osatzen dutenez,
dim Efl = 2 da. Azpiespazioaren dimentsioa anizkoiztasun aljebraikoarekin bat ez datorrenez,

dim Efl =2 #m,(A,) = 4, azpiespazio-katea eratzen jarraitu beharra dago:

Efl azpiespazioa kalkulatuko dugu:

E} ={%€E:(A—-101)%% =0}=Ker(A—AI)*

Efl azpiespazioaren sistema sortzaile bat lortzeko ondoko ekuazio linealetako sistema askatu

beharda: _(1) 20\ / \l _ l/ \
At

x5—0 -0
8x, — 8x3 — 8x, — 8xs + 20x, = 0 = X6 =

—8x. =0 Xy = X3+ X4
6 Vxl,x3,x4€]R

—
o o o
oo oCcmwo o

0

0
—8 —

0

0

0

coompmoo
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Beraz, ondorengoa daukagu:

E} = {(x1,%3 + x4,X3,%4,0,0) | x1,%3,%, € R} =((1,0,0,0,0,0),(0,1,1,0,0,0), (0,1,0,1,0,0))

Kasu honetan,E,f1 azpiespazioa linealki independenteak diren hiru bektorek osatzen
dutenez, dimE,{’1 =3 da. Eta oraindik ere azpiespazioaren dimentsioa anizkoiztasun
djebraikoarekin bat ez datorrenezlimEj’1 =3 #m,(1,) = 4, azpiespazio-katea eratzen

jarraitu beharra dago.

Efl azpiespazioa kalkulatuko dugu:

Ef ={%€E:(A—-1D*=0}=Ker(A—1,D*

Efl azpiespazioaren sistema sortzaile bat lortzeko ondoko ekuazio linealetako sistema askatu

beha da:

0 0 0 0 0 0 Xy 0
/0 0 0 0 0 o\x2 0
|0—16 16 16 16 —48 |[ X3 |_|0 |
0 0 0 0 0 16/ xa 0
\0 0 0 0 O o/xs 0
0 0 0 0 0 16/ ‘e 0

x¢ =0

VX1, X3,%4,X5 ER

{—16x2 + 16x5 + 162, + 16x5 — 48xs = 0 _
Xe = 0

{x2=x3 + x4 + X5

Beraz, hurrengoa daukagu:
4
Ell = {(xl,x3 + Xy +x5,x3,X4,x5, 0) | X1,X3,X4, X5 € R} =

E} =((1,0,0,0,0,0),(0,1,1,0,0,0),(0,1,0,1,0,0), (0,1,0,0,1,0))

Kasu honetan!;‘,{‘1 azpiespazioa linealki independenteak diren lau bektorek osatzen dutenez,
dim Efl =4 =m,(4,) = 4 betetzen da. Beraz, ez dago azpiespazio-katea osatzen jarraitu

beharrik.

Laburbilduz, 4 = 1 autobalioari dagokion azpiespazio-katea hauxe da:

Ey, c E} cE; CEj ,nondimE, =1<dimkE; =2<dimE; =3 <dimE} =4
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Kontuan izan,dim E;** —dimEj =1 betetzen delavi = 1,2,3 balioetarako. Beraz,

E,{Ifl - E/{l azpiespazio bektorial bakoitzean linealki independentea den bektore bakarra egongo

da,Vi = 1,2,3 balioetarako.

A, =1 autobalioari dagokion eta Jordan-en bloke bakarrari lotutako Jordan-en oinarria

B;, = {ii3, 14, Us, 1s} erahonetan osatuko da:

iis € Ef — Ej aukeratuko dugu, hau dé € Ej etals & E; betetzen duen bektore bat.

Izan bedi g = (0,1,0,0,1,0) baldintza horiek betetzen dituen bektorea. Bektore horren
(f — A41) aplikazioarekiko irudi jarraituak kalkulatzen dira:

s = (A— 2, Dig = (-1,0,1,-1,0,0) € E; - E},

i, = (A—2,Dis = (2,-1,0,-1,0,0) € Ef —E,

1

i3 = (A— 2Dy = (1,0,0,0,0,0) € Ey,

Ondoribz, 4, = 1 autobalioari dagokion Jordan-en oinarria hauxe da:
B;, ={(1,0,0,0,0,0), (2, —-1,0,—1,0,0), (-1,0,1,-1,0,0), (0,1,0,0,1,0)}

Jarraian, oinarri horri lotutako Jordan-en oinarrizko blokea zein den ikusiko dugu.

Horretarako, 'y bektorearen irudia kalkulatuz hasiko gara:
f(3) =A- s
Bede alde batetik, ondoko berdintza-katea betetzen da:
(A—2Diz = (A— /111)2 Uy =(A- 111)3 Us = (A- 111)4 Ug
Etal, € Efl betetzen dela kontuan harta,— A,1)* i, = 0 betetzen da, ondorioz:
(A - /111)173 =0= Aﬁ:; = /11173 = f(ﬁ3) = /11ﬁ3
Uy, Us etailg bektoreekin antzeko arrazoibidea erabiliz honakoak lortzen dira:

fQiy) =41,

Horretarako, ondoko eragiketak egingo ditugu:

Uy = (A— A DUy = Uy = Ay — WUy = Ay = g + Aty = f(U,) = Us + A1,

Aurreko prozedurari jarraituz,(fis) etaf () irudiak kalkulatuko ditugu:
f(ﬁs) =4- ﬁs

1_1)4 = (A - All)'l—l)s = 174, = A‘l_,l)s - 111_15 = A'l_l)s = ﬁ4, + ).1175 = f(as) = 174 + 111_1)5
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f(ie) = A1

Us = (A — 1 D = s = Alg — Mg = Allg = s + AU = f(Ug) = s + 11U

Eta ondorioz, Jordan-en oinarrizko matrizea ondorengoa da:

2=

Socoor
cCor R
o RrRRrR O
[ =)

- A, = —1 autobalioa:

Autobalio honen anizkoiztasun aljebraikoa,(1,) =2 da. Autobalio honi lotutako

azpiespazio propio&er(A — A,1) kalkulatzen da:

Ey,={X€E: (A—AZI)3?=6}=Ker(A—AZI)

Ey, azpiespazioa lortzeko ondoko sistema ebatzi beharra dago:

/ 2 1.0 =2 -2 2\ X1 0 2%, + Xy — 2%y — 2x5 + 2% =0

0 1 0 1 1 -1 ;2 0 x2+x4+x5—x6=0

8 _i 8 _g _3 _g . xi = 8 > 2xy — 2X4 — X5+ 3x5 =0 >
0 0 0 0 2 0 X5 0 —X3 +§)X4_ : 3x6 =0
0 0 0 0 0 o0/ “ 0 Xs =

x1 =0, =0,x, =0,x5 =0,xg =0,Vx3 ER

1, = —1 autobalioari lotutako azpiespazio propioa hurrengoa da:

Ej, = {(0,0,%3,0,0,0) | x3 € R} = ((0,0,1,0,0,0))

E;, azpiespazioa bektore bakarrak sortu duenggA,) = dimEj, = 1 eta anizkoiztasun
geometrikoa eta aljebraikoa ez datoz bad;(1,) = dimE,, = 1 #m,(A;) = 2. Gainera,
mg(A;) = dim E;, = 1 betetzen denez}, autobaliodun Jordan-en oinarrizko bloke bakarra

dag. Azpiespazio-katea osatzen hasiko gara:

E} ={Z€E: (A—21,1)%% =0} = Ker(A — A,1)?
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Efz azpiespazioaren sistema sortzaile bat lortzeko ondoko ekuazio linealetako sistema askatu

beharda:
4 5 0 -9 -7 9\ X1 0 4x1 + 5x3 — x4 — Tx5 +9x6 = 0
,O 0 0 4 3 _4| §2 /0 4-X4+3X5_4x6=0
8 —i (()) —g _fi _‘g S 8 = 4y — 4x, + 4xg = 0 =
0 0 0 0o 4 of\*] \0 T B X 7 8% =0
0o 0 0 0 0 o e 0 s =

x;=0

XZZO

X4 = Xg

XS=O

VX3,X4,E]R

Beraz, Efz = {(0,0,x3,x4,0,x,) | x3,x4 € R} = ((0,0,1,0,0,0), (0,0,0,1,0,1)). Kasu
honetan,Ef2 azpiespazioa linealki independenteak diren bi bektorek osatzen dutenez,

dimEf2 =2 =m,(4,) betetzen da. Ondorioz, ez dago azpiespazio-katea osatzen jarraitu
beharik.

Laburbilduz, 4 = —1 autobalioari dagokion azpiespazio-katea hauxe da:

Ej, € E} ,nondimE;, =1 < dimEj] =2

Hau da, dimE;, —dimE, =1 betetzen dengznehikoa da Ej —E;, azpiespazio
bekbrialean bektore ez-nulu bat aukeratzea eta bektore hgtren,i) aplikazioarekiko irudia
kalkulatzea. Kasu honetam, = —1 autobalioari dagokion eta Jordan-en bloke bakarrari

lotutako Jordan-en oinarriak bi bektore izango #8itu= {i;,1,} elaera honetan osatuko da:

U, € Efz — E;, aukeratuko dugu, hau d&, € Ef2 etau, ¢ E,, den bektore bat aukeratuko
dugu. kan bedii, = (0,0,0,1,0,1) bddintza horiek betetzen dituen bektorea. Bektore horren
(f — 2,i) aplikazioarekiko irudia kalkulatzen da:

i = (A—A,Didy = (0,0,1,0,0,0) € E,

Beraz, 4 = —1 autobalioaren Jordan-en oinarria hauxe da:
Bh = {(0,0,1,0,0,0), (0,0,0,1,0,1)}

Jarraian, oinarri horri lotutako Jordan-en oinarrizko blokea zein den ikusiko dugu.
Horretarakoji, etail, bektoreery apikazioaren bidezko irudiak kalkulatuko ditugis, 4, iis

etail, bektoreekin jarraitutako antzeko arrazoibidea erabiliz:

f(ﬁ1)=A'ﬁ1
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Aurreko irudia kalkulatzeko kontuan izango dugu ondoko berdintza betetzen dela:
(A- /121)171 =@A- 121)2 ﬁ2

U, € Efz betetzen denez, orduan zera daukagu:

(A— A, = 0 = Al = A,1,

Eta ondorioz, fu,) = A,u;.
Era antzekoan (fii,) kakulatuko dugu:
f(l_iz) =4- ﬁ2
fy) =AUy = U = (A— 2D, = Uy = AUy — AU, = Aty = Uy + AU,
= f(iy) = Uy + A1,

Eta ondorioz, Jordan-en oinarrizko matrizea hauxe da:

I = (—1 1)

t 0 -1

Behin autobalio bakoitzari dagozkion Jordan-en oinarriak eta Jordan-en oinarrizko matrizeak

kalkulatutakoan, Jordan-en oinarri osoa eta Jordan-en forma kanonikoa eratzen dira. Jordan-en

oinarri osoa autobalio bakoitzaren oinarrien bildura izango da, B ¥ Bj,, hau da:

B = {(0,0,1,0,0,0), (0,0,0,1,0,1), (1,0,0,0,0,0), (2, —1,0,—1,0,0),
(=1,0,1,-1,0,0),(0,1,0,0,1,0)}
Eta Jordan-en forma kanonikoa diagonal nagusian autobalio bakoitzari lotutako Jordan-en

-1
(o
0

1

-1

jzghjﬁﬁgz 0
Ot T ko 0

’ 0

0

oinarrizko matrizeak jarriz lortzen da:

0
0

corroo

orrooco

coo
_/

[=NeNel e Nl

J =P~'.A- P berdintza betetzen du¢hmatrize erregularra Jordan-en oinarriko bektoreak
zutabeka jartzean lortzen den matrizea izanik:

0 0 1 2 -1 0
/0 -1 0 1\
0 1 0

o
I
/_
S O OF
_Oo RO o
SO OO O
|
(=3
|
[ RN
=]
\_
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-1 0 0 0 0 0
/—2 1 0o -1 0 O\
_1-1 1 1 0 1 1 i : )
P10. Kalkulatu A = 0 0 0 1 0 0 matrizearen Jordan-en forma
-2 2 0 0 1 2
2 =2 0 1 0 -1
kanonikoa.
EBAZPENA

A matrizearen autobalioak kalkulatu ahal izateko, lehendabizi polinomio karakteriskoa

lortuko dugu:

-1-2 0 0 0 0 0
-2 1-2 0 -1 0 0
| -1 1 1-2 0 1 1 |y 14 2
Py(1)= 0 0 0 1-1 0 o [F@-D*a+D
-2 2 0 0 1-2 2
2 -2 0 1 0 -1-2

Hauek dira A matrizearen autobalioak eta beraien anizkoiztasun aljebraikoak:

A1 =1,non my(4,) =4

_ 4 2
A=A+ =0 {11 I T S

Autobdio bakoitzari lotutako azpiespazio propioak kalkulatuko ditugu eta anizkoiztasun
aljebraikoa eta geometrikoa berdinak diren ikusiko dugu. Gogoratu autobalio bakoitzarentzat

anizkoiztasun biak berdinak direnean izango detaatrizea diagonalizagarria.

A, = 1 autobalioa:

Autobalio honen anizkoiztasun aljebraikoa,(4,;) =4 da. Autobalio honi lotutako

azpiespazio propioa kalkulatzen da:

Ey, ={Z€E:(A—-AD¥=0}=Ker(A— 1)

£, azpiespazioa lortzeko ondoko sistema ebatzi beharra dago:

-2 0 0 0 0 0 X1 0 —2x,=0
/—2 0 0 -1 0 0\ /xz\ /0 —2%1— X4 =0
|—1 1 0 0 1 1| X3 — 0 = X1+ x,+x5+x,=0 =
0 0 0 00 0 X4 0 _
_ 2 0 0 0 2 Xg 0 —2x1+2x2+2x6—0
2x1 —2x, + x4, —2x5 =0
2 =2 0 1 0 -2/ M 0 M1 T &% T T e
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([ %1 =

I x4—0
X5 =
X2 = —Xe

VX3,x6 eER

Beraz 4 = 1 autobalioari lotutako azpiespazio propioa hurrengoa da:
Ej, = {(0,—x6,%3,0,0,%6) | x3,%5 € R} = ((0,0,1,0,0,0), (0,—-1,0,0,0,1))

E, azpiespazioa linealki independenteak diren bi bektorek sortu dutenez,
mg(A) =dimE; =2 eta anizkoiztasun geometrikoa eta aljebraikoa ez datoz bat:
mg(1,) = dimE, =2 #mg(4,) = 4. Ondorioz, A matrizea ez da diagonalizagarria é‘;@
azpiespazio-katea eraiki beharra dago, azpiespazioaren dimentsioa eta autobalioaren
anizkoiztasun aljebraikoa bat etorri arte.

Azpiespazio-katea osatzen hasiko gara:

B = (7€ (4= L1 = 0} = Ker(A- 1,1

Efl azpiespazioaren sistema sortzaile bat lortzeko ondoko ekuazio linealetako sistema askatu

beha da:
4 0 0 0 0 0N X 0
/ 4 0 0 0 0 0\ Xy 0
| ¢ 00 0 0 0,x3=0:>{ 4x; =0 N
0 0 0 0 O 0 || xa 0 4x; —4x, + 4xg =0
\ 4 —4 0 0 O —4/ Xs 0
-4 4 0 0 0 4/ e 0
x, =0
Xy = —Xg
{V X3,X4,X5, X6 ER

2 _ . .
Beraz, Ej, = { (0, —xg, x5, x4, x5, %) | X3, %4, X5, X6 € R}, bere sistema sortzaile bat
ondoengoa izanik:

Ef =((0,0,1,0,0,0),(0,0,0,1,0,0),(0,0,0,0,1,0), (0,—1,0,0,0,1))

Kasu honetanl;",%1 azpiespazioa linealki independenteak diren lau bektorek osatzen dutenez
dim Efl = 4 da. Eta azpiespazioaren dimentsioa anizkoiztasun aljebraikoarekin bat datorrenez,

dim Efl =4 =m,(1,) = 4, ez dago azpiespazio-katea eratzen jarraitu beharrik.
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Laburbilduz, 4; = 1 autobalioari dagokion azpiespazio-katea ondorengoa da:

B, © Efl ,non dimkE; =2< dimEf1 =4

Kasu honetan, my(4,) = dim E;, = 2 betetzen denez, 1, autobaliodun Jordan-en oinarrizko

bi bloke daude.

Gainera, dimeE, fl —dimE; =2 denez, E ,121 —E;, azpiespazio bektorialean linealki
independenteak diren bi bektore aukeratu behar dira, hau da, bloke bakoitzeko bektore bat. Eta

bi bektore horien (f —A4i) aplikazioarekiko irudiak kalkulatuko dira, era horretan Ey,

azpiespazioko bi bektore lortzen direlarik. Izan bitez g, Uy € Efl —E;, bi bektore,
U = (0,0,0,1,0,0) eta i, = (0,0,0,0,1,0) izanik. Bektore horien (f — A,i) aplikazioarekiko
irudiak kalkulatuko ditugu, %is eta i3 bektoreak hurrenez hurren:

s = (A — A;Diig = (0,-1,0,0,0,1) € Ey,

i3 = (A —A,D, = (0,0,1,0,0,0) € Ey,

E}

. — E,, azpiespazioko bektore bakoitzak eta bere irudiak Jordan-en oinarri bat osatzen

dute, Jordan-en lehenengo oinarria ondorengoa izanik:

By, = {is, ug} = {(0,—1,0,0,0,1),(0,0,0,1,0,0)}

Lehenengo oinarri horri lotutako Jordan-en blokea lortzeko oinarriko bektoreen f

endomorfismoaren bidezko irudiak kalkulatu behar dira:

f(ﬁ5)=A'175

Beste alde batetik, (4 — ;s = (A4 — A,1)? U berdintza betetzen da, eta g € Efl dela

kontuan hartuz, zera daukagu:

(A - All)ﬁG =0= Aas = /11175 = f('l_l)s) = Aiﬁs
Azkenik, i bektorearen irudia kalkulatzen da:
fQg) =A-1s

Horretarako, ondoko eragiketak egingo ditugu:

ﬁs = (A - lll)ﬁﬁ, = ﬁs = A'I_ZG - /111—26 = A'l._i6 = 1_1)5 + ll'l—l>6 = f('lj6) = 175 + All_ie,
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Eta ondorioz, Jordan-en oinarrizko matrizea ondorengoa da:
11

Jordan-en bigarren oinarria hurrengoa izanik:
By, = {us, 4,4} = {(0,0,1,0,0,0), (0,0,0,0,1,0)}

Oinarri horri lotutako Jordan-en blokea lortzeko oinarriko bektoyeemdomorfismoaren
bidezko irudiak kalkulatu behar dira, hau da:
fQi3) =A-i;

Beste alde batetik(4 — 1,5 = (A — A,1)? 4, berdintza betetzen da, g € E/121 dela
kontuan hartuz, zera daukagu:

(A - 111)17,3 =0=> A'l_l,)3 = /11'[73 = f(l_l3) = llﬁ3

Bukatzekoil, bektorearen irudia ere kalkulatu beharra dago:
fy) =AUy

Ondolo eragiketak eginez(fi,) baloa lortuko dugu:

Us = (A— 1 DUy = Uy = AUy — Aty = Ay = U + 11Uy = f(Uy) = Us + AU,
Eta ondorioz, Jordan-en oinarrizko matrizea hauxe da:
/11

- A, = —1 autobalioa:

Autobalio honen anizkoiztasun aljebraikoa,(1,) =2 da. Autobalio honi lotutako
azpiespazio propioa kalkulatzen da:

Ey, ={X€E:(A-1,D%=0}=Ker(A— 2,

Ey, azpiespazioa lortzeko ondoko sistema ebatzi beharra dago:

/ 0 00 00 0\ X1 0 ( —2% 4+ 2x, — x4, =0

-2 20 -10 0)/x 0 —X1+ X2+ 2x3+ x5+ %6 = 0

| -1 1 2 0 1 1 | X3 1 _10 = 2%, =0 N
0 0 0 2 00 X4 0

\_2 2.0 0 2 2/ X5 0 _le + ZXZ + 2x5 +Ex6 =0
2 -2 0 1 0 0 Xg 0 le - sz + X4 = 0
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[ X1 =X
x3=0
X4=0
X5 = —Xe

Vx,x6 ER

Beraz, 4 = —1 autobalioari lotutako azpiespazio propioa hauxe da:
EAZ = { (xl, X1, 0,0, —X6) x6) | X1,Xe € R} = ((1,1,0,0,0,0), (0,0,0,0, _1,1)>

Ej, azpiespazioa bi bektore linealki independentek sortu dutemg@,) = dim E;, = 2
eta anizkoiztasun geometrikoa eta aljebraikoa bat datgz4,) = m,(4,) = 2. Ondorioz, ez
dago azpiespazio-katea eratu beharrik. Jordan-en oinarriko bektdgeak-1 autobalioaren
autobektoreak dira, honi dagokion Jordan-en blokea matrize diagonala izanik. Jordan-en
oinarria honakoa da:
By = {(1,1,0,0,0,0), (0,0,0,0, —1,1)}

Eta ondorioz, Jordan-en oinarrizko matrizea hauxe da:

=y )

Bukatzeko, Jordan-en oinarri osoa autobalio bakoitzaren oinarrien bildui €&, U

By, U By, hau da:

B = {(1,1,0,0,0,0), (0,0,0,0,-1,1), (0,0,1,0,0,0), (0,0,0,0,1,0), (0, —1,0,0,0,1), (0,0,0,1,0,0) }

Jordan-en forma kanonikoa diagonal nagusian autobalio bakoitzari lotutako Jordan-en

oinarrizko matrizeak jarriz lortzen da:

/_1 0 0 0O 0\
Ji i 0 Oppy [0 "L 0000
_ fgtoi e o0 01100
J a2y J2 Y22 | 0 00100
OZXZ 02)(2 E]3 \ 0 0 0 0 1 1

0 0000 1

J = P~'. AP berdintza betetzen dughmatrize erregularra Jordan-en oinarriko bektoreak
zutabeka jartzean lortzen den matrizea izanik:

1 000 0 0
1 000 -1 0
p_| 0 0 10 0 0
0 000 0 1

\0—10100/
0 100 1 0
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1 0 -2 -1 0 0
/0 1 0 0 0 O\
100 -1 -1 0 0] - i}

P11. Kalkulatu A = 0 0 4 3 0 0 matrizearen Jordan-en forma
0 0 0 0o 1 -1
0 0 16 8 4 -3

kanonikoa.
EBAZPENA

A matrizearen polinomio karakteriskoa hauxe da:

1-12 0 -2 -1 0 0
0 1-2 0 0 0 0
_| 0 0 -1-2 -1 0 0 |_(y_1y4 2
P =| 0 4 3.2 0 0o |[=@-D'a+D
0 0 0 0 1-21 -1
0 0 16 8 4 -3-2

Beraz, hauek dira matrizearen autobalioak eta beraien anizkoiztasun aljebraikoak:

A1 =1,non m,(4,) =4

_ 4 2 =
A-D*(+1 0 {,12 =—1,non my(A;) =2

Autobalio bakoitzari lotutako azpiespazio propioak kalkulatuko ditugu eta anizkoiztasun

aljebraikoa eta geometrikoa berdinak diren ikusiko dugu.

A, = 1 autobalioa:

Autobalio honen anizkoiztasun aljebraikea,(1,) =4 da eta autobalio honi lotutako
azpiespazio propioa ondorengoa da:

Ey, ={%€E:(A-1D¥=0}=Ker(A— 1)

£, azpiespazioa lortzeko ondoko sistema ebatzi beharra dago:

00 -2 -1 0 0\ 0 —2x3—x,=0
0 0 0 0 0 0 /XZ\ /O\ _2x3 —x, = 0
00 -2 -1 0 O0|jX|_|0 _
00 4 2 0 0 kn)‘ko = 4x3;2f"0 0 =
00 0 0 0 —1/ s 0 A
\0 0 16 8 4 —4 Xg 0 t16x3+8x4+4—x5—4x6=0
X4 = —2X3
Xe =
X5 =

Vxq,%5,%3 ER
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Beraz, 4 = 1 autobalioari lotutako azpiespazio propioa hauxe da:

Ej, = { (%1, %, x3,—2%3,0,0) | x1,%,, %3 € R} = ((1,0,0,0,0,0),(0,1,0,0,0,0), (0,0,1, ~2,0,0))

E;, azpiespazioa linealki independenteak diren hiru bektorek sortu dutenez,
mg(A) =dimE, =3, anizkoiztasun geometrikoa eta aljebraikoa ez datoz bat:
mg(A) = dimEy, =3 #mg(4,) = 4. Ondorioz,A matrizea ez da diagonalizagarria é;’pl
azpespazio-katea osatuko dugu, azpiespazioaren dimentsioa eta autobalioaren anizkoiztasun

aljebraikoa bat etorri arte. Azpiespazio-katea osatzen hasiko gara:

Efl ={%€E: (A—,111)255=6}=Ker(A_/111)2

Efl azpiespazioaren sistema sortzaile bat lortzeko ondoko ekuazio linealetako sistema askatu

beha da:
0 0 0 0 0 o0 X1 0
/0 0 0 0 0 0 \ /xz\ /0\
00 0 0 0 0 .|x3|=|o|=>{ —16x3 —8x4 —4x5 +4x5 =0 -
0 0 0 0 0 0 X4 0 —64x; — 32x, — 16x5 + 16x4 = 0
Ko 0 -16 -8 —4 4)\"5/ \0/
0 0 —64 —32 —-16 12/ e 0

VXq,X,%x3,%4 €ER

Beraz, Ef, = {(x1,%p, X3, X4, — 4%3 — 2%,,0)| x1,%,, X3, X4 € R}, bere sistema sortzaile bat
ondorengoa izanik:
Ef =((1,0,0,0,0,0),(0,1,0,0,0,0),(0,0,1,0,—4,0), (0,0,0,1, —2,0))

Kasu honetanEf1 azpiespazioa linealki independenteak diren lau bektorek osatzen dute:
dim Efl = 4. Eta azpiespazioaren dimentsioa anizkoiztasun aljebraikoarekin bat datorrenez,

dim Efl =4 =m,(14,) = 4, ez dago azpiespazio-katea eratzen jarraitu beharrik.

Laburbilduz, 4 = 1 autobalioari dagokion azpiespazio-katea hurrengoa da:

Ej, € Ef ,non:dimE,, =3 < dimE;, =4

Kasu honetanm,(4,) = dimE;, =3 denez,A; autobaliodun Jordan-en oinarrizko hiru
bloke daude. Gainera,dimE,%1 —dimE,11 =1 betetzen denez,E,%1 —E, azpiespazio
bekbrialean bektore bakarra aukeratuko dugu, bektore hokj etaspazioko beste hiru bektore

Jadan-en oinarri osoko parte izanik. Aukera dezagiyne Efl —E,, bektore bakarra,
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Ug = (0,0,1,0,—4,0) izanik. Bektore horref — A,i) aplikazioaren bidezko irudia kalkulatuko
dugu:
Us = (A — 1, Dig = (—2,0,—2,4,0,0) € Ej,
Era horretaniiy € E/121 — E,, etais € E, bektoreak ditugu. Baindim E;, = 3 denez [,
azpiespazioko beste bi bektore behar ditugu, beren arteai ettaii, bektoreekiko linealki

independenteak izango direnak. Izan bitgz= (1,0,0,0,0,0) etai; = (0,1,0,0,0,0) bi bektore

horiek. Horrela, Jordan-en lehenengo oinarria hauxe izango da:
B, = {is, Ug} = {(—2,0,—2,4,0,0), (0,0,1,0,—4,0)}

Oinarri horri dagokion Jordan-en oinarrizko matrizea kalkulataéketaii, bektoreenf

aplikazioaren bidezko irudiak kalkulatu behar dira:
f(s) = A- s
Beste alde batetik(4 — A, Dis = (4 — A,1)? i, berdintza etaii, € Efl betetzen dela
kontuan hartuz, zera daukagu:

(A—2,Ds = 0 = Als = A,Us = f(Us) = A,Us

Era bereanf (ig) = A - i kalkulatuko dugu:

Us = (A— 1 Dig = ts = Ay — il = Allg = Us + A1l = f(Ug) = Us + 41U
Beraz, lehenengo oinarriarekiko Jordan-en oinarrizko matrizea ondokoa da:
1i=(o 1)
A, = 1 autobalioari dagokion Jordan-en bigarren oinarria hauxe da:
By, = {i,} = {(1,0,0,0,0,0)}

i, € E;, betetzen denezf(u,) =1-1, dugu. Ondorioz, oinarri horrekiko Jordan-en

oinarizko matrizea hauxe da:

3=(1

Azkenik, 4 = 1 autobalioari dagokion Jordan-en hirugarren oinarria hurrengoa da:
By, = {uis} = {(0,1,0,0,0,0)}

Aurreko arrazoi beragatik, hirugarren oinarriarekiko Jordan-en oinarrizko matrizea
ondorengoa da:

L=
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- A, = —1 autobalioa:

Autobalio honen anizkoiztasun aljebraikoa,(1,) =2 da. Autobalio honi lotutako

azpiespazio propioa kalkulatzen da:

Ey,={Z€E:(A—2,D%=0}=Ker(A— A,

E,, azpiespazioa lortzeko ondoko sistema ebatzi beharra dago:

20 =2 -1 0 0\ /x 0 2% = 2x3 =2, =0
/0 2 0 00 0\/x2\ /0 2xZ=(())
00 0 —-1 0 0][Xs 0 —X4 =
oo 4 20 oflu|=]0]" 4oz + 4x, = 0 =
\0 0 0 o0 1 —1/ Xs 0 2x5 —xg =0
00 16 8 4 -2/ 0/ W6xs +8x, + dxg — 25 = 0

X1=0

(-

x4=0

$x3=0

Xg = 2X5

thSEJR

Beraz, 4 = —1 autobalioari lotutako azpiespazio propioa ondorengoa da:

Ej, ={(0,0,0,0, x5, 2x5) | x5 € R} = ((0,0,0,0,1,2))

Ej, azpiespazioa bektore ez-nulu bakarrak sortu duengdl,) = dimE;, =1 eta

2

anizkoiztasun geometrikoa eta aljebraikoa ez datozmatd,) = dim Ey, = 1 #my(4;) = 2.

Beraz, Efz azpiespazioa kalkulatu behar da, ondoko sistema askatuz:

4 0 -8 —4 0 0\ ,x 0
/0 4 0 0 0 0\ /xz\ /0
| 00 -4 -4 00 | X310,
0 0 16 12 0 0} Xa 0
\0 0 -16 -8 0 ojkxs) ko)
0 0 0 0 0 0/ “e 0
(4x; —8x3 —4x, =0 ( x1=0
l 4x, =0 x=0
4 —4x3—4x, =0 = x, =0
I 16x3+12x, =0 | x3=0
t —16x3 —8x, =0 ths,xé e R

Beraz, azpiespazio-kateko bigarren azpiespazioa hauxe da:
E,%Z ={(0,0,0,0, x5, x¢)| x5, x¢ € R} = ((0,0,0,0,1,0), (0,0,0,0,0,1))
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Etadim Efz =2 =m,(1,) betetzen deneEf2 azpiespazio-kateko azken azpiespazioa da.
Kasu honetan, hauxe da lortu den azpiespazio-katea:

Ej, c E; ,non dimEy, = 1 < dimE} =2

Kateko azpiespazioen dimentsioen kendmlrz;s\nE,%2 —dimE,, =1 da. Gainera, kasu
hondgan Jordan-en oinarrizko bloke bakarra daukagu eta nahikoa izan@g)eelﬁ,%2 — Ey,
bektore bakarra aukeratzea eta bektore hoffen 1,i) aplikazioaren bidezko irudia aurkitzea
Jordan-en oinarria lortzeko:

le = {ty, Uy}

Izan bedii, € Efz — E,, baldintza betetzen duem, = (0,0,0,0,0,1) bektorea. Bektore

horren irudia kalkulatuko dugu:
iy = (A— 2D, = (0,0,00,-1,-2) € Ej,

Ondoiioz, 1, = —1 autobalioari lotutako Jordan-en oinarria ondokoa da:
B;, = {(0,0,0,0,—1,-2),(0,0,0,0,0,1)}

Ondoren,A, = —1 autobalioari lotutako Jordan-en oinarrizko matrize bakarra osatzen da.
Horretarako, y etail, bektoreen jidezko irudiak kalkulatu behar dira:
f(ﬁﬂ = A1

Bestalde, (4 — 1,D)u; = (A — 2,1)? i, berdintza daukagu et&, € Efz betetzen dela

kontuan hartuz:

(A - /121)17,1 =0= Aﬁl = /12171 = f(ﬁl) - ){2171
f@) =41,

Aurreko irudia kalkulatzeko ondoko eragiketak egingo ditugu:

Uy = (A — 2,DUy = 1y = Aty — Ayily = Ay = Uy + AU, = f(Uy) = Uy + AU,
Eta ondorioz, Jordan-en oinarrizko matrizea hauxe da:
et 0
h=y _1)
Bukatzeko, Jordan-en oinarri osoa autobalio bakoitzaren oinarrien bildura da:

B =B]1 UB]2UB]3 UB]4

Hau da:

B ={(0,0,0,0,—1,-2),(0,0,0,0,0,1),(0,1,0,0,0,0), (1,0,0,0,0,0),
(=2,0,-2,4,0,0),(0,0,1,0, —4,0)}
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Jordan-en forma kanonikoa diagonal nagusian autobalio bakoitzari lotutako Jordan-en
oinarrizko matrizeak jarriz lortzen da:

, -1
(1 102xg O2x1 O2x2 /0 -

J= Oix2 1 J2__101x1._ Ouxce :'\ 0

o
OO OO KR -
[=NeNol e Nl
OO RrR,rO OO
O R OO0 OO
R R o
\_

J =P71.A. P bedintza betetzen due? matrize erregularra Jordan-en oinarriko bektoreak
zutabeka jartzean lortzen den matrizea izanik:

000 1 -2 0
001 0 0 0
p_| 000 0 -2 1
000 0 4 0
\—10000—4/
-2 10 0 0 0
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EBATZITAKO GALDERAK

G1. Izan bitezf, p dimentsioko(E, K,°) espazio bektorialean definitutako endomorfismoa
etaA hari lotutako matrize erregularra. Frogatu ondoko baieztapenak egia ala gezurra diren,

eta egia direnean dagokien autobalioa zehaztu:

a) v bektoreaA matrizearen autobektorea bada, orduarbektoreaA™ matrizearen
autobektorea dap = 0 izanik.

b) ¥ bektoread matrizearen autobektorea bada, orddarbektoreaA~! matrizearen
autobektorea da.

EBAZPENA

a) Egia. 7 bektoread matrizearen autobektorea denez, ordBaE K: AV = Av. Bestalde,
¥ bektoread™ matrizearen autobektorea izangodgae K: A™V = uv.

Indukzio-metodoa erabilita frogatuko dugibektoread™ matrizearen autobektorea dela.
Has gaitezen baieztapena= 2 baliorako egia dela frogatuzZlv = Av berdintzatik
abiatuz eta berdintza horren alde biakatrizeaz biderkatuz, zera daukagu:

AV=A0> A-(AV) = A- (D) > A%V = 1(4D)

¥ A matrizearen autobektorea dela kontuan hartuz, zera daukagu:
A%D = A (AD) = A%D = 12D
B

Beraz, vbektoread? matrizearen autobektorea da #tada berari dagokion autobalioa.

Supost dezaguni bektoread™ ! matrizearen autobektorea dela éfa! dela berari
dagokion autobalioa, hau day™ 1¥ = A"~ 1. Frogapena bukatzeka; bektoreaA™
marizearen autobektorea dela frogatzea geratzen zaigu:
AV=A0 > A1 (AD) = A" (WD) = AW =1 (A" 19) = A" = A
&_ 2
=13
Beraz, frogatuta geratzen @abektoread™ matrizearen autobektorea dela &faberari

dagokion autobalioa izanik.
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b)

Egia. 7bektoread matrizearen autobektorea denez, ordibig K: AV = AD.

¥ bektoread ™! matrizearen autobektorea izango#ag K: A~1¥ = uv betetzen bada.

Av = Av berdintzatik abiatuz eta berdintza horren alde WHiak matrizeaz biderkatuz,
zera daukagu:
A== A1 - (AD) =471 - (WD) = 1 =1(4") =25 =14"D)

Kasu hauek bereizi beharra dago:

- A # 0 denean, existitzen da gorputzean bere elementu simetriké& K. Ondorioz,

azken berdintza honela geratzen da:

17

N

T=AMATW) 245 =

Hau da, 3p= % € K: A™19 = uv, éa, beraz, ibektorea A* matrizearen autobektorea da,

U= % berari lotutako autobalioa izanik.

A =0 denean, bere elementu simetrikoa ez denez existitzen, ezingo genioke aurreko
prozesuari jarraitu. Baina, = 0 denean, eta’ bektoread matrizearen autobektorea
denez, A% = 0 beteko da eta, berat) € Ker(f) etadimKer(f) =1 da. Bestalde,

dimE = p etah(A) = dim Im(f) = p direnez:

dimE = dimKer(f) + dimIm(f) = dimKer(f) =0

Azken berdintzadimKer(f) = 1 desberdintzarekin kontraesanean dagoenez, ezinezkoa

daA = 0 kasua ematea.

G2. Izan bitezf (E,K,°) espazio bektorialean definitutako endomorfismoaigteta i,

linealki independenteak diren bi bektore, beraien autobalioak hurrenez humeeaW, izanik

(41 # 4;). Esan ondoko baieztapenak egia diren, eta egia diren kasuetan kalkulatu autobektore

baloitzari lotutako autobalioak.

a)

b)

w = 2uU, bektoreaf-ren autobektorea da.

¥ = 21, + 3uU, bektoregf-ren autobektorea da.
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EBAZPENA

a) Egia.u; bektoreaf-ren autobektorea dd, berari lotutako autobalioa izanik. Orduan,
f(d,) = 4,1, betetzen daf(w) balioa kalkulatuko dugyf-ren linealtasunaz etd,
bektoreaf-ren autobektorea izateaz baliatuz:

fW) = f(21d,) = 2f (dy) = 2441y = f(W) = pydy, non py = 2144

Beraz, frogatuta geratzen da; bektoreaf-ren autobektorea bada, haren autobalioa
izanik, orduan,w = 2u; f-ren autobektorea day; = 24; haren autobalioa izanik.
Prozedura bera erabilizy = aui;, bektoreau; = al; autobaliodunf-ren autobektorea

dela froga daiteke.

b) Gezurra. Absurdura eramanez, demagubektoreaf-ren autobektorea dela, hau da,
U € K existitzen dela zeinentzAf{?) = uv betetzen den. Hau da:
f@) = u(2u, + 3i,)

f-ren linealtasuna erabiliz ety etaii, bektoreakf-ren autobalioak direla jakinilf ()
balioa kalkulatuko dugu:

f (¥)-rentzat ditugun adierazpen biak berdinduz, zera daukagu:

{ f(®) = n(2u; + 3uy)

. . il 2U i,) = 2M1U U, =
F(B) = 2,0, + 30, = u(2u; + 3u,) AUy + 32,u,

2(p = Aty +3(u — A)t, = 0

U, eta U, bektoreak linealki independenteak direnez, aurreko berdintzatik zera
ondorpbztatzen day — A; =0, u — 1, = 0. Hau da,u = 1; = 1,. Baina hori absurdua
da,; etal, autobalioak ezberdinak baitira. Ondorioz, suposatutakoa gezurrailazta

daf-ren autobektorea.
G3. Esan ondoko baieztapena egia ala gezurra den.

Izan bitezf etag (E, K,°) espazio bektorialean definitutako bi endomorfismo eta izan bitez
A etaB beraiei lotutako matrizeak. bektoread etaB matrizeen autobektorea bada, orduéan,

bektoread - B matrizearen autobektorea da.
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EBAZPENA

Egia. ¥ bektoread matrizearen autobektorea denaz,€ K: Av = A¢. Era berdintsuanj

bektoreaB matrizearen autobektorea der@z,€ K: BV = av.

¥ bektoread - B matrizearen autobektorea izango da, existitzen pa®l&: (A - B)V = uv
betetzen der(4 - B)¥ adierazpena abiapuntutzat hartuz:
(A-BYo=A-BY)=A-av=a-AV = alV = (A - B)¥ = alv
—— [

av v

Beraz, existitzen dau = al € K: (A- B)¥ = uv. Hau da,? bektoread - B matrizearen
autobektorea da.

G4. lzan bedif R™ espazioan definitutako endomorfismo diagonalizagarriadetarari
lotutako matrizea. lzan bitez; =0 eta A, =2 f-ren autobalioak, beraien anizkoiztasun
aliebraikoakm,(1;) = (n — 1) ea m,(4,) =1 izanik. Esan ondoko baieztapenak egia ala
gezurra diren:

a) dimKerf=n-—1
b) A matrizea erregularra da.

EBAZPENA

a) Egia. f endomorfismoa diagonalizagarria denez, autobalio bakoitzaren anizkoiztasun
aljebraikoak eta geometrikoak bat datoz. HauddmE), = m,(4;), mq(4;) balioa;

aubbalioaren anizkoiztasun aljebraikoa izanik.

A1 =0 denez, Ey, = Ker(f —Ai) = Ker(f) beetzen da, ondorioz,dimk;,

dimKer(f) = n — 1 daukagu. Beraz, baieztapena frogatuta geratzen da.

b) Gezurraf diagonalizagarria denez, hurrengoa betetzen da:
PO =A-U=(A=-2)" (A=) =21""1(1-2)

Aurreko adierazpeneah= 0 ordezkatuz, zera lortzen da:
Pr(0)=14]=0

A matrizearen determinantea nulua deematrizea ez da erregularra.
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MATHEMATICA ERABILIZ EBATZITAKO ARIKETAK

1 1 0
M1. Oinarri bateary: R® » R® endomorfismoari lotutako matrizea= <2 -1 2> dela
0 1 1

jakinik, kalkulatuf-ren bektore eta balio propioak.

EBAZPENA

Remowve ["Global %"]

f matrizeari lotutako Anatrizea definituko dugu:

a={{1,1, 0}, {2, -1, 2}, {0,1, 1}}; MatrixForm[a]

(1 1 0
‘2—12
Vo0 1 1]

Haren polinomio karakteristikoa kalkulatuko dugu:

pol = Det[a - A% IdentityMatrix[3]]

—5+5A+2%-2°

Pr(1) = 0 ekuazioa askatuz, endomorfismoaren balio propioak kalkulatuko ditugu:

sol = Solve[pol = 0]

{ta=13, {a=-v51} {a=+5}]}

A = sol[[1]]

{A =1}

A1 = A /. Flatten[A1]

1
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Az = s0l[[2]]; A2 = A /. Flatten[A2]

-5

Az = s0l[[3]]; A3 = A /. Flatten[A3]

Vs

A, = 1 balio propioari dagozkion bektore propioak kalkulatuko dira:

x = {x1, x2, x3};

vl = Selve[ (a - Ay * IdentityMatrix[3]).x = {0, 0, 0}]

{{x2 =0, x1 =+ -x3}}

vli=x/.w1[[1]]

{-x3, 0, x3}

vi=vl/.x331

{-1, 0, 1}

Ondoiioz, 4, = 1 balio propioari lotutako azpiespazio propioa ondokoa da:
Ey, ={(-x3,0,x3): x3 € R} = ((-=1,0,1))

Ey, azpiespazioko oinarria bektore bakarrak osatua dago, hau da, haren dimentsioa 1 da:

Eraantzekoan, A= —/5 balio propioari dagokion azpiespazio propioa kalkulatuko dugu:

v2 = Solve[ (a - Az * IdentityMatrix[3]) .x = {0, 0, 0}]

{{x1-=x3, x2 - (1++/5) x3}}
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v2=x/.wv2[[1]]

{x3, -(1++/5) %3, x3}

v2=v2/.x3+1

{1, -1-4/5, 1}

A, = —/5 autobalioari lotutako azpiespazio propioa ondokoa da:

E}Lz = {(Z' (_1 - \/g)Z,Z): Z E ]R} = ((1'_1 — \/g, 1))

Azkenik, % = +v/5 autobalioari lotutako azpiespazio propioa kalkulatuko dugu:

v3 = Solve[ (a - Az * IdentityMatrix[3]) .x = {0, 0, 0}]

{{x1->=x3, x25-(1-+/5) x3}}

v3=x/.wv3[[1]]

{x3, - (1-+/5) x3, =3}

v3i=v3/.x331

{1, -1++/5, 1}

Ondorioz,E;, = {(z, (-1 ++5)z2): z € R} =((1,—1++5,1)).

¥, U, etadl; autobektoreelR3-ko oinarri bat osatzen dute. Oinarri horrekjkaplikazioari

lotutako matrizea diagonala da, diagonaleko elementuak autobalioak izanik:

d = DiagonalMatrix[{A;, Az, A3}]; MatrixForm[d]
(1 0 0
0 -5 o
] 0 \.'? J
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D = P~1AP berdintza betetzen dela ikusiko dugumatrizea linealki independenteak diren

autobektoreak zutabetzat dituen matrizea izanik:

P = Transpose[{vl, v2, v3}]; MatrixForm[p]

(-1 1 1
(0] —1—\.’? —1+\r’§
1 1 1

d = Inverse[p].a.p

True

Pausoz paus® matrize diagonala lortu arte egindako guztia Mathematica programak

eskaintzen dituen aginduen multzoa erabilita ere egin daiteke:

Polinomio karakteristikoa kalkulatzeko:

CharacteristicPolynomial[a, A]

—5+5x+2% -2

Autobalioak kalkulatzeko:

Eigenvalues[a]

{—ng ng l}

Autobektoreak kalkulatzeko:

Eigenvectors [a]

{{1. -1-+/5, 1}, {1, -1++5, 1}, {-1, 0, 11}

Beste agindu hau erabilita, autobalioak eta autobektoreak batera kalkula daitezke:

sol = Eigensystem[a]

-5, 5,1}, {{1. -1-+/5, 1}, {1, -1++/5, 1}, (-1, 0, 13}}
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Eta azkenik, D = P1AP berdintza betetzen dela ikusiko dugu:

d = DiagonalMatrix([scl[[1]]]; MatrixForm [d]

(5 o0 o)
‘ o +5 0o
1] 0 1]
P = Transpose[scl[[2]]]; MatrixForm[p]
| 1 1 -1
-1-+5 —1+4/5 0
1 1 1

d = Inverse[p].a.p

True

M2. Kalkulatu3 x 3 ordenakod matrizead; = 3, 4, = 1 etad; = —2 autobalioak dituena,
eta ¥, = (1,2,1), ¥, = (—-1,4,1) eta ¥3 = (1,—1,—1) autobalioei dagozkien autobektoreak

izanik.

EBAZPENA

Remove ["Global #"]

Autobalioak eta autobektoreak definituko ditugu. Hauek ezagutzen ditugunez, posible da

matrize diagonala et oinarri-aldaketa matrizea kalkulatzea:

A1 =3;22=1;A3=-2;v1={1,2,1}; v2={-1, 4, 1};
v3={1, -1, -1};

d = DiagonalMatrix[{A1, A2, Az}]; MatrixForm[d]

(3 0 0
‘01 0
V0 0 -2
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P = Transpose[{vl, v2, v3}]; MatrixForm[p]

{1 -1 1
‘2 4 -3
1 1 -1

A 3x3 ordenako matrize orokorra definitu dugu &ta= P~1AP berdintza erabilita haren
elementuak kalkulatuko ditugu:

a = Array[x, {3, 3}];

sol = Solve[d = Inverse[p].a.p]

[{=[1, 1] =1, x[1, 2] = -1, =[1, 3] = 4, x[2, 1] = 3,
x[2, 2] =2, x[2, 3] » -1, x[3, 1] =2, x[3, 2] =1, x[3, 3] = -1}}

a=a /. =0l[[1]]; MatrixForm[a]

1 -1 4
‘3 2 -1
V2 1 -1

A matrizea lortzeko beste era bat zera litzatdke, P~ AP berdintza erabiliA = PDP~?
aslatzea:

a = p.d.Inverse[p]; MatrixForm[a]
1 -1 4
‘3 2 -1
2 1 -1
2 a 0
M3. Izan bediM =(1 b 0| matrizea,a,b etac parametroak errealak izanily
2 0 ¢

matrizearen traza 6 dela eth = (0,0,1) eta ¥, = (1,—1,2) bekoreak M matrizearen
autobektoreak direla jakinik.

a) KalkulatuM matrizea.

b) Kalkulatu 3M3 — 7M2 + 2M — [ adierazpenaren balioa, bektore eta balio propioen
kontzeptuak erabilita.
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EBAZPENA

a)

Remove ["Global %"]

M matrizea, haren traza afg etav,bektore propioak definituko ditugu:

m={{2, a, 0}, {1, b, 0}, {2, 0, c¢}}; MatrixForm|[m]

[ I 5]
(=T s '}
[t = =]

vl={0,0,1}; v2={1, -1, 2};

traza=-2+b+c

2+b+c

Matrize baten autobalioen eta autobektoreen definizioa erabilita= A7, ondorengo

ekuazioak lortzen dira:

=0l = Solve[m.vl = A3 +vl]

{{e=>}}

=0l = Solve[m.v2 = Az * v2]

{{fa=3-b, 22 2-1+b, c=>-2+b}}

Aurreko bi ekuazioak eta trazaren ekuazioa erabilita, eskatzen dizkiguteeta ¢

balioak eta’; etav, bektoreei dagozkien autobalioak lor daitezke:

sol = Solve[{traza =6, c =21, a=3-b, A2 =-1+b, A3 =-2 + b},
{2, b, o, A1, A2}]

{{a=20,b=23,c=>1, 1 21, Az 2> 21}
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a=za/.s=so0l[[1]];b=b /. scl[[1]]l;e=c /. scl[[1]]; A1 =21 /. sol[[1]];
Az = Az /. sol[[1]1];

m; MatrixForm[m]

[ 5]
(= ]
[l =N =]

b) Matrize baten autobalioen batura trazaren berdina dela kontuan hartuz, matrizearen 3.
autobalioa lor daitekel;, eta hura erabilit® matrize diagonala:

sol = Solve[traza = A1 + Az + Az, Az]

{{xs = 3}1

Az = Az /. sol[[1]]

S

d = DiagonalMatrix[{A;, Az, A3}]; MatrixForm[d]

(==
[T SR -]
[T = =]

Matrize baten autobalio eta autobektore izateko baldintza erabiljtaautobalioari

dagokion autobektorea etd matrize erregularra lor daitezke:

v3 = {x, vy, 2}; sol = Solve[m.v3 = Az *v3]

{{x=0, z=0}}

v3=wv3/. s0l[[1]]

{0, ¥, 0}

vi=v3/.y21

{0, 1, 0}
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P = Transpose[{vl, v2, v3}]; MatrixForm[p]

Eskatutako 3M3 — 7M? + 2M — | adierazpena lortzeka¥™ = PD™"P~! adierazpena

erabiliko dugu:

exp = p.(3d.d.d-7d.d+2d - IdentityMatrix[3]) .Inverse[p]:;
MatrixForm [exp]

(-1 0 0
24 23 0 J
4 0 -3

Zuzenean adierazpena erabiliz aurreko pausoan lortu dugun emaitza bera lortzen dela

ziurta daiteke:

exp == 3 MatrixPower[m, 3] - 7 MatrixPower[m, 2] + 2 m - IdentityMatrix[3]

True
0 -1
M4. Izan bedi f: R - R3 endomorfismoaetad =0 -1 a | berari lotutako matrizea.
0 a -1

Kalkulatu a parametroaren balioak matrizea diagonalizagarria izan dadin eta diagonalizatu

posible den kasuetan.

EBAZPENA

Remowve ["Global «"]

M matrizea definituko dugu eta haren autobalioak kalkulatuko ditugu:

m={{a, 0, -1}, {0, -1, a}, {0, a, -1}}; MatrixForm|[m]

fa 0 -1\
0 -1 a
"0 a -1
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sol = Eigenvalues[m]

=il = G =l E E

A =-1-a;Az=-1+a; Az = a;

a parametroak hartzen dituen balioen arabera, erro hauek sinpleak edo anizkoitzak izango
dira eta kasu ezberdinak izango ditugu aztergai. Horretarako, autohalp@aametroaren zein
baliotarako berdinak diren kalkulatuko dugu:

Solvel[A; = Az]

{{a =01}

Solve[A; = Az]

{{=~-31

Solve[Az = Az]

{1

1. kasuaa # 0 etaa # —%. Kasu honetan hiru autobalio ezberdin lortzen dira, bakoitzaren

anizkoiztasun aljebraikoa 1 izanik. Autobalio horien azpiespazio propioak eta beraien
dimentsioak (edo anizkoiztasun geometrikoak) kalkulatzen dira:

A, = —1 — a autobalioari lotutako azpiespazio propioa:

x = {x1, x2, x3};

vl = Solve[ (m - (-1 - a) * IdentityMatrix[3]).x = {0, 0, 0}, x]

3
{{xl - - , X2 = —xS}}
-1-2a
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vli=x/.wv1[[1]]

x3
{——, -x3, xS}
—-1-2a

vli=vl/.x331+2a// Simplify

{1, 1 2a,1+2a}

1, = —1 — a autobalioari lotutako azpiespazioa hurrengoa da:

Ep, ={(x,—Qa+ 1Dx,2a+ Dx) | x € R} = ((1,—(2a + 1),2a + 1)), nonmy(13) = 1
den.

A, = —1 + a autobalioari lotutako azpiespazio propioa:

v2 = Solve[(m - (-1 + a) * IdentityMatrix[3]).x = {0, 0, 0}, x]

{{x1 —==x3, x2 - x3}}

v2=x/.wv2[[1]]

{=3, =3, %3}

v2=v2/.x331// Simplify

{1, 1, 1}

Ey, ={(z,z,2) | z € R} = ((1,1,1)) da, nonmy(4,) = 1 den.

Azkenik, 4 = a autobalioari lotutako azpiespazio propioa kalkulatuko dugu:

v3 = Scolve[ (m - a+ IdentityMatrix[3]).x = {0, 0, 0}, x]

{{x2 =0, x3 +0}}

v3=x/.w3[[1]]

{x1, 0, 0}
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v3=v3/.x1-1//simplify

{1, 0, O}

Ej, = {(x,0,0) | x € R} = ((1,0,0)) da, nonmy(4;) = 1 den.

Lortu diren azpiespazio propioen dimentsioa 1 da eta anizkoiztasun aljebraikoaren berdina

denez, lehenengo kasu honet#nmatrizea diagonalizagarria da,etaP ondorengo matrizeak
izanik:

d = DiagonalMatrix[{A1, Az, Az3}] ; MatrixForm[d]

f-1-a 0 0
1] -1+a 0
0 o] a |

p = Transpose[{vl, v2, v3}]; MatrixForm[p]
{ 1 1 1,

-1-2a 1 0
\1+2a 1 0|

Ikus dezagun eB = P~1AP berdintza betetzen den:

d == Inverse[p].m.p // Simplify

True

2. kasua:a = 0 denean, bi autobalio ezberdin lortzen dira:

{/11 =0, nonmg(4) =1
A, = =1, nonmg,(4,) =2

Kakula ditzagun autobalio bakoitzaren azpiespazio propioak, anizkoiztasun aljebraikoa eta
geometrikoa bat datozen ikusteko:

ml=m/.a=30; 4 =0; A2 =-1; x={x1, x2, x3};
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A, = 0 autobalioari lotutako azpiespazio propioa kalkulatuko dugu:

vl = Solve[ (ml - A3 » IdentityMatrix[3]).x = {0, 0, 0}, x]

{{x2 =0, x3 +0}}

vli=x/.wv1[[1]]

{=x1, 0, 0}

vl=vl/.x1-31// Simplify

{1, 0, 0}

Ondorioz,E;, = {(x,0,0) |x € R} = ((1,0,0)) da, nonmg,(4;) = 1 den.

Era beread, = —1 autobalioari lotutako azpiespazio propioa kalkulatuko dugu:

v2 = Solve[ (ml - A » IdentityMatrix[3]).x = {0, 0, 0}, x]

{{x1 —==x3}}

v2=x/.w2[[1]]

{x3, x2, x3}

v2l =v2 /. {x2 31, x3 > 0}

{0, 1, 0}

v22 =v2 /. {x2 30, x3 51}

{1, 0, 1}

Beraz, §, = {(z,y,2) | y,z € R} = ((1,0,1),(0,1,0)), nonm, (4;) = 2 den.



Diagonalizazioa 249

Autobalio bakoitzaren anizkoiztasun aljebraikoa eta geometrikoa bat datokenetrizea

diagonalizagarria dd) etaP ondorengo matrizeak izanik:

d = DiagonalMatrix[{A;, Az, A2}]; MatrixForm[d]

[0 0 0
‘O—l 0
V0 0 -1

P = Transpose[{vl, v21, v22}]; MatrixForm|[p]

i

oo R
or o
=N

Ikus dezagun D = P*AP bedintza betetzen den:

d = Inverse[p].ml.p // Simplify

True

3. kasua:a = —% denean, bi autobalio ezberdin lortzen dira:

{/11 =—3/2,nonm,(4;) =1
Ay, =—1/2,nonm,(1,) =2

Ikus dezagun autobalio bakoitzaren anizkoiztasun geometrikoa eta aljebraikoa bat datozen:

m2=m/.a—>-1/2; 43 =-3/2; A =-1/2; x={x1, x2, x3};

A, = —3/2 autobalioari dagokion azpiespazio propioa kalkulatuko dugu:

vl = Selve[ (m2 - A3 % IdentityMatrix[3]).x = {0, 0, 0}, x]

{{x1 =+ =x3, x2 - x3}}

vl=x/.v1[[1]]

{x3, x3, x3}

vl=vl/.x331//Simplify

{1, 1, 1}
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Beraz, §, = {(z,z,2z) | z € R} = ((1,1,1)), nonmy(4,) = 1 den.

Era berean], = —1/2 autobalioari dagokion azpiespazio propioa kalkulatuko dugu:

v2 = Selve[ (m2 - Az » IdentityMatrix[3]).x = {0, 0, 0}, x]

{{x2 >0, x3 =>0}}

v2=x/.v2[[1]]

[x1, 0, 0}

v2=v2/.x131

{1, 0, 0}

A, autobalioari dagokion azpiespazio propioa hauxe da:
Ey, = {(x,0,0) | x € R} = ((1,0,0)), nonmg(4;) = 1 # my(4;) = 2 izanik.

Beraz, kasu honetal matrizea ez da diagonalizagarria.

1 -1 0
M5. Izan bedi f:R3® - R® endomorfismoa etad = (—1 2 —1) berari lotutako
0 -1 1

matrizea. Kalkulatyf-rekiko matrizea diagonala egingo duen oinarri ortonormal bat.

EBAZPENA

Remove ["Global %"]

A matrizea definituko dugu eta haren autobalioak eta autobektoreak kalkulatuko ditugu:

a={{1, -1, 0}, {-1, 2, -1}, {0, -1, 1}}; MatrixForm[a]

{1 -1 0
-1 2 -1 J
V0 -1 1 ]
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Eigenvalues[a]

{3, 1, 0}

=0l = Eigenvectors[a]

{{1, -2, 1}, {-1, 0, 1}, {1, 1, 1}}

Balio propioak honakoak dira:

).1 :3;).2:1;).3:0;

Balio propioei lotutako bektoreak ondokoak izanik:

vl ==sol[[1]]

{1, -2, 1}

v2 ==so0l[[2]]

{-1, 0, 1}

v3 = sc0l[[3]]

{1, 1, 1}

Ondorioz,D matrize diagonala etA matrize erregularra ondorengoak dira Bta P~1AP
bermintza betetzen dute:

d = DiagonalMatrix[{A1, Az, A3}]; MatrixForm[d]

== 73]
(= =]
(== =]

p = Transpose[{vl, v2, v3}]; MatrixForm[p]

-1

i

1
‘_2
1

(A

0
1
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{1, V,, V3 } bekore propioak R-ren oinarri bat osatzen dute, oinarri horrekfkaplikazioari

lotutako matrizeaD diagonala izanik. Oinarri ortonormal bat lortzeko, bektoreak binaka

ortogonalak eta unitarioak diren ikusi behar da:

vli.v2 =

True

vi.v3 =0

True

v2.v3 =

True
Bektore propioek osatzen duten oinarria ortogonala da, oinarria bektore propioz osatua

baitago eta horietako bakoitza autobalio bati lotuta baitago. Hala eta guzti, oinarri hori ez da

ortonormala, bektoreak ez baitira unitarioak. Bektoreak normalizatuko ditugu:

ul = Normalize[vl]

u3 = Normalize[v3]

{ 1 1 1
—r = —;:}
V3 vV W3
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{u,, 1y, 15} bektoreek R3-ren oinarri ortonormal bat osatzen dute, oinarri horrekfko

aplikazioari lotutako matrizeA diagonala izanik etA = PtAP berdintza betetzen delarik:

g = Transpose[{ul, u2, u3}]; MatrixForm [q]

o1 _ & 1
V& vz 43
)
[
== 0 =
“'\II 3 \‘I 3
. B
& VY

d = Transpose[q].a.q

True

-2 =2 2

(

M6. Kalkulatu A = |

\

=2 =1 31 matrizearen Jordan-en forma

SO OO O
Oorl—kNO’—‘
[=NeNon e N

N

o

w

kanonikoa.

EBAZPENA

Remove ["Global “*"]

A matrizea definituko dugu:

A={{1,1,0,-2,-2,2},{0,90,0,1,1, -1}, {0, 2, -1, -2, -1, 3},
{0, -1,0,2,0, -3}, {0,0,0,0,1,0}, {0,0,0,0,0, -1}};
MatrixForm [A]

i 0 -2 -2 2
o o0 1 1 -1
2 -1 -2 -1 3
-1 0 2 0 -3
o o0 o 1 0
o 0 0o 0o -1

i

(== T B T e I I
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Polinomio karakteristikoa eta autobalioak lortuko ditugu:

rel = CharacteristicPolynomial[A, x] // Factor

(-1+x)? (1+x)2

Solve[pel =0, x]

{{x—=-1}, {x=>-1}, {x=>1}, {x=>1}, {x=>1}, {x=>1}]

Beraz, hauek dird matrizearen autobalioak eta beraien anizkoiztasun aljebraikoak:

A1 =1,non my(14,) =4

_ 14 2 _
A-D'A+D7=0= {,12 = —1,non my(d,) = 2

- A\ =1 autobalioa:

Autobalio honen anizkoiztasun aljebraikoa,(1,) =4 da. Autobalio honi lotutako
azpiespazio propioa kalkulatzen da:

x = {x1, x2, x3, x4, xb, x6};

A1 =1;
sol = Selve[ (A - Ay IdentityMatrix[6]).x = {0, 0, 0, 0, 0, 0}]

[{x2 >0, x4 30, x6 >0, x50, x3 = 0}}

x=x/.=20l[[1]]

{x1, 0, 0, 0, 0, 0}

Autobalio honi lotutako azpiespazio propioa hauxe da:
Ey, ={(x,0,0,0,0,0) | x; € R} = ((1,0,0,0,0,0))

Anizkoiztasun geometrikoa eta aljebraikoa ez datoz bat:
mg(A) = dimEy, =1 #mg(4,) = 4. Ondorioz,A matrizea ez da diagonalizagarria é]{ell
azpiespazio-katea osatuko dugu, azpiespazioaren dimentsioa eta autobalioaren anizkoiztasun

aljebraikoa bat etorri arte. Gainenag(1,) = dimE;, =1 betetzen denez; autobaliodun
Jadan-en oinarrizko bloke bakarra dago.
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Azpiespazio-katea osatzen hasiko gara:

E} ={Z€E:(A— D)% =0} =Ker(A— ,1)?

x = {x1, x2, x3, x4, x5, x6};

=0l = Solve [MatrixPower[ (A - A; IdentityMatrix[6]), 2].x =
{0, 0,0,0,0,0}]

{{x5 =20, x6 =20, x2 = x4, x2 > 0}]

x=x/.=0l[[1]]

{x1, x4, 0, =4, 0, 0}

Ef = {(x1,%4,0,%4,0,0) | x1,x, €R}=(1,0,0,0,0,0),(0,1,0,1,0,0)). Kasu honetan£;,
azpespazioa linealki independenteak diren bi bektorek osatzen dmeEf1 =2. Eta
azpiespazioaren dimentsioa anizkoiztasun aljebraikoarekin bat ez datorm?irrvezi,f1 =

2 #m,(4,) = 4, azpiespazio-katea eratzen jarraitu behar da. HauEﬁla, azpiespazioa

kalkulatuko dugu:

E} ={%€E:(A—-101)%% =0}=Ker(A—1I)®

x={x1, x2, x3, x4, x5, x6};

sol = Selve [MatrixPower[ (A - A3 IdentityMatrix[6]), 3].x ==
{o, 0, 0,0, 0,0}]

{{=x5 =20, x6 20, x2 3 =3 + x4}

x=x/.s0l[[1]]

{x1, x3 + x4, x3, x4, 0, 0}

Beraz, ondokoa lortu dugu:

E} = { (21, %3 + x4,X3,%4,0,0) | x1,%3, %4 € R} =((1,0,0,0,0,0),(0,1,1,0,0,0), (0,1,0,1,0,0))
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Kasu honetandimE,f1 =3 da. Oraindik ere, azpiespazioaren dimentsioa anizkoiztasun

djebraikoarekin bat ez datorrenez, divngz 3 #+#m,(4,) =4 , azpiespazio-katea eratzen

jarraitu behar da.

E3, azpiespazioa kalkulatuko dugu:

Ef ={Z€E:(A—1D* =0}=Ker(A—1,D*

x = {x1, x2, x3, x4, xb, x6};

g0l = Solve [MatrixPower[ (A - A1 IdentityMatrix([6]), 4].x =
{0, 0,0,0,0,0}]

{{x€6 =+ 0, x2 = x3 + x4 +x3}]

x=x/.=0l[[1]]

{=x1, %3 + x4 + x5, x3, x4, x5, 0}

Beraz, zera daukagu:
Efl ={ (1, %3 + x4 + X5, X3, %4,%5,0) | X1,%3,%4, x5 € R} =
Ef =1((1,0,0,0,0,0),(0,1,1,0,0,0), (0,1,0,1,0,0),(0,1,0,0,1,0))
Kasu honetanlsj*1 azpiespazioa linealki independenteak diren lau bektorek osatzen dute eta

dim Ej{1 =4 =m,(1,) =4 betetzen da. Beraz, ez dago azpiespazio-katea osatzen jarraitu
beharrik.

Laburbilduz, 4 = 1 autobalioari dagokion azpiespazio-katea hauxe da:

E), CEj cEj cEf,nondimE, =1<dimEf =2<dimE; =3 <dimE} =4

Kontuan izan, dimE;** — dimE; =1 betetzen delavi =1,2,3 balioetarako. Beraz,
E,{“ - E,{ azpiespazio bektorial bakoitzean linealki independentea den bektore bakarra egongo
1 1

da, Vi=1,23 balioetarako. A, =1 autobalioari lotutako Jordan-en oinarria

By, = {t3, Uy, Us, s} era honetan osatuko dd; € Ef, — E;, aukeratuko dugu.
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Hau da, ﬁ’seE,{‘1 eta 176<,1_E,{’1 den bektore bat aukeratuko dugu. lzan bggi=

(0,1,0,0,1,0) baldintza horiek betetzen dituen bektorea. Bektore horf¢n- 1,i)
aplikazioarekiko irudi jarraituak kalkulatzen dira:

u6={0,1,0,0,1, 0};

ub = (A- A1 IdentityMatrix[6]).ué

{-1, 0, 1, -1, 0, 0}

ud = (A- A1 IdentityMatrix[6]).ub

{2, -1, 0, -1, 0, 0}

u3 = (A- A1 IdentityMatrix[6]).ud

{1, 0, 0, 0, O, O}

Ondorioz,A; = 1 autobalioari dagokion Jordan-en oinarria hurrengoa da:
B, ={(1,0,0,0,0,0), (2,-1,0,-1,0,0), (-1,0,1,-1,0,0), (0,1,0,0,1,0)}

Eta ondorioz, Jordan-en oinarrizko matrizea hauxe da:

J2 = {{1, 1, 0, 0}, {0, 1,1, 0}, {0, 0,1, 1}, {0,0,0, 1}};
MatrixForm [J2]

i

.O (=T =T
=T = T S
(=T =]
[ = =]

- A, = —1 autobalioa:

Autobalio honen anizkoiztasun aljebraikoa,(41,) =2 da. Autobalio honi lotutako
azpiespazio propioa kalkulatzen da:

x = {x1, x2, x3, x4, x5, x6};
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Az = -1;

sol = Solve[ (A - A; IdentityMatrix[6]).x = {0, 0, 0, O, 0, 0}]

[{x5 20, x2 50, x4 >0, x6 >0, x1 > 0}}

x=x/.s0l[[1]]

{0, 0, x3, 0, 0, 0}

Etal, = —1 autobalioari lotutako azpiespazio propioa hauxe da:
Ey, = {(0,0,x3,0,0,0) | x3 € R} = ((0,0,1,0,0,0))

E, azpiespazioa bektore bakarrak sortu duengzA,) = dimE;, = 1 eta anizkoiztasun
geometrikoa eta aljebraikoa ez datoz bad;(1;) = dimE;, = 1 #m,(4;) = 2. Gainera,

mgy(1;) = dimE,, = 1 betetzen denez, autobaliodun Jordan-en oinarrizko bloke bakarra
dagp.

Azpiespazio-katea osatzen hasiko gara:

E} ={Z€E:(A—1,1)%% =0} = Ker(A — 1,)?

x = {x1, x2, x3, x4, x5, x6};

=20l = Solve[MatrixPower|[ (A - Az IdentityMatrix[6]), 2].x= {0, 0, 0, 0, O, 0}]

{{x5 =20, x2 >0, x4 - x6, x1 - 0}}

x=x/.=0l[[1]]

{0, 0, x3, x6, 0, x6}

Beraz, Ef ={(0,0,x3,%s 0,x) | x3,xs € R} = ((0,0,1,0,0,0),(0,0,0,1,0,1)).  Kasu
honetan,E,%2 azpiespazioa linealki independenteak diren bi bektorek osatzen dute eta

dim Efz = 2 =m,(4,) beetzen denez, ez dago azpiespazio-katea osatzen jarraitu beharrik.
Laburbilduz, 4 = —1 autobalioari dagokion azpiespazio-katea hauxe da:

Ej, € Ef ,nondimE,, = 1 < dimE} =2
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dimEj, —dimE,, =1 betetzen denemzhikoa dakEj, — E, azpiespazio bektorialean
bekbre ez-nulu bat aukeratzea eta bektore hdifen A,i) aplikazioarekiko irudia kalkulatzea.
A, = —1 autobalioari dagokion eta Jordan-en bloke bakarrari lotutako Jordan-en oinarriak bi

bektore izango ditB;, = {1;,u,} et era honetan osatuko da:

i, € Ef —E, aukeratuko dugu. Hau daj, € Ej, eta i, ¢ E; den bektore bat
aukeatuko dugu. lzan bedii, = (0,0,0,1,0,1) balintza horiek betetzen dituen bektorea.
Bektore horrer{f — 1,i) aplikazioarekiko irudia kalkulatzen da:

u2={0,0,0,1,0, 1};
ul = (& - A; IdentityMatrix[6]).{0, 0, 0,1, 0, 1}

{0, 0, 1, 0, O, 0}

A, = —1 autobalioaren Jordan-en oinarria hauxe da:

B;, ={(0,0,1,0,0,0),(0,0,0,1,0,1)}

Eta Jordan-en oinarrizko matrizea hurrengoa da:

Jl = {{-1,1}, {0, -1}}; MatrixForm[J1]

l.'—l 1 |
V0 -1/

Behin autobalio bakoitzari dagozkion Jordan-en oinarriak eta Jordan-en oinarrizko matrizeak
kalkulatutakoan, Jordan-en oinarri osoa eta Jordan-en forma kanonikoa eratzen dira. Jordan-en

oinarri osoa autobalio bakoitzaren oinarrien bildura izango da, B ¥ B,,, hau da:

B ={(0,0,1,0,0,0), (0,0,0,1,0,1),(1,0,0,0,0,0), (2,—1,0,—1,0,0),
(-1,0,1,-1,0,0), (0,1,0,0,1,0)}
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Eta Jordan-en forma kanonikoa diagonal nagusian autobalio bakoitzari lotutako Jordan-en

oinarrizko matrizeak jarriz lortzen da:

J={{-1,1,0,0,0,0}, {O,-1,0,0,0,0},{0,0,1,1,0,0},
{0,0,0,1,1, 0}, {0,0,0,0,1,1}, {0,0,0,0,0, 1}};
MatrixForm[J]

(-1 1 0 0 0 0,
o -10000
o 0 1100
o 0 0110
o o0 0011

"0 0 0 0 0 1]

J = P~'.A- P berdintza betetzen dughmatrize erregularra Jordan-en oinarriko bektoreak

zutabeka jartzean lortzen den matrizea izanik:

P = Transpose[{ul, u?, u3, ud, us, ué}]; MatrixForm|[F]
{001 2 -1 0,

000 -1 0 1

100 0 1 0

010 -1 -1 0

o000 0o 0o 1

01 0 0 0 0]

Azkenik, J= P! - A - P badintza betetzen dela frogatzen da:

J == Inverse[P].A.P

True

Mathematica programak Jordan-en forma kanonikoa lortzeko JordanDecomposition agindua
du:

Remove ["Global +"]
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a={{1,1,090,-2,-2,2},{0,0,0,1,1, -1}, {0, 2, -1, -2, -1, 3},
{0, -1,0,2,0, -3}, {0,0,0,0,1,0}, {0,0,0,0,0, -1}};
MatrixForm[a]

i1 o -2 -2 2
o o0 o 1 1 -1
o 2 -1 -2 -1 3
o -1 0 2 0 -3
o0 o o 1 0
o o0 o0 0 0 -1|

m = JordanDecomposition[a]

{{{0, 0, 1, 0, 0, O}, {0, 0, 0, -1, 2, -4}, {1, 0, 0, O, 1, -2},
{o, 1,0, -1, 1, -3}, {0, 0,0, 0, O, 1}, {0, 1, O, O, O, O}},
i{-1, 1, 0, 0, 0, O}, {0, -1, 0, 0, O, O}, {O, O, 1, 1, O, O},
{0, 0,0,1, 1, 0}, {O, 0,0, 0,1, 1}, {0, 0, 0, O, O, 1}}}

J=m[[2]]; MatrixForm[j]

coooo
cooo Lk
coopRr oo
coHpP OO
ocrHOOO
HHroooo

b=m[[1]]; MatrixForm[k]

o 0
-1 2 -4
1 -2
-1 1 3
0o 1

o o

H oo oo
[ T e R s s B

Inverse[b].a.b =3

True

Ohartu agindu hau erabiliz lortutako Jordan-en oinarria eta aurrekoa desberdinak direla; izan
ere, Jordan-en oinarria ez da bakarra. Era berean, Jordan-en forma kanonikoa aurrean

lortutakoaren permutazio bat izan daiteke.






6 ESPAZIO BEKTORIAL EUKLIDEARRA

6.1 Biderketa eskalarra

Izan bedi((E,+), (R, +,),°) espazio bektorial erreal baf.x E-tik R-ra definitutakof
aplikazio batiX¥ etay bektoreen biderketa eskalarra deritzoy) bektore bikote bakoitzari
zenbaki bat egokitzen badio:

fiEXE - R
(®3) - f(&9)

Biderketa eskalarri(X,y) = X - ¥ notazioa erabilita adieraz daiteke.
f aplikazioak honako propietate hauek betetzen ditu:
- Trukatze-propietatea’X,y € E, f(%,5) = f(9,%)

vieE-{0}, f&%) >0

- Positiboki definitua{ 5
fEX)=0%=0

2 o o

- Bilinealtasunavx,y,Z € E,Va, B € R emanik, zera betetzen da:

flaeX+ ey, Z)=af(X2)+Bf(7,2)

Definizioa. Izan bedif E x E-tik R-ra definitutako aplikazio bilineal trukakorra eta definitu

positiboa, orduayf forma bilineal simetriko positiboa da.

Definizioa. ((E,+),(]R,+,-),o) biderketa eskalardun espazio bektorial erreala espazio
bektorial euklidearra da, forma bilineal simetriko positiboa definitua bég)) notazioa
erabilita adierazten da;»eragiket& espazioan definitutako biderketa eskalarra izanik.

6.2 Espazio bektorial euklidearretako oinarrizko berdintzak

(E,) espazio bektorial euklidearrean definituta dagoen biderketa eskalarrak honako

propietate hauek betetzen ditu:
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=R
ol
Il
ol
QR
]
A
<
=
m
e

i) 2-9=0, VX€EEo$=0
i) @-F)ed=%-(AoP)

iv) X+y)-Z2=%-Z+V-Z

6.3 Biderketa eskalarraren adierazpen matriziala

Izan bedi(E,") n dimentsioko espazio bektorial euklidearra 8ta= {i;,u,, ..., u,} bee
oinarri bat. Orduan, edozeii, y € E oinarriko bektoreen konbinazio lineal gisa honela idatz
daitezke:

xl‘l_l)l + le_iz + -+ xnﬁn

f:
Y =yitly + Yoty + o+ Yyl

Bi bektore horien arteko biderketa eskalarra hauxe da:

-

Xy = (xqily + xp0p + 0 + Xpthy) - (Y1ly + Yol + o + Yptly)

Aurreko biderketa eskalarra garatuz, zera daukagu:

=

*Y = X9YqUy s Up + XqYoUy s Up o X Yply s Uy + XpYqUp s Up + XpYplUp Uy
U R Lo LA
FXoYplUp * Uy + o+ XpY1lUp - Uy T XpYoUp - Uy + oo+ Xp YUy - Uy

Biderketa eskalar hori matrizialki adieraz daiteke:

Uy - Uy Up Uy - Uy Uy V1
Uy -y Uy U Uy - Y2
N . . .
x'yz(xl,XZJ"'rxn) 2- 1 2- 2 2. n :
- = 2
)t — — — — — —
(X)U Uy "Up Uy Uy - Up-Up Yn
Gy v

Edo cauza bera dend:- j = (%)} - Gy - My

Gy matrizea biderketa eskalarrar&noinarriarekiko matrizea da, Gramm-en matrize izenez

ere ezagutzen dena.

Oharrak:

- Gy matrizea simetrikoa da:

- o oo
ul--ujzuj~ui,Vl,]=1,2,...,n
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- Gy definitu positiboa da:
{(f)UGU(f)f] >0, VXEE— {6}
@yGy@Dy=0212=0

- Gy matrizeko diagonal nagusiko elementuak positiboak dira:

ﬁ)i '1_1.)1' > O,Vl = 1,2,...,n

Teorema. lzan bitez(E,-) n dimentsioko espazio euklidearra étaetaV E-ko bi oinarri.

Biderketa eskalarren matrizeaketV oinarrietan honela erlazionatuta daude:

Gy = (By, By oo, Bl + Gy - (B1, By ooer By

(%4, Uy, ..., Uy)y Matrizea oinarri-aldaketa matrizea izanik.

Definizioa. A etaB dimentsio bereko bi matrize kongruenteak dHamatrize erregularra

existitzen bada, zeinentz&t= H' - A - H berdintza betetzen den.

6.4 Biderketa eskalarrak induzitutako norma

Definizioa. (E,-) espazio bektoriala normaduna dela esaten da, hurrengo baldintzak betetzen

dituenh: E —» R aplikazioa existitzen bada:
i) h(X)=0,VX€EE
i) (@) =0%=0
i) h(1%) = |A|h(X), VX € E,VAER
iv) h(X+y) < h(X) + h(y),VX,y €E

Definizioa. Izan bedi(E,") espazio bektorial euklidearra. Biderketa eskalarrari lotutako
normah: E —» R* aplikazio bat dal|-|| notazioa erabilita adieraziko duguna eta honela emana
dagoena:

h:E - R*

X - ||X|| = +V%- X

Normaren propietateak:
i) [IX||=0,vXeE

i) 1%l = 0, baldin eta soilik balding = 0



266 Aljebra: teoria eta ariketak. Mathematica programaren aplikazioa

i) VX € E,VA € R, orduani|Ax%|| = |A]||X||

Definizioa. X € E bektorearen luzera bere norma [t}
Definizioa. X,y € E bi bektoreren arteko distantzié— y bektorearen luzera dix — y||.

Definizioa. X,y € E bi bektore ez-nuluk osatzen dugmangelua era honetan kalkulatzen da:

a ~>

cos =0 =arccos | ~5—=
R II II Il 1 - 11

6.5 Ortogonalitatea eta ortonormalitatea

Definizioa. (E,-) espazio bektorial euklidear bateKoeta j bektoreak ortogonalak dira

beraien arteko biderketa eskalarra nulua denéagi:= 0.

Definizioa. (E,) espazio bektorial euklidear batekobektorea normala edo unitarioa da,

[|I%]] = 1 betetzen bada.

Proposizioa. ¥ € E — {0} emanik,— bektorea normala da. Prozesu hdnbektorearen

normalizazioa deritzo.

Definizioa. (E,") espazio bektorial euklidear batefd,,u,, ..., u,} sistema ortogonala da,
sistemako bektore guztiak binaka ortogonalak badira:

ﬁi ﬁ] =0, Vi,j =12,..,ni ?'—'j izanik

Teorema. Bektore nulua barnean ez duen edozein sistema ortdgqnay, ..., u, } askea

da. Aurkakoa ez da egia, hau da, sistema aske bat ez da zertan ortogonala izan.

Definizioa. (E,-) espazio bektorial euklidear batekd,, i, ..., i, } Sistema ortonormala da,

ortogonala baldin bada eta bektore guztiak unitarioak baldin badira.

uz

Proposizioa. {i, s, ..., U, } Sistema ortogonala bada, ordu%vaL|| AL
2

} sistema
Tl

ere ortogonala da. Are gehia ﬁ)— } sistema ortonormala da.

|qu|| " ldnll
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6.6 Gram-Schmidt-en metodoa

n dimentsioko (E,-) espazio bektorial euklidearrean posible da oinarri ortonormal bat
aurkitzea. Gram-Schmidt-en metodoak ahalbidetzen @&u espazioko edozein

U = {u,, Uy, ..., Uy} Oinaritatik abiatuz Eespazioko oinarri ortonormal bat lortzea.

Izan bedi V = {#;,7,,...,7,} E espazio euklidearrean aurkitu nahi dugun oinarri
ortonormala. Oinarri horretaks;, bektore bakoitza lortzeko jarraitu beharreko prozesua hauxe
da

2

7, bektore unitarioa era honetan kalkulatzeniga= Tl
1

Ondoren,w, bektore bat ondoko eran sortzen @§: = i, + A%;. Bertan,A-ren balioa
zehaztuko dugw, etaw; bektoreak ortogonalak izateko:

ﬁl'WZ261'(172‘*'&1_}1)261'HZ+A=0=>A=_(171'772)

A-ren balioaw, bektorearen adierazpenean ordezkatuz, hauxe daukagu:

Wz = 1_1,)2 + 11_7)1 = ﬁz - (1_7)1 . 172)1_;1

w, bektorea ez da nulua, zeren nulua izango balitetai, bektoreak, hortaz; etaii,
bektoreak linealki dependenteak izango bailirateke, eta badakigu linealki independenteak
direna,U sistema askea baitd, lbektorea normalizatuko dugu:

W
vV, = m

Beraz, momentufv,, ¥,} sistema ortonormala daukagu. Etaetav, bektoreakii; etai,
bekibreen konbinazio lineala direne;;, 7,} bektoreek sortzen duten azpiespazio bektoriala
{u,,1,} bekoreek osatzen duten azpiespazio bektorialaren parte da:

(ﬁlr 1_}2) c (ﬁlr aZ)

Bedalde, aurreko bi azpiespazio bektorialek dimentsio bera dutela kontuan izanez, ondoko
berdintza betetzen da:

(51' ﬁz) = (771:172)

Ondoen, w5 bektorea definituko dugu, honel@; = Us + u ¥; + U, v, etay, etap,-ren
balioak zehaztuko ditugw; bektoreas; eta v, bektoreekiko ortogonala izateko eran:

{171'W3=0=>{171'ﬁ3+#1=0:>{ﬂ1=_(771'173)
Uy w3 =0 Uy g+, =0 (g ==V, Us)
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Beraz, w bektorea hauxe da:

W3 = T_i3 - (171 'ﬁ3)171 - (172 '773)172

Bektore hori ez da nulua, nulua izango bali{z ¥, etaii; bektoreen artean menpekotasun
linealeko erlazio bat existituko litzateke eta. K, ¥,) < (i, u,) beetzen dela kontuan
hartuz, (¥, 75, U3) € (Uy,U,) izango genukefil;,u,,1;} bektoreak linealki dependenteak

liratekeela ondorioztatuz, eta hori ez da egia.

Ws
Iwsll

ws bektorea normalizatuko dugu; &

Eta aurreko kasuan bezala arrazoituz, ondoko berdintza betetzen dela froga daiteke:

(171. 772' 173) = (ﬁ1:ﬁ2,:ﬁ3)-

Prozesuari jarraituz,E espazio bektorialekd’ = {#,,?,, ..., ¥,} oinarri ortonormal bat

lortzen da.

6.7 Azpiespazio bektorial ortogonalak

Definizioa. Izan bitez(E,-) espazio bektorial euklidearra efa eta$S, E espazio bektorial
euklidearreko azpiespazio bektorialals; eta S, azpiespazioak ortogonalak dird;
azpiespazioko edozein bektafg-ko edozein bektorerekiko ortogonala bada. Hau da:

- -

f~y=y~f=0,ersl,V)7€52

Proposizioa. Izan biteZE,-) espazio bektorial euklidearr§, etaS, E-ko bi azpiespazio
bektorial etal = {t;, iy, ..., Un} &taV = {#;, D, ..., ¥} beraien oinarriak hurrenez hurres
etaS, azpiespazioak ortogonalak dira, baldin eta soilik baldin:

—

i-9,=0, Vi=12,..,nVj=12,..,p

Proposizioa. 1zan biteZE,-) espazio bektorial euklidearra etaetas, E espazio bektorial

euklidearreko bi azpiespazio bektorial ortogonal, orddam S, = {6}.

Proposizioa. Izan biteZE,-) espazio bektorial euklidearra dtabere azpiespazio bektorial
bat.F-ko bektoreekiko ortogonalak diren bektordeken azpiespazio bektorial bat osatzen dute
etaF! notazioaren bidez adieraziko dugu:

Ft={X{€E:X-y=0Vy€EF}
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Teorema. lzan bitezF eta G E espazioko bi azpiespazio bektorial. Orduan, ondoko
propietateak betetzen dira:

) (F+6)*tr=Ftngt
i)y FH+t=F

i) FEG=>GLcF*
iv) (FNG)*=F*+G*

Teorema. Izan bed(E,-) espazio bektorial euklidearra étebere azpiespazio bektorial bat.
OrduanE = F®F* berdintza betetzen da. Hau da:

i) FnFL={0}

iy E=F+F*
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EBATZITAKO ARIKETAK

P1. Izan bedi(R",) espazio euklidearra etéd= (xq, x5, ...,x,) € R" bektorea. Esan ea

ondoko fintzioak espazio bektorial horretako biderketa eskalarrari lotutako normak diren ala ez.

a) Il = x? +x2 + ...+ x?

b) 11zl = lxal + lacz| + -+ + |2y

) @l = Vx| + lxal + -+ |,
EBAZPENA
Definitutako funtzioak normak izango dira, ondoko baldintzak betetzen badira:

) @l = o0,vieR

i) ViU e R"VAER, zera betetzen diai|| = |A|||u]|

a) ||ldll = vx2 + x2 + ...+ x2 funtzioa norma den ikusteko, aurreko baldintzak ea betetzen
diren ikusi beharra dago:

i) Lehenengo baldintza betetzen da:
1% = ’xlz +x2+..+x2>0Vi€ER"

i) Bigarren baldintza betetzen den ikusiko dugu. Batugai guztfek 0 baldintza
hau betetzen dutenez, orduan:

[Id]] = /xlz+x§+...+xn=0=>xi=0,i=1,2,...,n2ﬁ=6

iii)  Hirugarren baldintza ere bete egiten dela frogatuko dugu:

A2 = |(Axy, Axz, o, )l =/ (A21)2 + (A22)2 + -+ + (Ax1)?

= \/Az(xlz +x2+ . +x2)=|1] ,xlz +x2+ .+ x2

=|AlllEll, vieR"WVAER
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Emandako funtzioak hiru baldintzak betetzen dituenigz|| = /x2 + x% + ...+ x2

norma bat da, norma euklidearra deitua.

b) ||l = |xq| + [x5| + -+ + |x,,| funtzioak norma izateko baldintzak ea betetzen dituen
ikusiko dugu:

i) Lehenengo baldintza betetzen da:
Gl = lxy] + x| + -+ lxp] >0,V € R®

i) Bigarren baldintza ere betetzen da. Batugai guztigk> 0 bddintza betetzen
dutenez:

2l = gl + o] + -+ xp| =0 x,=0,i=12,..,n=>T=0

iii)  Eta hirugarren baldintza ere bete egiten da:

1A% = |(Ax1, Axg, oo, Axp) || = [Axq | + A% + - + |2y ] = 12| (Joxg | + |22] + -+ |x5])
= [Allldll,  vieR™,VAER

Beraz,||d|| = |x4] + |x2| + -+ + |x,] funtzioak norma bat definitzen du.

c) Azkenik, |||l = Jlxll + |x,| + -+ + |x,| funtzioak ea norma izateko bete beharreko
baldintzak betetzen dituen ikusiko dugu:

i) Lehenengo baldintza betetzen da:

Gl = y/1xa| + Ixa] + -+ + || =0,Vd € R

i) Bigarren baldintza ere betetzen da:

Il = Ixe] + x| + -+ x| =02 x,=0,i=12,..,n=>0=0

iiiy  Baina hirugarren baldintza ez da betetzen:

22l = 1| (Ax1, Axg, oo, )| = V1] + 1225 ] + - + x| = VIA (20| + [x2] + -+ xn])
= VIAW x| + x| + =+ |xn | = VIAlIEN # 1211El, - vid € R", VA€ R

Eta baldintzetako bat betetzen ez duerlgz| = \/|x1| + |x3| + -+ + |x,| funtzioak ez

du norma bat definitzen.
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P2.1zan bediP, (x) bat edo maila txikiagoko polinomioek osatzen duten espazio bektoriala,

hau da: p(x) =ax+b, non ab€R, eta izan bedif:P;(x) XxP;(x) - R, non

f(p1(0),p2(0)) = [ 1) - p(X)dlx,
a) Frogatuf biderketa eskalarra dela.
b) Zein angelu osatzen dytéx) = x + 2 etaq(x) = 3x + 1 polinomioek?

EBAZPENA

a) f aplikazioa biderketa eskalarra izango da, ondoko propietateak betetzen baditu:

i) Trukatze-propietatea:

Vp1(x),p2(x) € P1(x), f(p1(x),p2(x)) = f(p2(x), p1(x))
Goiko berdintza frogatzeko aski da polinomioen biderketa trukakorra dela erabiltzea:

1 1
F(pr (0, P2 () = f p1() (W) dx = f P> (0) - pr@dx = £(p> (0,1 ()
0 0

i) Funtzioak definitu positiboa izan behar du:
{VP(X) €P1(x) = {0}, f(p(x),p(x)) >0
flp(),p(x)) =0 px) =0

vp(x) € P;(x) — {0}, f(p(x),p(x)) > 0 baldintza betetzen dela frogatu behar da.
Vp(x) € P;(x) — {0} polinomioa hartuta zera betetzen da:
FEep) = [ b2 PO = | P Cdx

Integral mugatuaren propietateak erabilita zera daukagu:

gx)>0,xe[01] > folg(x)dx >0
Gure kasuan zera gertatzen d(x) € P, (x) — {0},p?(x) > 0, x € R. Eta integral
mugatuaren propietateak erabiliz zera daukagu:

p%2(x) >0, x€[0,1] = folpz(x)dx >0

Orain, f(p(x), p(x)) = 0 & p(x) = 0 baldintza betetzen dela egiaztatuko dugu:

1 1
F(p0),p(0) = f p() - p(x)dx = f p2(X)dx = 0 & p*(x) = 0 & p(x) = 0
0 0
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Horrela, aurreko bi baldintzak frogatutg funtzioa definitu positiboa dela

ondorioztatzen da.

iii)  Azkenik, f aplikazioak bilineala izan behar du. Bilineala izango da, ondoko
baldintza betetzen badu:

faopi(x) + B o pa(x),p3(x)) = af (p1(x), p3 () + Bf (P2 (), 3 (x)),
Vp1 (%), P2 (%), p3(x) € P1(x), Ve, €R

Kasu honetan, «» kanpo-konposaketa legea, polinomio eta eskalarraren arteko

biderketa da. Aurreko berdintzako ezker aldea garatuz hasiko gara:
1
Flapi0O+ B p200,ps00) = [ (@ paCO + - p200) - s G
0
1 1
= [« p100 ps@dx + [ B pa@) - ps @
0 0

1 1
—a fo p1(x) - py(x)dx + B fo P2 () - ps()dx
= af(P1(x)'P3(x)) + .Bf(pz (x),p3(x))

Beraz, f aplikazioa bilineala ere bada. Biderketa eskalarra izateko baldintza guztiak

betetzen dituenez, gplikazioa biderketa eskalarra da.

b) p(x),q(x) € P;(x) polinomio ez-nuluek osatzen duten angelua ondoko adierazpenaren
bidez kalkula daiteke:
o — PO A@)
lpCOIl - lg Col

>0= arccos<

p(x)-q(x) )
GOl - llg Ol

p(x) etag(x) polinomioen biderketa eskalarra kalkulatuko dugu:

1 1 1
p(x)-qx) = f p(x) - q(x)dx = f (x+2) - Bx+1Ddx = f (3x2 + 7x + 2)dx
0 0 0

1
=x3+zx2+2x| =1+l42=2
2 0 2 2

Era berearp(x) etaq(x) polinomioen normak kalkulatuko ditugu:

1 1
Pl = +/p00) - pG) = J f p(x) - p(x)dx = j f (x+2) - (x+ 2)dx
0 0

L 1 ! 1 19
= f(x2+4x+4)dx= —x342x%2+4x| = |=+2+4= |—
o 3 o 43 3
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1 1
lg@oll = + q(x)-q(x)=]f q(x)-q(x)dx=jf Bx+1) - (Bx + Ddx
0 0

1
=\/f 9x2+6x+1dx = [3x3+3x2+x|=V3+3+1=+7
0

Beraz, bi polinomioek osatzen duten angelua hauxe da:

x x
cosf = P) - q(x) = = 0 = arccos

i\ =12,53°
PGl - llgCIl \/7 N \\/132_\/7/

P3. Izan bitezf etag hurrenez hurreiR? etaR3-n definitutako bi forma bilineal eta izan

bitez F etaG oinarri kanonikoarekiko beraiei lotutako matrizeak. Esan ea ondoko baieztapenak

egiak diren ala ez:

a) F= (_; _f) matrizeak biderketa eskalar bat definitzen du.

3 -1 4
b) ¢ = (5 6 7) matrizeak biderketa eskalar bat definitzen du.
4 -3 0

EBAZPENA

a) GezurraF matrizeak biderketa eskalarra definituko du, simetrikoa eta definitu positiboa
deneanF matrizea simetrikoa da; izan efe= Ft betetzen da.

F ddfinitu positiboa izango da, edozeifi = (x,y) € R?> bektorerentzatvFvt > 0
betetzen bada:

N 1 =2\ _ (o ) P R N

VED = (x,y) (_2 1) (y) =(x—-2y,-2x+y) (y) =x“+y*—4xy

= (x—y)*—2xy

PFBt = 0 baldintza ez dela betetzen agerikoaidla; (1,1) € R? bektorea kontsideratuz
zera baitaukagu:
=(x—-y)?-2xy=-2<0

Beraz, Fmatrizeak ez du biderketa eskalar bat definitzen.
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b) Gezurra.G matrizeak biderketa eskalarra definituko du, simetrikoa eta definitu positiboa
denean.G # G' denez,G matrizea ez da simetrikoa eta, beraz, ezin du biderketa
eskalarrik definitu.

P4. R™ espazio euklidearrean|-|| noma euklidearra kontsideratuz frogatu ondoko

berdintzak:
a) Paralelogramoaren leged|X||? + 2||¥1? = ||X + yI|? + ||% — yI|2
b) 4%-y = [I¥ + ylI* — IX — yII?

c) Desberdintza triangeluarrd|X + y|| < ||%]] + Y], Cauchy Schwartz-en desberdintza
erabilita:|x - y| < [|1X]| - I¥l

EBAZPENA

a) lzan bitez ¥ = (x, %2, .., %), ¥ = (Y1, V2, -, ¥) € R™. R" espazioan era honetan
definitzen dira norma euklidearra eta bi bektoreren arteko biderketa eskalarra:

o Norma euklidearra{X|| = \/x? + x2 ...+ x2

0 Biderketa eskalarrél - y = x;y; + x,¥5 + - + XV

Paalelogramoaren legea frogatu behar dugu:
201017 + 2119117 = 1€ + F1I1* + 11X = FI?

Aurreko berdintzako ezker aldea garatuko dugu:

201X11% + 2019117 = 2(xF + x5 .+ %) + 2007 + ¥5 .+ YD)

Etaeskuineko aldea ere garatuko dugu ondoko berdintzak kontuan izanez:

{Ilf + 90 = G +91)% + (g + ¥2)2 + -+ + (e +yn)?
1% = Fll = Gr —y1)2 + (g — ¥2)2 + - + (Xp—yp)?

Eta ondoren eragiketak eginez:

X + ¥II% + 1% = yII?
=[(ey +y1)% + (g + y2)% + - 4 Gon )21+ [y — y1)2 + (= ¥2)% + -+ (e —yn)?]
=22 +x2 .. +xD)+2002 +y% .. +v3)

Frogatuta geratu da paralelogramoaren legeko ezker eta eskuin aldeak berdinak direla,

beraz, berdintza frogatu da.



276 Aljebra: teoria eta ariketak. Mathematica programaren aplikazioa

b) 1zan bitezx = (xy, %2, .., X2),¥ = V1, Y2, -, V) € R™ bektoreak. Frogatu beharreko
berdintzako ezker aldea hurrengoa da:

4% - § = 400 y; + x5 + 0+ X V)

Eta eskuin aldea garatuz zera lortzen da:
1%+ y1I? = I - yII?
= [0 +y1)? + Gz +¥2)2 + -+ (o +y)?] =[O = y1)? + Gz = ¥2)2 + -+ (a2

=201y + X272 + o+ Xn V) + 2(x1 Y1 + XY + 0+ X )
= 4(x1y1 + X2Y2 + -+ XpYn)

Kasu honetan ere, frogatu beharreko berdintzaren ezker eta eskuin aldeak berdinak
direnez, berdintza frogatu da.

c) ||I%+ y|| adierazpenaren karratua garatuz hasiko gara:

1€+ 512 =@ +5) - @+ = IZN>+ 1YI* + 2% -y < 1Z)> + [191I* + 212 - ¥

Azken adierazpen horretan, Cauchy Schwartz-en desberdintza aplikatuko dugu:
1 -y < 1%l - 117l
Beraz, zera daukagu:

1%+ FI2 < 12012 + 19112 + 212 - 31 < 1202 + 1702 + 20120 - 191 = A2+ 151D =

1%+ ¥112 < (121 + 1151

Azken desberdintzako alde bietan erro karratuak hartuz, eskatu diguten desberdintza
frogatzea lortzen dugu:

% + 7117 < AIXN + 17ID? = 1% + ¥l < 121+ 1]

P5. Izan bedi ondoko biderketa eskalarfd¥,y) = 3x,y, + 2x1y, — x1V3 + 2x,¥; +
3%2Y2 — X3Y1 + X33, NONX = (X1, %3, X3) €BY = (V1,¥2,¥3).

a) Kalkulatu oinarri kanonikoarekiko Gramm-en matrizea.

b) Kalkulatui = (1,—-1,0) etav = (—1,1,—1) bektoreek osatzen duten angelua.

c) Kalkulatu % = (1,—1,0) bektorearekiko perpendikularrak diren bektoreen forma
orokorra eta zehaztu horietako hiru bektore.
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EBAZPENA

a) lzan bedi C = {&,,8,,8;} R3-ko oinarri kanonikoa. Gramm-en matrizea lortzeko
oinariko bektoreen biderketa eskalarrak kalkulatu beharra dago. Baina, matrize hori
simetrikoa denez, ez dago zertan bederatzi biderketa eskalarrak kalkulatu, aski da
ondoko sei biderketa eskalarrak lortzea, alegia:

(f(é,é1)=¢é & =3

|f(§1'é>2) = 51 € =2= f(§2'51)

{f(51r€3) = 81 é>3 =-1 =f(€3'é1) = G = <

| f(92:92)—92 é, =3 _
| f(é2,83) =8,-é3=0=f(&,6,)

kf(es'ez,) =é;-é3=1

_ N W
o w N

|
O
v

b) 1zan bedi® i = (1,—1,0) etav = (—1,1,—1) bektoreek osatzen duten angelua, orduan:
u-v
Izl - 1211
Aurreko bektoreen arteko biderketa eskalarra hauxe da:
u-v=[fuv)=-1

cosf =

Eta bektore horien normak hauek dira:
gl =Vi - i =Jf@u) =V2eta||d|=Vi -0 =/f@ D) =V1i=1
Beraz, bi bektoreek osatzen duten angelua ondorengoa da:

-1 -1 3
cosfd=— =0= arccos(—) =>0=—

V2 V2 4

c) Izan bediw = (wy,w,,w3) R3-ko bektore orokor bat. Bektore hati bektorearekiko
ortogonala izango da, ondokoa betetzen badai = 0.

w - i biderketa eskalarra garatuz, hauxe lortzen da:

W-U=fWu)=w;—w,—w3=0 2w =w, +ws

Beraz, itbektorearekiko ortogonalak diren bektoreen forma orokorra hurrengoa da:

-,
W = (Wy + w3, Wy, w3), YWy, wy € R

w, etaws; parametroei balio ezberdinak emanez, forma hori daukaten hiru bektore lor

daitezke. Adibidez: w = (2,1,1), ¥ = (1,1,0) etaf = (1,0,1).
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P6. Ortonormalizatu R3-ko B = {(1,2,2),(3,1,2),(5,0,—1)} oinarria ohiko biderketa
eskalarra erabilita.

EBAZPENA

Gram-Schmidt-en metodoa erabiliko dudu oinarria ortonormalizatzeko. Horretarako,
hasierako B = {(1,2,2), (3,1,2),(5,0,—1)} oinarritik abiatuz V = {#,,7,,¥3} oinarri bat
eraikitzen da, bertako bektoreak unitarioak eta binaka ortogonalak izanik.

Izan bediB = {ii,,%U,, U3} hasierako oinarria, noni; = (1,2,2), U, = (3,1,2) eta ii; =
(5,0,—1). Lehenik eta behir;; bektorea lortuz hasiko gara:

LT
Vi =~
A .
iyl = iy -t =39 = (_,_,_)
3'3'3
Ondoren’, bektorea lortuko dugu. Horretaraké, = u, + A%, bektorea osatuko dugu eta

A parametroaren balioa zehaztuko dugy,bektoreas; bektorearekiko ortogonala izateko. Hau
da,)l = _(1_7)1 . 172)

Lo 122
A=—(v1~u2)=—<§,§,§)-(3,1,2)=—3

Beraz, i bektorearekiko ortogonala deiy bektorea hauxe da:

W, = T, + A%, = (3,1,2) 3(1 2 2)—(2 1,0)
Wy = U v = 4 3r3r3 - ) )

V oinarriko bigarren bektoreak; bektorearekiko ortogonala izateaz gain unitarioa izan
beha du, beraz:

W,
V) ==
AT S
1,1l = v, -, = V5 = & =(—,_—,0)
’ ’ 2~ \5' V5

Azkenik, 7; bektorea lortuko dugu. Horretarake; = us; + u,v; + p, v, bektorea osatuko
duguetay, etau, parametroen balioak zehaztuko ditugy, bektorear; eta?, bektoreekiko
ortogonala izateko eran. Hau da,= —(¥; - i3) etau, = —(¥, - Us):

= —(B, - 1iy) = (122) (5,0,—1) = -1
H = Vi-Uz) = 3’3’3 Y, =

2 -1
Uz = _(“32 : ﬁS) =- (ﬁr 5'0) : (5,0,—1) = _2\/§

Sl
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Beraz, w bektorea hauxe da:

390 3

Wl =
W

W, = (5,0,—1)—( %%0) = (;

V oinarri ortonormaleko gainerako bektoreen antzgéydhektoreak ere unitarioa izan behar

duene:
A
— —— . 2 4 =5
Wsll = /W5 - Wy = V5 = #; = <3_\/§ﬁﬁ)

Ondorioz, bila gabiltzaif oinarri ortonormala hurrengoa da:
(53D ) e
333 B EZ Y 5@ 3G
P7. R3-ko S = {(x,v,2)| x + y — 2z = 0} azpiespazioa emanik,
a) KalkulatuS-rekiko ortogonala den azpiespazioa.

b) ¥ = (1,1,2) bektorea azpiespazio horretan al dago?

EBAZPENA

a) S-rekiko ortogonala den azpiespazi§eko edozein bektorerekiko ortogonalak diren
bektoreek osatzen dute:
St={xe R%:%-y=0Vy€eS}

S azpiespazioko edozein bektorek ondokoa betetzen du:

VY =nLYyuY3) €S: ¥y +y, —2y; =0

Hau daS$ azpiespazioko edozein bektare= (1,1, —2) bektorearekiko ortogonala da:

Yit+y:—2y3 =0 (y1,y2,y3)  (1,1,-2) =0 3y-(1,1,-2) =0 j 1 (1,1,-2)
Beraz, ¥ =(1,1,—2) € S* = ((1,1,-2)) € S*.
Bedalde, R3 = S®S+ betetzen denez, orduan:
dim S=2
dim R} =dimS+dimSt —— dimSt =1

Etaondorioz, Srekiko ortogonala den azpiespazioa hauxeSdas ((1,1, —2)).
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b) ¥ bektoreast azpiespazioan egongo da, ondokoa betetzen bada:
Uu-v=0vu €5

Izan bedi u= (1,1,1) € S, bektore horren etéd = (1,1,2) bektorearen biderketa eskalarra
ez da zero:
U-79=4+#0

Beraz, bi bektore horiek ez dira ortogonalak, ondoribzbektorea ez dags*

azpiespazioan.
Ohartu baita erej = (1,1,2) ¢ S* = ((1,1,—2)) betetzen dela.

P8. Aurkitu R*-ko S={(,y,zt)|x—2y+t=0, x+y+z+t=0}

azpiespazioarekiko azpiespazio ortogonala.
EBAZPENA

S-rekiko ortogonala den azpiespazidako edozein bektorerekiko ortogonalak diren
bektoreek osatzen dute:
St={xe R*%-y=0Vy€eS}

S azpiespazioko edozein bektore bere oinarriko bektoreen konbinazio lineala denez,
azpiespazio ortogonaleko edozein beki®razpiespazioko oinarriko bektoreekiko ortogonala
izango da.S azpiespazioko oinarri bat kalkulatuz hasiko gava&. = (xq,x,,x3,%,) €S
bektorerentzat ondoko berdintzak betetzen dira:

{ Xy —2x, +x4 =0 {x4=—x1+2x2
=
X1+xz+x3+X4=0 x3=—3x2

Hau da,S espazioko edozein bektoreren forma orokorra hauxe da:
X = (%1, %2, —3%x5, —x1 + 2%,) = x1(1,0,0,—1) + x,(0,1,—-3,2)

Ganera, (1,0,0,—1) eta (0,1,—3,2) bektoreak linealki independenteak direndz=
{(1,0,0,—1),(0,1,—3,2)} S espazioko oinarri bat da.

Izan bediy = (y1,¥, V3, Vs) € S*, orduan,y 1 (1,0,0,—1) etay L (0,1,—3,2) betetzen
dira. Biderketa eskalarren garapenak eginez, zera lortzen da:

R J—; 1 (1,0,0,—1) = (ylfyZ'ySry4) : (1,0,0,—1) =0= V1i— V4= 0
y1(01,-32)= (y1,¥2,¥3¥s) - (01,-32)=0=y, —3y3 + 2y, =0
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Ondorioz,S azpiespazioarekiko ortogonala den azpiespazioa hauxe da:

St ={(v1.y2,¥3,¥a) € R* y1 —ys = 0,y, — 3y3 + 2y, = 0}

P9.Frogatu B-ko V = ((1,0,—2,—1),(2,0,1,—2)) etaW = {(a + b,a,0,a + b)|a,b E R}

azpiespazioak ortogonalak direla.

EBAZPENA

V etaW azpiespazioak ortogonalak direla frogatzeko nahikoa da ondokoa frogatzea:
VGEV AVWEW, v-w=0

Izan bitez W= (a+b,a,0,a+b) eta ¥=x(10-2,-1)+y(201,-2)=(x+
2y,0,—2x+y,—x —2y) W etaV azpiespazioetako bektoreak hurrenez hurren. Beraien
biderketa eskalarra nulua den ikusiko dugu:

v-w=0=>((x+2y,0-2x+y,—x—2y)-(a+b,a,0,a+b)>

> —

v-w=xa+xb+2ya+2yb—xa—xb—2ya—2yb=0

v etaw bektoreen biderketa eskalarra nulua denez, bi bektoreak ortogonalak dira eta,

ondorioz, bi azpiespazioak ortogonalak.

Bi azpiespazioak ortogonalak direla frogatzeko beste era bat hEuadpiespazioko oinarri
bateko bektoreak etél azpiespazioko beste oinarri batekoak ortogonalak direla ikustea.

P10.1zan bediR3-ko V; = {(—a — b,—b,3a)| a, b € R } azpiespazio bektoriala. Zehaziu
azpespazioarekiko ortogonala den azpiespazioaren ekuazio inplizituak.

EBAZPENA

Vit azpiespazio¥; azpiespazioarekiko ortogonala bada:

—

VieV,AVWEVL, u-wW=0

V, azpiespazioko edozein bektorek hurrengoa betetzen du:
Vi € V;,3a,b € R:ti = (—a—b,—b,3a) >
i =a(-1,03)+b(-1,-1,0) =((-1,0,3),(-1,-1,0))
Gainera,i; = (—1,0,3) eéa 1, = (—1,—1,0) bektoreak linealki independenteak direnez,

B = {ii,,U,} V; azpiespazioko oinarria da.
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Bestalde)/; etaV;t azpiespazioak osagarriak direnez:
dimR3 = dimV; + dimVit > dimVit = dimR3 —dimV; =3-2=1

Beraz, Vit = (W), W = (a, b, ¢) bektoreak et@; = (—1,0,3) etau, = (—1,—1,0) bektoreek
osatzen dutefii, i,, w} sistema askea izanik eta ondoko baldintzak betetzen direlarik:
eta U, - w=0

ﬁ1~w=0
Orduan:
U -w=(-103)-(a,bc)=0=>-a+3c=0=>c=a/3
U, - w=(-1,-10)-(a,b,c)=0=>—-a—-b=0>b=—a

Beraz, w= (a, —a, a/3) bektorea zehaztuta geratzen da eta ondorioz:
Vit ={(a,—a,a/3):a € R} =((3,-3,1))

Ohartu horrela eraikitak@e/ bektorea ez deld, etaii, bektoreen konbinazio lineala, eta,
bemz, B’ = {i,u,, W} R3-ko oinarri bat dela.Vi* azpiespazioaren ekuazio inplizituak

kalkulatzeko nahikoa da ondoko matrizearen heina bat izatera behartzea:
3 x
h <—3 y> =1
1 z

Bestalde, }* azpiespazioaren dimentsioa bat denez, linealki independenteak diren bi ekuazio

inplizitu behar dira. Hortaz, hurrengo minorrak kontsideratzen dira:
3 x| _ 3 x| _ 3y+3x=0
-3 |_0eta|1 Z|_0=>{3Z—x=0

Beraz, it azpiespazioaren ekuazio inplizituak hauek dira: —y, x = 3z.
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EBATZITAKO GALDERAK

. w2 2
G1. Izan bedi f: R(T’f?; _)_}é » aplikazioa, nonf (i, ) = 2@ - ¥ — 3 den eta ®

ohiko biderketa eskalarra. Esan ondoko baieztapenak egia ala gezurra diren.

a) f positiboki definitua da.

b) f trukakorra da.

c) f aplikazioak bilinealtasun-propietatea betetzen du.

EBAZPENA

a) Gezurraf positiboki definitua izango da, hurrengo baldintzak betetzen badira:
{vﬁ eR?—{0}, f@ ) >0
f@i)=0ou=0

vi e R — {6} f (@, %) > 0 baldintza betetzen den aztertuko da:

—

Izan bedid = (x,y), orduanf (i, %) = 2 -4 — 3 = 2(x? + y?) — 3.

U4 = (1,0) bektorea aukeratuzf(i,u) =—1<0 betetzen da. Ondoriozf ez da

positiboki definitua.

b) Egia. ftrukakorra izango da, ondoko baldintza betetzen badu:
f@,v) = f(¥,4), Y4,v € R?

Honalo berdintzak ditugu:
{f ™, v) =2u-
f@u) =2v-

Sl
|
w w

Ohiko biderketa eskalarra trukakorra dergzy = ¥ - i betetzen da, beraf(u,v) =

f(@,1d). Ondorioz, ftrukakorra da.

¢) Gezurraf bilineala izango da, baldin eta soilik baldin ondoko berdintza betetzen badu:
flaotl+ Bov,W)=af(U,w)+BfHW),Vi,?,w € R%,Va,f ER

«ox» eskalar eta bektore arteko biderketa izanik.
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Ondoko berdintzak ditugu:
{ flau + Bo,w) = 2(ai + V) -w — 3
af @,w) +Bf(W, W) =au-W—-3)+ B2V -w—3) =2(ati + V) - W —3(a + B)

Aurreko berdintza biak berdinak izateko+ 8 =1 bete behar da. Baina, aurreko
berdintzakvea, § € R-rako bete behar direnez, orokorrean ez direnez berdfnek, da
bilineala.

G2. Izan bediR™ espazio bektorial euklidearra. Esan ondoko baieztapenak egia ala gezurra

diren:

a) R™ espazioko oinarri kanonikoko bektoreék= {é,,é,, ..., €,} sistema ortonormal bat
osatzen dute.

b) R™ espazioko bektore ortonormalen edozein multzo, espazioko oinarri bat da.

EBAZPENA

a) Egia. C = {é,,8é,, ..., é,} bektore-sistema ortonormala izango da, bektoreak unitarioak
badira eta binaka ortogonalak badira. Oinarri kanonikoko bektoreez dihardugunez, hau
da,é; = (1,0,0,...,0),é, = (0,1,0, ...,0), ..., &, = (0,0, ...,0,1), bektore horiek unitarioak
dira:

Bektore horiek binaka ortogonalak ere badira, ondoko baldintza betetzen baitute:

& -8=0i%]

Beraz, frogatuta geratzen dR™ espazioko oinarri kanonikoko bektoreek =

{é.,8&,, ..., é,} dstema ortonormal bat osatzen dutela.

b) Gezurra. Gezurra dela frogatzeko nahikoa da oinarri kanonikoa osatzen duten bektoreen
sistemako azpimultzo bat hartzea. Izan hedi= {€,,¢,,...,€;}, nonk <n den. B,
multzoko bektore guztiak unitarioak eta binaka ortogonalak dirdhebgektore-sistema
ortogonala da. Hala eta guzH, sistemako bektoreek ez duR& espazioko oinarri bat
osatzen. By, sistemako bektoreak linealki independenteak izan arren, ez b&itute
espazioko sistema sortzaile bat osatzen.
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G3. Izan bedi En dimentsioko espazio bektorial euklidearra. Esan ondoko baieztapenak egia

ala gezurra diren:

a) E espazioko edozeill = {#;,7,,..., ¥,} bektore normalez osatutako sistema askea,
ortonormala da.

b) E espazioko edozein bektore sistema ortonormal askea da.

EBAZPENA

a) Gezurra. Sistema ortonormala izango da, ondoko baldintzak betetzen baditu:
i) Bektoreak normalak edo unitarioak dira, hau|dall = 1,i=1,2,...,m
i)  Bektoreak binaka ortogonalak dira, hau#a:v; = 0, i # j izanik

Lehenengo baldintza bete egiten da, enuntziatusistemako bektoreak normalak direla

esaten baita. Bigarren berdintza ea betetzen den ikusiko dugu. Izah Hedi, &,, v}

bekore-sistema, nod,; = (1,0,0), €, = (0,1,0) etav = (\/%,0, \/ii) V sistema askea da,
hiru bektoreek osatzen duten matrizearen determinantea ez-nulua baita:
1 0 !
V2[ g
1 0f=—==#0
1| V2
0 0 —
V2
Gainera,V sistemako bektoreak normalak digé, || = |1&,]| = ||#]| = 1. Unitarioak

izateaz gain, bektore horiek binaka ortogonalak izango balira, orduan sistema
ortonormala litzateke. Ikus dezagun bektore horien arteko biderketa eskalarra nulua den:
- & -é,=0> & etaé, ortogonalak dira.

>

- &,-7 = 0= &, etav ortogonalak dira.

. - - 1 - - .
- Bainae; -v = N3 # 0 = ¢; etav ez dira ortogonalak.

Beraz, Vsistema ez da ortogonala, eta, ondorioz, ezin da ortonormala izan.
b) Egia. lzan bediE espazioko bektore ortonormalez osatutake= {uy,uy, ..., Up}

sigema. Hau dad sistemako bektoreak unitarioak diffd;|| =1, i=1,2,..,p, eta
binaka ortogonalak dirai; - i; = 0, i # j izanik.
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Absurdura eramanez, suposa dezagun baieztapena ez dela egia. Hau da, suposa dezagun
A bektore-sistema ortonormala lotua dela. Orduan, existitzel} tektorea sistemako
ganerako bektoreen konbinazio lineala dena. Izan Bgdiiektore hori, orduan:

- - - - - -
Ja; # 00Uy = aqUy + @y Uy + Apoq Upg—q + Xpepq Uppr + 0+ Qpllp

U, bektorearen eta sistemako gainerako bektoreen arteko biderketa eskalarra kalkulatuz:

Sl
iy

- o - - . - -
U Uy = (a1u1 +ay,Uu; + g Up—q + Appq Ugqr + -0+ apup) .

Uy Uy = (a1u1 Fay Uy, + g Ug—q + Apypq Ugyq + -+ apup) c Uy

I R R - R N
Uy -ty = (@il + @ Uy + Ay Upemy + Appg Upeyq + -+ Qplly) - Upey
-
i

o o ~ R R R R
Uy - Upsr = (1l + @ Uy + Qg Ugg + Apaq Upar + - + Qi) -

el

Ug " Up = (a1u1 Fay Uy, + g Ug—q + Apypq Ugyq + -+ apup) .

Bektoreak binaka ortogonalak direnez, zera daukagu:
'L_l)k . ‘l_/l,)l =aq
'17 . 172 = ay

N _

Up " Ug—1 = Ag-1
- o _
|uk ‘U1 = Xp41

Eta 1, sistemako gainerako bektoreen konbinazio lineala denez, gutxiesed balio

ba existitzen da. Ondorioz, aurreko biderketa eskalarretako bat gutxienez ez-nulua
izango da eta, beraz, kontsideratutako bektore-sistema ez da ortogonala izango. Hau da,
suposatu duguna ez da zuzena. Hofagspazioko edozein bektore-sistema ortonormal

askea da.
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MATHEMATICA ERABILIZ EBATZITAKO ARIKETAK

M1. Izan bitezf etag hurrenez hurreiR? etaR3-n definitutako bi forma bilineal eta izan
bitez F etaG oinarri kanonikoarekiko beraiei lotutako matrizeak. Esan ea ondoko baieztapenak
egiak diren ala ez:

1 -2

) F=(,

) matrizeak biderketa eskalar bat definitzen du.

3 -1 4
b) ¢ = (5 6 7) matrizeak biderketa eskalar bat definitzen du.
4 -3 0

EBAZPENA

a) F matrizeak biderketa eskalarra definituko du, simetrikoa eta definitu positiboa denean.
Ikus dezagun matrizea simetrikoa den:

Remowve ["Global %"]

F={{1, -2}, {-2, 1}}; MatrixForm[F]
(2 2

V-2 1/

Transpose[F] = F

True

Beraz,F matrizea simetrikoa d#. definitu positiboa izango da, edozein ¥ = (x,y) € R

bekorerentzabF vt > 0 beetzen bada:

v={x, y};
poel =v.F.v // Simplify

x2—4xy+y2

pel/. {x->1,y->1}

=i
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Aurreko polinomioaks = (1,1) € R? bektorearentzat balio negatiboa hartzen duehez,
madrizea ez da definitu positiboa eta ez du biderketa eskalarrik definituko.

b) G matrizea simetrikoa den aztertuko dugu:

G={{3, -1, 4}, {5, 6, 7}, {4, -3, 0}}; MatrixForm[G]
(3 -1 4,

‘5 &6 7

4 -3 0|

Transpose[G] = G

False

G matrizea simetrikoa ez denez, ez du biderketa eskalarrik definituko.

M2. Izan bedi ondoko biderketa eskalarfa(x,y) = 3x,y, + 2x1y, — X153 + 2x,y; +

3x%2Y2 — X3¥1 + X3¥3, NONX = (x4, X2, %3) €BY = (¥1,¥2,¥3)-

a) Kalkulatu oinarri kanonikoarekiko Gramm-en matrizea.

b) Kalkulatui = (1,-1,0) etav = (—1,1,—1) bektoreek osatzen duten angelua.

¢) Kalkulatu # = (1,—1,0) bektorearekiko perpendikularrak diren bektoreen forma
orokorra eta zehaztu horietako hiru bektore.

EBAZPENA

a) Biderketa eskalarra, horrek induzitutako norma eta oinarri kanonikoa definituko ditugu:

Remove [ "Global +"]

f[x_? VectorQ, y_ ? Vector] :=

3x[[1]1]y[[2]] +2=[[1]1] y[[2]] -=[[1]] ¥y [[3]1]1 »2=[[2]] y[[2]] +
3x[[2]1] y[[2]] -=[[3]1]1 y[[1]] +=[[3]1]1¥[[3]];
Norma[x ?VectorQ] := Sgrt[f[=, =]];

B={{1, 0,0}, {0,1, 0}, {0, 0, 1}};
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Oinarriko bektoreen biderketa eskalarrak kalkulatuko ditugu eta, ondoren, Gramm-en

matrizea eratuko dugu. Ohartu, biderketa eskalarrak egiteko Mathematica programak
duen Do agindua erabili dugula:

Gramm = ConstantArray[0, {3, 3}]:

Do[Gramm[[i, J]] = £[B[[1]], B[[3]11], {i, 1, 3}, {3, 1, 3}];
MatrixForm [Gramm]

u={1, -1, 0}; v={-1,1, -1};
Theta = AreCos[f[u, v] / (Norma[u] « Norma[v]} ]

3

4

c) lzan bediw = (w;,w,, w3) R3-ko bektore orokor bat. Bektore haii bektorearekiko
ortogonala izango da, ondokoa betetzen badai = 0:

w={wl, w2, w3};
sol = Solve[f[w, u] = 0]

T{wl > w2 +w3}}

Beraz, ilbektorearekiko ortogonalak diren bektoreen forma orokorra hauxe da:

w=w/. s0l[[1]]

{w2 + w3, w2, w3}

Forma hori daukaten hiru bektore lortzeko nahikoadaektoreko parametroei, hau da,
w2 eta w3 parametroei, balio desberdinak ematea, adibidez:

vi=w/. {w2-31, w31}

{2, 1, 1}
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v2=w/. {w2-31, w3 > 0}

{1, 1, 0}

vi=w/. {w2-30, w31}

{1, 0, 1}

M3. Ortonormalizatu R3-ko B = {(1,2,2),(3,1,2),(5,0,—1)} oinarria ohiko biderketa
eskalarra erabilita.

EBAZPENA

Remove [ "Global +"]

Gram-Schmidt-en metodoa erabiliko dudu oinarria ortonormalizatzeko. Horretarako,
hasierakoB = {(1,2,2), (3,1,2), (5,0, —1)} oinarritik abiatuko gara etd = {#;, ¥,, U3} oinarri
bat eraikiko dugu, bertako bektoreak unitarioak eta binaka ortogonalak izanik. Izan bedi
B = {ii,U,, U3} hasierako oinarria, no; = (1,2,2), i, = (3,1,2) etau; = (5,0,—1) diren.

Orduan)V oinarriko bektoreak hauek izango dira:

o
( 5o=_
1= 7=
[ty ]
_
w2 — - > S o
Uy = ——,nonw, = U, + Av; etad = —(v; - uy)
(W, |
w3 — o N N N N
V3 = m,non W3 = Uz + 1 Uy + plaVs, thy = — (U1 - Uz) etap; = —(V; - Us)
3

Uy, U, etail; bektoreak definituko ditugu:

|ul ={1, 2, 2}; u2=1{3,1, 2};u3 = {5, 0, -1};

V oinariko lehenengo bektorea lortuko dugu:

vl = ul / Norm[ul]

{1 2 2}
3" 3" 3
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V oinarriko bigarren bektorea lortuko dugu:

w2 =u2-vl.u2vl

{2, -1, 0}

v2 = w2 / Norm[w2]

2 1
{_' e O}
= =

WS WS

Eta azkenik, Voinarriko hirugarren bektorea lortuko dugu:

w3=u3d-vli.udvl-v2.u3wv2

Ondorioz, bila gabiltza#f oinarri ortonormala hurrengoa da:

'-{539) 5 %) Grrve )

Oinarri ortonormal bera lortuko genuke, Mathematica programak oinarri ortonormalak

lortzeko duen Orthogonalize agindua erabilita:

Orthogonalize[{ul, u2, u3}]
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M4. R*ko S={(xyzt)|x—2y+t=0 x+y+z+t=0} azpiespazioarekiko

azpiespazio ortogonala aurkitu.

EBAZPENA

Remove [ "Global +"]

S-rekiko ortogonala den azpiespazidako edozein bektorerekiko ortogonalak diren
bektoreek osatzen dute:
St={Xxe R:X¥-y=0Vy€eS}

S espazioko edozein bektore bere oinarriko bektoreen konbinazio lineala denez, azpiespazio
ortogonaleko edozein bektofeespazioko oinarriko bektoreekiko ortogonala izango da. Has

gaitezersS espazioko oinarri bat kalkulatuz:

sol = Selve[{x-2y+t =0, x+y+z+t=0}, {x, vy, 2, t}]

{{z=> -3y, t=>-x+2¥y}}

b= {x, y, 2z, £} /. sol[[1]]

{x, v. 3y, x+ 2y}

bl=b/. {x>1, y- 0}

{1, 0, 0, -1}

b2=b/. {x>0, y-1}

{0, 1, -3, 2}

Beraz,B = {(1,0,0,—1),(0,1,—3,2)} S espazioko sistema sortzailea da. Oinarria izango da,

bertako bektoreak linealki independenteak badira:

Solve[a; bl +a>; b2 =0, {a1, a2}]

{{en =0, @z = 0}}
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Ondorioz,B = {(1,0,0,—1), (0,1, —3,2)} S espazioko oinarri bat da.

Izan bediy = (y1,¥2, V3, Vs) € S*, orduan,y 1 (1,0,0,—1) etay L (0,1,—3,2) betetzen

dira. Hau day bektorearen eta bektore hauen arteko biderketa eskalarra nulua izango da:

v = {yl, ¥2, y3, y4};
Solve[{y.bl =0, y.b2 =0}, {yl, v2, v3, y4}]

2yl v
3 —+ —, yvd-> 1}}
{{Y 3 3 ¥ ¥

Beraz, ¥ = (¥,¥2, V3, ¥a) € S* bektorearen osagaiek berdintza hauek betetzen dituzte:

{ V1i=DYa
Y2 + 2y, = 33

Ondoiioz, S azpiespazioarekiko ortogonala den azpiespazioa ondorengoa da:

St ={(1.y2,¥3,%4) € R* y1 —ys = 0,y, — 3y3 + 2y, = 0}

M5. Izan bediR3-ko V; = {(—a — b, —b, 3a)| a,b € R } azpiespazio bektoriala. Zehatu

azpiespazioarekiko ortogonala den azpiespazioaren ekuazio inplizituak.

EBAZPENA

Remove [ "Global +"]

V, azpiespazioko oinarri bat kalkulatuko dugu:

bl={-a-b, -b, 3a} /. {a>1, b0}

{-1, 0,3}

b2={-a-b, -b, 3a} /. {a>0, b1}

{-1, -1, 0}

U, =(-1,0,3) eta u,=(—1,—1,0) bektoreak linealki independenteak direnez,

B = {iiy,u,} V, azpiespazioko oinarria da.
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Bestalde)/; etaV;t azpiespazioak osagarriak direnez:
dimR3 = dimV; + dimVit > dimVit = dimR3 —dimV; =3-2=1

Beraz, Vit = (W), W = (a, b, ¢) bektoreak et@; = (—1,0,3) etau, = (—1,—1,0) bektoreek
osatzen duteffil,, i,, W} sistema askea da eta ondoko baldintzak betetzenugira = 0 eta

ﬁZ-W=OZ

w={wl, w2, w3};
sol = Selve[{bl.W =0, b2.w = 0}]

{{wl > 3w3, w2 = -3w3}}

Beraz, whektorearen forma orokorra hurrengoa da:

w=w/.s=s0l[[1]]

{3w3, -3 w3, w3}

Eta bektore horren kasu berezi bat hauxe izanik:

w=w/. w331

13, =3 1]

Ikus dezagun{i,, i, w} sistema askea delai; = (-1,0,3), i, =(-1,-1,0) eta

w = (3,-3,1) izanik:

Solve[a1 bl +az: b2 +azw=0, {m1, oz, az}]

{{en >0, ez >0, az > 0}}

—

Beraz, w = (3,—3,1) bektoreak eskatutako hiru baldintzak betetzen dituenez,

Vi =(@3,-3,1)).
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Izan bedid, Vi+ azpiespazioko bektore sortzaileak Rfako bektore orokor batek osatutako
matizea:

A = Transpose[{{3, -3, 1}, {x, ¥, 2}}]; MatrixForm[A]

Vi azpiespazioaren ekuazio inplizituak kalkulatzeko nahikoal deatrizearen heina bat

izatera behartzea:
3 x
h{-3 y|=1
1 z

Vit azpiespazioaren dimentsioa bat denez, linealki independenteak diren bi ekuazio inplizitu
beha ditugu. Ondorioz, hurrengo bi minorrak kontsideratzen dira:

Det[A[[{1, 2}, {1, 2}]]]

3x+3y

Det[A[[{1, 3}, {1, 2}]]]

-x+3=z

Beraz, it azpiespazioaren ekuazio inplizituak x = e x = 3z dira.
Oharra:

Matrize baten minorrak kalkulatzeko Mathematica programak Minors izeneko agindua du.

Agindu hori erabilizA matrizearen bi ordenako hiru minorrak kalkula daitezke:

Minors[A, 2]

{{3x+3y}, {-x+3z}, {-y-3z}}

Minor horiek zerorekin berdindu¥i- azpiespazioaren ekuazio inplizituak lortuko genituzke.
Ohatu, era honetan lortzen den hirugarren baldintza,—3z, errepikatuta agertzen dela, lehen
eta bigarren baldintzen ondorioa baita.
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